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横向磁场中载流薄板模态截断问题研究* 
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摘要：根据板壳理论与磁弹性理论，在不考虑感应电场，仅考虑机械场与磁场的相互耦合作用情况下，在薄板非线性运动方

程、物理方程、几何方程、洛仑兹力表达式及电动力学方程的基础上，建立在横向磁场和机械载荷共同作用下的大挠度载流

矩形薄板的非线性运动方程。以三边简支一边自由矩形薄板为例，给出板的单模态运动方程和双模态运动方程。利用数学计

算软件，采用四阶 Ronger-Kuta 数值方法，模拟非线性系统在单、双模态位移模式下的时程图、庞加莱截面图、相轨迹图。

讨论电磁参数和外载荷参数对板在单、双模态位移模式下的非线性行为的影响及差异。结果表明，这些参数对薄板的运动有

较大的影响，通过调整电磁参数可控制系统的混沌运动，以实现对系统运动特性的控制。 
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Modal Truncation Problems of a Current Carrying Plate in a Transver 

Magnetic Field 
 

WANG Ping 1, 2  BAI Xiangzhong 1 

(1. College of Civil Engineering and Mechanics, Yanshan University, Qinhuangdao 066004； 
2. The State Key Laboratory of Nonliner Mechanics, Institute of Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080) 

Abstract：According to the theory of plates and shells and the magnetic-elasticity theory, without considering the induced electric 

field, and in the case of only considering the coupling of mechanical field and the magnetic field, the nonlinear kinetic equation of a 

current carrying plate applied mechanical load in a transverse magnetic field with large deflection is given out based on the nonlinear 

motion equations of a thin plate, physical equations, geometric equations, Lorentz force expression and power dynamic equation.  

Take a thin current carrying plate simply supported at three edges and the other’s free as an example, the single or double mode 

nonlinear kinetic equations of the plate are shown here. The time history diagram, Poincare section plot and the phase trajectory of 

the nonlinear system with single or double mode large deflection are drawn through applied 4 orders Ronger-Kuta method by using 

calculating program. The differences and influence of the electro-magnet parameter and mechanical load to the nonlinear characters 

of the system are also discussed. The results show that the variation of these parameters will lead to significant influence on the 

motion of the plate. Through adjusting electro-magnet parameter, the chaos motion of the system can be controlled. Furthermore, the 

aim of controlling the characters of the chaotic motion of the system can be reached. 
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0  前言   * 

有关混沌动力学特性的研究在诸多领域中有
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着广泛的应用。例如，在机械工程领域中，朱才朝

等 [1-2]对风力发电齿轮箱系统及大功率船用齿轮箱

系统耦合非线性动态特性进行了研究。随着电磁结

构在高技术领域中的应用日益增多，电磁弹性相互

耦合作用的非线性力学行为也备受关注，对于磁弹

性相互作用的动力系统，MOON 等[3]首次开展了有
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关混沌现象的试验研究；TANI 等[4]研究了铁磁悬臂

梁式板处在均匀磁场中的混沌行为；THOMPSON
等[5]从试验的角度研究了磁弹性梁的混沌路径。近

年来，高原文等[6]对处在周期时变横向磁场中的不

可移几何非线性铁磁简支梁式薄板的混沌运动给予

了理论上的定量搜索与分析。 

从目前所有的研究成果来看，对于非铁磁类材

料的薄板、薄壳在电磁场与机械载荷共同作用下的

混沌运动研究较少，ZHU 等[7]研究了在机械场与电

磁弹性耦合作用下的四边固支矩形薄板的分岔与混

沌运动问题。杨阳等[8]研究了简支圆薄板在机械场

与电磁场耦合作用下的分岔与混沌运动。朱卫国   
等[9]研究了横向磁场中矩形薄板在分布载荷作用下

混沌运动。而对于载电流薄板在电磁场中采用双模

态位移模式研究其混沌运动尚少见到相关文献。鉴

于此，本文以三边简支一边自由载流矩形薄板为例，

讨论了在电磁场与机械场耦合下，电磁参数和外载

荷参数对薄板在单、双模态位移模式下的运动特性

的影响。结果表明，这些参数对薄板的运动有较大

的影响，通过调整电磁参数可控制系统的混沌运动。

本文的研究结果可在工程中作为载流电磁结构的性

能设计参考。 

1  基本方程 

如图 1 所示，矩形薄板，长为 l ，宽为 b ，处

于外加横向磁场 B 03(0,0, )B 中，通侧向电流

I (0, ,0)yI 。 03B 为垂直于薄板中面的磁感应强度， yI

为从 y 方向通入的侧向电流。在板边界 0,x l= 处施

加均匀动载 
 0 cosxp p p tω= +  (1) 
式中  0p ——静载荷 

p ——载荷幅值 

ω——角频率 
t ——时间 

 

图 1  矩形薄板上电流磁场分布图 

不考虑感应电场，考虑机械场与磁场的相互耦

合作用，将沿厚度分布的洛仑兹力作为载荷，简化

到板的中面内，其分量分别记为 xF 、 yF 、 zF 。将

各分量作为载荷加到板的运动方程中[10]，得到载流

薄板的非线性磁弹性横向动力方程为 
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式中  W ——横向位移 

ρ ——质量密度 

 h——板厚 
 0δ ——阻尼系数 
 ϕ——应力函数 

 N ——中面内力 
 E ——弹性模量 

 
4 4 4

4
4 2 2 42

x x y y
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

 ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2L
x y x yx y y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = + −

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
 

 
( )

3

212 1
EhD

µ
=

−
 

µ  —— 材料泊松比 
将侧向电流 yI ，磁感应强度 03B 代入洛仑兹力表达

式中可得[10]   
 0y zF F= =   03x yF I hB=  

且 xF 可视为简化到中面上的均布随从力[11]，则有 

 ( )d
l

x x x xx
N F x P F l x P= + = − +∫   

三边简支一边自由矩形板的边界条件为 
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  (3) 

假定满足位移边界条件的板的横向双模态位移模  
式为 

 ( ) ( ) ( )1 2
π 2 2π, , sin siny x y xW x y t T t T t

b l b l
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  (4) 
式中  1T ——对应双模态 1x 的时间函数 
 2T  ——对应双模态 2x 的时间函数 

将式(4)代入式(2)中第二式，利用待定系数法可求得

应力函数ϕ [12] 
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利用 Galerkin 原理 
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把式(4)、(5)、(7)代入式(6)，积分并化简得如

下常微分方程组 
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  (9) 
令 1 1 1T c x= ， 2 2 2T c x= ， 0t c τ= ，则 
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  (10) 
将式(9)、(10)代入式(8)，得双模态方程 

 

3 2 251 4
1 1 1 1 1 2 2 1

32 3 3

6 3 7 33 8
2 2 1

23 3 2 3

5 33 2 31 2 4
2 2 2 2 1 1

2 32 3 3

7 326 8
2 1 1 2

23 3 3 3

0

0

mm mx x x x x x x x
nm m n

m m m m m
x x x

mn n m n

n nn n nx x x x x x
m mm m m

n nn n
x x x x

mm n m m

⎧ + + + + + +⎪
⎪
⎪
⎪ + + =
⎪⎪
⎨
⎪ + + + + + +⎪
⎪
⎪
⎪ + + =
⎪⎩

 

  (11) 
式中， 0 21c m= ， 1 2 3c m m= ， 2 2 3c m n= 。

在式(11)中，令 2 2 2 0x x x= = = ，并记 1x x= 整理可

得单模态方程为 

 7 3 5 33 3 81

22 3 3 3 3

0
n n n n mmx x x x x x x

mm m m m m
+ + + + + + =  

  (12) 

2  数值模拟 

取 0.005δ = m ， 1.2l = m 、 1.5b = m的铝制薄

板， 32.67 10ρ = × kg/m3， =71E GPa， 0.34µ = ，
2

0 4.17 10δ = × ，在下面的数值模拟中如无特殊说

明，侧向电流 44.0 10yI = × A ， 03 0.3B = H ，

0 500P = N 。为便于分析，令： *
0cω ω= = π ；

1 000p p= 。用四阶 Runge-Kutta 方法求数值解。在

下面的数值计算中，采样周期为 200，积分容许误

差为 610− 。为了模拟矩形薄板的混沌运动，在给定

外载荷，积分所得的时间响应中，从外载荷反复    
3 000 次后开始采集数据，以保证系统动态响应已经

达到稳定状态。这些资料包括位移、速度、外载荷、

时间等，将被用来产生相平面轨迹图、波形图以及

庞伽莱截面图。 
2.1  外载荷对单、双模态运动的影响 

将上述参数代入双模态方程式(11)及单模态方

程式(12)中，得仿真结果如下。 
数值模拟所采用的单、双模态位移模式为 
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从理论上可以知道，如果单模态位移是可行的
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话，则当 2x a= 时， ( ) ( )*, , , ,W x y t W x y t= ，应该

有 ( ) ( )1x t x t= ，并且必须有 

 
( ) ( )

( )
2 1

1

( ) 1
x t x t

X t
x t
−

= ≤  

由图 2～4 可看出，单模态位移模式仿真结果

得出了周期运动，而双模态位移模式仿真结果均得

出了混沌运动，且 ( ) ( )1x t x t≠ ，也就是说在定性和

定量两个方面，单模态位移模式得出了错误的结论。

从图 3、4 还可看出，只要 1x 混沌，则 2x 也混沌。 

 

图 2  单模态 x ： 20p =  

 

图 3  双模态 1x ： 20p =  

 

图 4  双模态 2x ： 20p =  

从图 5～7 可以看出，单、双模态位移模式仿

真结果均得出周期运动。 

 

图 5  单模态 x ： 40p =  

 

图 6  双模态 1x ： 40p =  

  
图 7  双模态 2x ： 40p =  

从图 8～10 可以看出，单模态位移模式仿真结

果得出了混沌运动，而双模态位移模式仿真结果得

出周期运动，且有 1( ) ( )x t x t= 成立。但实际上，单

模态位移模式还是错误的，因为此时 ( ) 1X t ≤ 不   
成立。 

由图 2～10 还可看到，随着 p 的逐渐增大，单、

双模态位移模式下的动力系统的运动状态都是从周

期态到混沌状态再到周期态变化，但是当 p 在 15～
40 间变化时，双模态位移模式下的动力系统的运动

状态的交替变化比单模态位移模式下的要频繁。 
2.2  磁场对单、双模态运动的影响 

电流和外载荷不变，改变磁感应强度大小，数

值仿真结果如图 11～19 所示。 
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图 8  单模态 x ： 50p =  

 
图 9  双模态 1x ： 50p =  

 

图 10  双模态 2x ： 50p =  

 
图 11  单模态 x ： 0319, 0.1 Hp B= =  

 

图 12  双模态 1x ： 0319, 0.1 Hp B= =  

 

图 13  双模态 2x ： 0319, 0.1 Hp B= =  

由图 11～13 可以看出，在给定的参数下，单、

双模态位移模式仿真结果均得出了周期运动，事实

上当 030.1 H 0.4 HB≤ ≤ 时，仿真结果均得出了周期

运动，且有 ( ) ( )1x t x t= 、 ( )X t ≤ 1 成立，说明在定

性和定量两个方面在这些参数区域下，采用单模态

位移模式分析系统的非线性运动是精确的。 
由图 14～16 可以看出，在给定参数下，随着

磁感应强度的增大，单模态位移模式仿真结果得出

了周期运动，而双模态位移模式仿真结果得出了混

沌运动，且有 ( ) ( )1x t x t= 、但 ( ) 1X t ≤ 不成立，    
也就是说在定性和定量两个方面说明单模态位移模  
式得出了错误的结论。因此，在这些参数区域下，

采用双模态位移模式来分析系统的非线性运动才是

正确的。 

 

图 14  单模态 x ： 0319, 0.8 Hp B= =    
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图 15  双模态 1x ： 0319, 0.8 Hp B= =  

 

图 16  双模态 2x ： 0319, 0.8 Hp B= =  

 

图 17  单模态 x ： 0319, 1.0 Hp B= =  

 

图 18  双模态 1x ： 0319, 1.0 Hp B= =   

 

图 19  双模态 2x ： 0319, 1.0 Hp B= =  

由图 17～19 可看出，当磁感应强度继续增大，

在给定参数下，单、双模态位移模式仿真结果均得

出了周期运动，但实际上单模态位移模式还是错误

的，因为此时 ( ) 1X t ≤ 不成立。 
图 11～19 中，当 030.1 H 1.0 HB≤ ≤ ，单模态位

移模式仿真结果均得出了周期运动，而从双模态位

移模式仿真结果来看：系统从周期运动进入混沌运

动，再进入周期运动。因此，磁场强度对动力系统

的双模态位移模式运动状态的影响较大。其次，还

可看到当其他参数固定，适当选择磁场强度可以控

制系统的混沌运动。 
2.3  电流对单、双模态运动的影响 

在磁感应强度和外载荷固定的情况下，改变电

流强度大小，数值仿真结果如图 20～28 所示。 

 

图 20  单模态 x ： 219, 8 kAclp J= =  

 

图 21  双模态 1x ： 219, 8 kAclp J= =  
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图 22  双模态 2x ： 219, 8 kAclp J= =  

由图 20～22 可看出，在给定参数下，单、双

模态位移模式仿真结果均得出了周期运动。 
图 23～25 在给定参数下单模态位移模式仿真

结果是周期运动，而双模态位移模式仿真结果是混

沌的，但是都有 ( ) ( )1x t x t= 、 ( ) 1X t ≤ ，也就是说

在定性和定量两个方面都说明了在这两组参数下，

采用单模态位移模式分析矩形薄板的非线性运动是

正确的。 

 

图 23  单模态 x ： 219, 41 kAclp J= =  

 

图 24  双模态 1x ： 219, 41 kAclp J= =  

 

图 25  单模态 2x ： 219, 41 kAclp J= =    

 

图 26  单模态 x ： 219, 150 kAclp J= =  

 

图 27 单模态 1x ： 219, 150 kAclp J= =  

 

图 28  单模态 2x ： 219, 150 kAclp J= =  
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由图 26～28 可看出，在给定参数下，单位移

模式仿真结果得出了周期运动，而双模态位移模式

仿真结果均得出了混沌运动，且有 ( ) ( )1x t x t= 、

( ) 1X t ≤ 不成立，因此采用双模态位移模式来分析

矩形薄板的非线性运动才能得出正确的结论。 
由图 20～28 还可看出，电流强度对动力系统

运动的影响是不可忽视的，适当选择电流强度的 
取值范围可控制系统的混沌运动。 

后，取 19p = ， 03 0 HB = ， 2 0 AclJ = ，其

他参数不变，得数值仿真结果如图 29～31。由图

29～31 可看出，在此组参数下，薄板的单、双位移

模式仿真结果均出现了混沌运动。 

 

图 29  单模态 x ： 03 219, 0 H, 0 Aclp B J= = =  

 

图 30  双模态 1x ： 03 219, 0 H, 0 Aclp B J= = =  

 

图 31  双模态 2x ： 03 219, 0 H, 0 Aclp B J= = =  

由图 20～22 和图 29～31 可以看出：让薄板处

于适当强度的磁场中，并通入适当的电流，可控制

混沌运动的发生，此时只要采用单模态位移模式分

析载流矩形薄板的非线性运动即可。 

3  结论 

(1) 在外载荷、电磁参数的某些区域，无论是

在定性上，还是定量上，单、双模态位移模式得出

的分析结果都是一致的，也就是在此区域采用单模

态位移模式分析非线性运动具有足够的精度。 
(2) 在外载荷、电磁参数的某些区域，单、双

模态位移模式得出的结果是不一致的，这包含定性

上一致、定量上不一致和定性、定量均不一致三种

情况。因此，在这些区域不能采用单模态位移模式

结构分析非线性运动，而必须采用双模态位移模式

或者更高阶的模态位移模式进行分析，否则可能会

得出错误的结论。 
(3) 在机械场和电磁场共同作用下的载流矩形

薄板系统的运动方程具有明显的非线性，运动特性

比较复杂。同时仿真结果还反映了系统混沌运动更

丰富、复杂的状态特性。随着参数的变化，系统的

运动状态从周期态到混沌状态再到周期态变化，这

些是动力系统混沌运动的独特的数字特性，对了解

混沌运动规律性十分重要，而用 Melnikov 理论的解

析方法是无法得到的。 
(4) 磁场强度、电流强度对薄板的运动有较大

的影响，可通过调整电磁参数控制系统混沌运动的

发生或使系统进入混沌运动状态，以实现对系统运

动特性的控制。 
(5) 本文的研究结果可为载流电磁结构的安全

性、可靠性设计提供参考。 
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