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摘要 针对三边简支、一边自由的载流矩形薄板，利用马丢方程解的稳定性，研究在交变 磁 场 与 机 械 载 荷 共 同 作 用

下的磁弹性稳定性问题。在导出载流薄板在电磁场与机械载荷共同作用下的磁弹性动力稳定方 程 的 基 础 上，应 用 伽 辽

金原理将方程整理为马丢方程的标准形式。利用马丢方程系数的本征值关系，得出载流薄板磁弹 性 动 力 失 稳 临 界 状 态

的判别方程。通过具体算例，给出该矩形薄 板 在 交 变 磁 场 中，动 力 失 稳 临 界 状 态 与 相 关 参 量 之 间 的 关 系 曲 线 及 变 化 规

律，并与均匀磁场中情形相比较。研究结果 表 明: 变 化 电 磁 场 的 性 质 和 大 小，改 变 通 电 电 流 参 数，均 可 改 变 电 磁 力 的 状

态，从而达到控制载流薄板稳定性的目的。
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Abstract For a current carrying rectangular plate which is simply supported at three edges，the magnetic-elasticity steady

problem of the plate applied mechanical load in an alternating magnetic field is studied by using the solution's stability of the

Mathieu equation． Based on deriving the magnetic-elasticity dynamic stability equation of the plate applied mechanical load in a

magnetic field，the equation is changed into the standard form of the Mathieu equation by using the Galerkin method． The

criterion equation of the magnetic-elasticity steady problem of the plate has been gotten here through analyzed the eigen value

relations between the coefficients in the Mathieu equation． As an example， for a current carrying rectangular plate simply

supported at three edges in an alternating magnetic field，the curves of the relations among the relative parameters when the plate

is in the situation of critical steady are shown in here． The conclusions show that the electro-magnetic forces may be controlled by

changing the parameters of the current and the magnetic field so that to get the aim for controlling the stability of the current

carrying plate．
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引言

磁弹性理论是在近几十年里发展起来的一个交叉

科学领域 分 支。随 着 大 量 高 新 科 技 装 置 的 研 制 与 开

发，电磁结构的变形对电磁装置品质的影响及其安全

性愈来愈被人们关注，促使人们去研究电磁结构元件

在电磁耦合场中的力学行为。同时磁弹性耦合理论在

能源、交通、国防等重要部门都有广泛的应用前景，因
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此对其相关理论的研究具有非常重要的意义［1］2-4。
研究表明，磁弹性系统在没有机械约束时，系统

至少存在一个不稳定 运 动 模 态; 而 存 在 约 束 时，当 通

入的电流强度或磁场强度达到某一临界值时，系统将

发生失稳。因此，结构的磁弹性稳定性问题分析是一

个重要的理论和应用课题。以前，对磁弹性稳定性理

论的研究主要集中在铁磁性薄板屈曲理论模型的建立

及分析方法［2-6］和以 Tokamak 核聚变反应堆环向磁场

载流线圈为代表的对载流线圈及载流杆件的稳定性等

问题上［7-10］。而近 些 年 来，工 程 中 存 在 许 多 涉 及 非 铁

磁载流薄板在电磁场与机械载荷共同作用下的稳定性

问题，使对载流薄板的磁弹性稳定问题研究成为力学

工作者近几年极度关注的研究课题之一。为此，本文

以三边简支、一边自由的矩形薄板为例，讨论薄板在交

变磁场中的稳定性问题，并对其各参数变化规律进行

分析讨论，给出载流薄板临界电流密度与板的几何尺

寸、磁场强度等参数的关系。从而达到控制载流薄板

稳定性的目的，可供板类载流电磁结构的可靠性设计

参考。

1 基本方程

1. 1 载流薄板的磁弹性动力稳定方程式的建立

对于载流弹性薄板，将沿厚度分布的洛仑兹力作

为载荷简化到薄板的中面内，其分量分别记为 ρfx、ρfy、

ρfz，将其加入到板运动方程中［1］118-120 ，即可得到板的磁

弹性运动方程
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式中，h 为板厚，ρ 为材料的质量密度，Px、Py、Pz 为对

应 x、y、z 方 向 的 机 械 载 荷 分 量，Nx、Nxy、Nyx、Qx、Qy、
Mx、Mxy、My 为对应 x，y，xy 方向的内力分量，u、v、w 为

对应 x、y、z 方向的线位移分量，θx、θy 为对应 x、y 方向

的角位移分量，t 为时间变量。
1. 2 薄板的磁弹性动力稳定方程

由于 uw、vw，在薄板的动力屈曲问题中一般

仅考虑挠度引起的惯性力，忽略位移 u、v 及转角引起

的惯性力，忽略薄板的自重。根据薄板的小挠度理论，

磁弹性运动方程可进一步简化为
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弯矩与挠度的关系为
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式中，DM 为薄板的抗弯刚度，ν 为材料的泊松比。
将式( 3 ) 代入式( 2 ) 中整理得
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式中，w 是前面定义的纵坐标方向的位移分量，也称屈

曲挠度;4 = 
4

x4 + 2
4

x2y2 +
4

y4。

设屈曲挠度解为

w( x，y，t) = W( x，y) Θ( t) ( 5 )

式中，Θ( t) 表示时间 t 的函数，W ( x，y) 为屈曲挠度函

数。
将屈曲挠度 代 入 方 程 式 ( 4 ) 中，得 载 流 薄 板 的 磁

弹性动力稳定性方程
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2 载流薄板磁弹性稳定临界状态的判别

在参数空间的某些区域中，参数的改变所引起的

运动的变化很小，然而在另外一些区域中，参数的改变

将引起运动振幅迅速增大趋于发散而发生失稳。因此

动力稳定性的研究即是要找出参数空间中这种收敛域

与发散域的边界。
现以三边简支一边自由矩形薄板为例，给出载流

薄板磁弹性动力稳定临界状态的计算及判别。
如图 1 所示，三边简支矩形板，长 a，宽 b，通侧向

电流( 0，J cl2 ，0 ) ，处于外加横向交变磁场( 0，0，B3 ) 中。
其中，J cl2 为从 y 方向通入的侧向电流，B3 为垂直于薄

板中面的磁场强度。
三边简支矩形薄板边界条件为
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图 1 三边简支矩形薄板上电流磁场分布图

Fig． 1 Distribution diagram of the current density and the applied

magnetic field of a thin plate simply supported at three edges
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将 J cl2、B3 代入洛仑兹力的表达式［1］156-158 中，可得

到 ρfy = 0、ρfz = 0、ρfx = J cl2hB3 ，且 ρfx 可视为简化到中

面上的均布质动力［11］。设 P1、P2、P12 分别为矩形板承

受的中面压力，有

Nx = ∫
a

x
ρfxdx + P1 = ρfx ( a － x) + P1

Ny = P2 Nxy = P12

将其代入动力 稳 定 性 方 程 式 ( 6 ) 中，因 无 外 加 横 向 载

荷( Pz = 0 ) ，可得
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式中，W 为前面已定义的屈曲挠度函数。
设屈曲挠度函数为
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式中，Am 为待定系数，ωm 为满足薄板位移边界条件的

设定函数。
显然满足所有边界条件，式中的 m 为 X 方向板屈

曲波形的半波数。由伽辽金原理有
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式中，s 为积分区域，ds = dxdy。
对式( 10 ) 中各有关项求偏导，然后积分得
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当 m 为奇数或者偶数时，上式均可简化为
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因 Am 不能全部为零，故可令
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将 ρfx = J cl2hB3 代入上述方程，令

Θ( t) = T，J cl2 = Jcos( 珟ωt) ，B3 = Bcos( 珟ωt) ( 珟ω 为电

流及磁场强度的变化频率，J 为电流强度幅值，B 为法

向磁感应强度 B3 的幅值，T 是一关于时间 t 的变量) ，

P1 = P01 ( P01 为 P1 的静载部分) ，则式( 11 ) 整理得

d2T
dt2
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设 r =珟ωt，则有
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最后可将方程整理为标准的 Mathieu 方程

d2T
dr2

+ ［λ － ηcos( 2r) ］T = 0 ( 13 )

其中
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马丢方 程 ( 13 ) 是 数 学 物 理 领 域 中 的 一 个 著 名 方

程，其在力 学 领 域 中 的 应 用 也 是 较 为 广 泛 的［12］。马

丢方程的系数为周期函数，此方程最重要的性质是当

它的系数间存在某种关系时，方程式即具有无限增长

的解。式中系数 λ 与 η 之间的本征值关系，是稳定解

区域与非稳定解区域的分界。应用马丢方程的这种性

质，可确定载流薄板的失稳临界状态。由本征值关系

式［13］601-628 ，可得到 动 力 稳 定 区 与 非 稳 定 区 的 分 界 线，

而最低动力失稳临界状态的求解更具有实际意义。

3 算例分析

现以三边简支一边自由矩形薄板为例，放置如图

1 所示。通 侧 向 电 流 ( 0，J cl2 ，0 ) ，外 加 横 向 交 变 磁 场
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( 0，0，B3 ) ，其 中，B3 = Bcos ( 珟ωt) 。讨 论 其 在 电 磁 场 作

用下的 稳 定 性 问 题。依 据 前 面 所 得 的 判 别 方 法，令

n = 0，得 最 低 阶 的 四 组 本 征 值 基 本 公 式［13］601-636 ，

λ = a0 ( η) ，λ = b2 ( η ) ，λ = a1 ( η ) ，λ = b1 ( η ) ，将 其 编

制 Matlab 计 算 程 序。计 算 采 用 的 相 关 参 数 为，板 长

a = 0. 6 m、板宽 b = 0. 2 m。铝板的材料参数 为，质 量

密度 ρ = 2. 67 × 103 kg /m3 ，电 导 率 σ = 3. 63 × 107

( Ω·m) － 1 ，弹性模量 E = 71. 0 GPa，泊松比 ν = 0. 34，

圆频率珟ω = 10π s － 1 ，磁导率 μ = 1. 25 × 10 － 3 H /m，计算

结果如图 2 ～ 图 9 所示。

图 2 板长与电流密度关系图( 交变磁场)

Fig． 2 The relation of the current density and the of

the plate ( in an alternating magnetic field)

图 3 板长与电流密度关系图( 均匀磁场)

Fig． 3 The relation of the current density and the of

the plate( in an uniform magnetic field)

图 2、图 3 讨论该板板厚 h = 0. 5 × 10 － 3 m、外加交

变磁场 和 均 匀 磁 场 ( 均 匀 磁 场 强 度 取 B3 = B ) 。当

B = 0. 6 T、B = 0. 8 T、B = 1. 0 T，板中面内施加机械载

荷 Px = P01 = 1 000 N /m 时，屈曲临界状态的电流密度

J 与板长之间的关系。可见，当板厚一定、外加磁场强

度不变时，不论是在交变磁场还是在均匀磁场中，失稳

临界电流密度都将随板长的增加而逐渐降低。而当板

厚一定，随着磁感应强度的增加，失稳临界电流密度将

迅速降低。但所不同的是，在相同条件下，如果将板置

于交变磁场中，发生失稳的临界电流密度要比置于均

匀磁场中发生失稳的临界电流密度高很多。例如，当

B = 0. 6 T时，交 变 磁 场 中 的 失 稳 临 界 电 流 密 度 J =
1. 6 × 108 A /m2 ，而 均 匀 磁 场 中 的 失 稳 临 界 电 流 密 度

J = 2. 3 × 107 A /m2。
图 4、图 5 讨论的是 在 当 B = 1. 0 T 时，改 变 薄 板

的长度和厚度对失稳临界电流密度的影响曲线图。由

图可见，无论将薄板置于交变磁场还是置于均匀磁场，

当薄板的厚度和磁场强度一定时，随着板的长度的逐

渐增加，失稳临界电流密度都随之降低。而当板厚增

加、其他条件不变时，失稳临界电流密度都随之均匀增

加。但所不同的是，在相同条件下，如果将板置于交变

磁场中，发生失稳的临界电流密度要比置于均匀磁场

中发生失稳的临界电流密度高很多。

图 4 板长与电流密度关系图( 交变磁场)

Fig． 4 The relation of the current density and the length

of the plate ( in an alternating magnetic field)

图 5 板长与电流密度关系图( 均匀磁场)

Fig． 5 The relation of the current density and the length

of the plate ( in an uniform magnetic field)

图 6、图 7 描 述 交 变 磁 场 和 均 匀 磁 场 中 的 三 边 简

支一边自由载流矩形薄板，在板中面内施加 X 向静载

荷 P1 = P01 = 800 N /m，板厚 h = 0. 9 mm，0. 7 mm，0. 5
mm 情况下，外 加 磁 感 应 强 度 与 失 稳 临 界 电 流 密 度 之

间的关系。从图中可看到，当外加磁场强度和 P01 一定

时，板厚的增加将使失稳临界状态的电流密度有所增

加，这也说明增加板厚板的抗失稳能力将增强。另外，

增加磁感应强度对失稳临界电流密度影响较大，当磁

感应强度在 0. 1 T ～ 1. 0 T 之间变化时，随着磁感应强
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图 6 磁场强度与电流密度关系图( 交变磁场)

Fig． 6 The relation between magnetic field intensity and the

current density( in an alternating magnetic field)

图 7 磁场强度与电流密度关系图( 均匀磁场)

Fig． 7 The relation between magnetic field intensity and

the current density( in an uniform magnetic field)

度的增加，失稳临界电流密度将显著降低。由图 6、图

7 也可以看出，在相同条件下，如果将板置于交变磁场

中，发生失稳的临界电流密度要比置于均匀磁场中发

生失稳的临界电流密度高很多。这表明导电薄板在电

磁场的作用下，通过改变通入电流的强度及改变磁场

可以控制薄板工作状态下的稳定性。
图 8、图 9 描 述 交 变 磁 场 和 均 匀 磁 场 中 的 三 边 简

支、一边自由载流矩形薄板，当板厚 h = 0. 5 mm 的 情

况下，在板中面 内 施 加 不 同 大 小 的 X 向 静 载 荷，外 加

磁感应强度与失稳临界电流密度 J 之间的关系。由图

8、图 9 可看出，当板的厚度和外加磁感应强度一定时，

在板中面内施 加 X 向 静 载 荷 P01 越 大，板 的 失 稳 临 界

状态的电流密度越高，这恰恰反映载流薄板在电磁场

作用下所产生的 Lorentz 力对载 流 薄 板 是 起 稳 定 作 用

的。在本文所描述的条件下，在交变磁场中所产生的

Lorentz 力为一交变质动力，若载流薄板面内无外载荷

作用时，Lorentz 力 本 身 会 使 载 流 薄 板 失 稳，所 以 临 界

电流较 低，但 当 板 承 受 外 载 荷 后，Lorentz 力 会 抵 消 一

部分外载荷的作用，而 使 临 界 载 荷 提 高; 且 外 载 荷 越

大，为使薄板不发生失稳，在电磁感应强度一定的情况

下，需要通入 幅 值 较 大 的 临 界 电 流 密 度，这 些 都 表 明

图 8 磁场强度与电流密度关系图( 交变磁场)

Fig． 8 The relation between magnetic field intensity and the

current density( in an alternating magnetic field)

图 9 磁场强度与电流密度关系图( 均匀磁场)

Fig． 9 The relation between magnetic field intensity and the

current density( in an uniform magnetic field)

Lorentz 力对载流薄板稳定性的作用。

4 结论

1 ) 通过理论推导，给出三边简支、一 边 自 由 载 电

流矩形薄板磁弹性动力稳定性方程。应用 Galerkin 原

理将方程整理为马丢方程的标准形式，根据方程的稳

定解区域与非稳定解区域的分界，得出磁弹性失稳临

界状态的判别方程。
2 ) 交变磁场中载流薄板失稳的临界电流 密 度 值

与板的外加磁场强度、板的厚度、几何尺寸有关。对于

非铁磁性质的铝制薄板，增加板的厚度、减小外加磁场

的强度、缩小几何尺寸均可以提高失稳的临界电流密

度的数值。
3 ) 从以上对载流薄板在交变磁场及均匀 磁 场 中

的讨论结果看，外加磁场强度的变化对载电流薄板的

失稳临界电流密度影响较大，减小外加磁场强度可以

有效地提高临界电流密度。从外加电磁场与通电电流

之间的关系以及两者对薄板稳定性的影响看，洛仑兹

力是控制 薄 板 失 稳 问 题 的 主 要 因 素。且 在 相 同 条 件

下，将载流薄板放置于交变磁场中，失稳的电流密度值

及临界载荷都将增大。由此，可以通过变化电磁场性

质、强度和变化通电电流方向、密度，改变电磁力的状
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态，从而达到控制载流薄板的变形、应力应变状态及其

稳定性的目的。
4 ) 本文 的 研 究 结 果，可 供 载 流 电 磁 结 构 的 安 全

性、可靠性设计参考。
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