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有限变形下的后继屈服面演化规律研究 
*付  强，刘  芳，陈  岑，梁乃刚 

(中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室，北京 100190) 

摘  要：有限变形下的后继屈服面会出现膨胀或收缩，移动和畸变等变形特征。基于塑性变形的滑移机制，建立

了适用于有限变形条件下的多晶塑性本构模型。提出了一种混合硬化假设，可以一致描述后继屈服面演化中的等

向、运动和畸变硬化以及正或负交叉效应、包氏效应等。预测了 2 种加工硬化铝合金(Al6061-T6511 和 annealed 

1100Al)分别在单轴拉伸和纯扭转下的后继屈服面演化过程，与已有实验结果符合一致。 
关键词：有限变形；多晶塑性本构模型；后继屈服面演化；混合硬化；低/高加工硬化铝合金 
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A STUDY ON THE EVOLUTION OF SUBSEQUENT YIELD SURFACES 
WITH FINITE DEFORMATION 

*FU Qiang , LIU Fang , CHEN Cen , LIANG Nai-gang 
(State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics (LNM), Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China) 

Abstract:  The subsequent yield surfaces after a finite deformation show expansion or contraction, translation 
and distortion. Based on the slip mechanism, a plastic constitutive model for polycrystalline metals with a finite 
deformation is proposed. A mixed hardening model is developed in the present paper to describe the isotropic 
hardening, kinematic hardening, distortional hardening, positive or negative cross-effect and Bauschinger effect 
characterized by the evolution of subsequent yield surfaces. Numerical simulations of the evolution of yield 
surfaces are performed under tension and pure torsion at various levels of straining for two kinds of work 
hardening aluminum alloys (Al6061-T6511 and annealed 1100Al). The results show that the agreement between 
the predictions and experiments is quite satisfactory. 
Key words:  finite deformation; polycrystal plasticity; evolution of subsequent yield surfaces; mixed hardening; 

low/high work hardening aluminum alloys 
 

汽车制造等现代工业生产常常遇到金属板材

成型中的回弹问题，为了使构件达到所需要的形

状，关键之一是得到成型过程中回弹量的大小，这

需要系统研究材料的加载和卸载过程，即需要确定

材料的后继屈服面演化过程[1―3]。 
在 20 世纪，大量文献记载了对屈服面演化的

实验研究，其中多数局限在小变形范围[4]。实验研

究认为后继屈服面的膨胀、移动和畸变等现象与屈

服点的定义紧密相关。一般采用小的偏移应变定义

屈服点，如 5με~10με，后继屈服面会出现移动和畸

变，趋向于运动硬化；而采用回推屈服点或大的偏

移应变，如 0.2%，得到的后继屈服面则会膨胀，趋

向于等向硬化。 
考虑到金属板材成型中通常涉及的变形较大

( 5%p
eqε > )，一些学者对有限变形下的屈服面演化

进行了研究[1―3,5―9]，其中，具有代表性的是由 Khan
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及其合作者完成的系列工作[1―3]。Khan 等人对 2 种

加工硬化铝合金在有限变形下的屈服面演化进行

了系统的研究，采用偏移应变 10με 定义屈服点。

实验结果显示，对于低 / 高加工硬化铝合金

(Al6061-T6511/annealed 1100Al)，后继屈服面均发

生移动和畸变，屈服面前端凸出，尾部缩进，呈“前

凸后扁”的特征；不同的是随着预施塑性变形的增

加，前者逐渐收缩，而后者整体膨胀。 
经典理论中的等向、运动以及混合硬化模型均

无法描述后继屈服面的畸变。现代研究表明，材料

的应力-应变关系和损伤破坏对屈服函数是非常敏

感的[10―12]，能否精确描述材料的屈服面演化过程是

对理论模型预测材料塑性行为能力的一种全面考

查。目前典型的理论分析方法可分为代数法和几何

法两种[13―14]。在代数法中，使用各向异性材料张量

定义的屈服函数来描述后继屈服面的膨胀、移动和

畸变等现象；在几何法中，后继屈服面的移动和畸

变等主要采用几何上的拟合来实现。现有的理论 
分析中，存在模型描述复杂，参数较多且缺乏物理

意义[14―17]；无法适用于有限变形情况，尤其是不能

同时描述后继屈服面膨胀 /收缩、移动和畸变特   
征[13―19]等问题。 

在前期工作中，考虑滑移为晶体塑性的主要变

形机制，建立了基于滑移构元的多晶塑性细观本构

模型，对小变形下的屈服面演化进行了研究[20]。在

本文中，将滑移构元模型推广应用于有限变形情

况。提出一种混合硬化假设，可以同时描述屈服面

的膨胀或收缩、移动和畸变等现象。分别计算了 2 种
加工硬化铝合金材料在单轴拉伸和纯扭转下的后

继屈服面演化过程，并与已有实验结果[1―2]对比来

验证模型。 

1  有限变形下的多晶弹塑性本构关系 

由位错引起的滑移是多晶金属材料的主要塑

性变形机制之一。实验表明，对于任意方向加载的

多晶金属材料，尽管细观滑移不规则，但最早出现

的滑移线一般总是剪应力最大的剖面与试件表面

的交线。因此，从宏观平均意义来看，多晶材料内

的任意剖面都可能作为滑移面，而沿滑移面的滑动

是大量微小组分群体行为的平均[21]。将单晶滑移系

推广至多晶体，称为滑移构元。滑移构元是大量随

机分布的滑移系按取向的分组，它描述了不同晶粒

内部具有相同运动学特点的滑移系的宏观平均性

质。类似的简化最早可追溯到 20 世纪 40 年代末

Batdorf 与 Budiansky 提出的简单滑移模型[22]，即假

设每个晶粒只有一个滑移系。Wang 也提出了一种

宏观滑移理论[23]，具有 4 个独立的滑移系。在前期

工作中[20,24―26]，已建立了适用于小变形下的多晶弹

塑性本构模型，下面将其推广至有限变形情况。 
基于滑移构元描述材料的塑性变形响应与晶

体塑性理论类似。由初始构形到卸载后构形的变形

梯度称为塑性变形梯度 pF ，由卸载后的构形到未

卸载的当前构形的变形梯度称为弹性变形梯度
eF ，总变形梯度可用乘法分解的形式表示为： 

e p= ⋅F F F                (1) 
设 ( )αS 和 ( )αN 分别是第α 个滑移构元初始滑

移方向上的单位矢量和滑移面法线方向的单位矢

量。试验表明，塑性变形不影响晶格结构，经塑性

变形后滑移方向和滑移面的法向不变，经弹性变形

后滑移方向 ( )αs 以及滑移面法向 ( )αn 满足关系： 
( ) ( )eα α= ⋅s F S , ( ) ( ) 1( )eα α −= ⋅n N F     (2) 

定义二阶对称张量 αP ( )和反对称张量 αQ( ) 为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ( )
2

α α α α α= ⊗ + ⊗P s n n s     (3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ( )
2

α α α α α= ⊗ − ⊗Q s n n s     (4) 

分解剪切应力与宏观应力场之间的关系为： 
( ) ( ) ( ): :Jα α ατ = =σ P τ P          (5) 

其中：σ为 Cauchy 应力；τ 为 Kirchhoff 应力。第α
个滑移构元的分解剪切应力率为： 

( ) ( ) ( ): :α α ατ = + =τ P τ P  
( ) ( ): ( ) :e eα α+ ⋅ − ⋅ +τ P τ W W τ P  

( ) ( )( ) : eα α⋅ ⋅Q τ τ Q D−              (6) 

由 Jaumann 应力率的定义，有： 

( )e e e
∇

= + ⋅ − ⋅Wτ τ τ W W τ          (7) 

弹性本构关系可表示为： 

( ) :e e e
∇

=Wτ C D                 (8) 

其中， eC 是弹性刚度张量。式(6)可进一步写为： 
( ) ( ) ( ) ( )( : ) : ( )e pα α α ατ = + ⋅ ⋅P C Q τ τ Q D D− −  (9) 

塑性变形的速度梯度的正对称部分 pD 和反对

称部分 pW 与二阶张量 ( )αP 和 ( )αQ 有如下关系： 

( ) ( )

1

m
p α α

α
γ

=

= ∑D P , ( ) ( )

1

m
p α α

α
γ

=

= ∑W Q    (10) 

将式(10)代入式(9)，得分解剪切应力率为： 
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( ) ( ) ( ) ( )

1
: ( )

m
α α α α

α
τ γ

=

= ∑λ D P−        (11) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ): eα α α α= + ⋅ ⋅λ P C Q τ τ Q− 。 

对于同一个滑移面，沿正反两个方向滑移，具

有相同的取向张量，计作一个滑移构元。由广义

Schmid 定律知，当分解剪应力 ( )ατ 达到临界值 ( )
cr
ατ ±

时，滑移构元处于临界状态；当 ( ) ( ) ( )
cr cr
α α ατ τ τ− +< < 时，

滑移构元处于非临界状态。对于进一步的增量变

形，为了使滑移构元继续开动，分解剪应力的增量

必须保持与其临界值的增量相等。即对于持续开动

的滑移构元，有： 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,   0,  0

,   0,  0
cr

cr

α α α α

α α α α

τ τ γ τ

τ τ γ τ
+

−

⎧ = > >⎪
⎨

= < <⎪⎩

当 时

当 时
    (12) 

对于停止开动或非临界的滑移构元，有： 
( ) 0αγ =               (13) 

在滑移过程中，通常认为各滑移构元临界分解

剪切应力率和滑移率有线性关系。即对第α 个滑移

构元，有： 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,  0

,  0

cr

cr

h h

h h

α β β
αβ αβ

β β

α β β
αβ αβ

β β

τ γ γ

τ γ γ

+

−

⎧ = >
⎪⎪
⎨

= <⎪
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

当 时

当 时
   (14) 

其中， hαβ 是滑移硬化模量，表示第 β 个滑移构元

滑移一单位时对第α 个滑移构元临界分解剪应力

的影响。 hαα 称为自硬化模量， ( )hαβ α β≠ 称为潜

在硬化模量。 
对开动的滑移构元，有： 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
: ( )

m m

hα α α β
αβ

α β
γ γ

= =

=∑ ∑λ D P−     (15) 

从而，有： 

( ) ( ) ( ) ( )

1
: ( : )

m

hα α β β
αβ

β
γ

=

= +∑λ D λ P     (16) 

因此，滑移率可表示为： 

( ) 1 ( )

1
( ) :

m

gα β
αβ

β
γ −

=

= ∑ λ D          (17) 

其中，
( ) ( ):g h α β

αβ αβ= + λ P 。 

Kirchhoff 应力τ 的 Jaumann 导数为： 
∇

= + ⋅ − ⋅τ τ τ W W τ =  
e e p p+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =τ τ W W τ τ W W τ  

( ) ( ) ( )

1
: ( ) ( )

m
e p α α α

α
γ

=

− − ⋅ ⋅ =∑C D D Q τ τ Q−  

( ) ( )

1
:

m
e α α

α
γ

=

− ∑C D λ         (18) 

将式 (17)代入式 (18)，可得到变形率 D 和

Kirchhoff 应力的 Jaumann 导数
∇
τ 之间的关系： 

1 ( ) ( )

1 1
( ) : :

m m
e epg α β

αβ
α β

∇
−

= =

⎛ ⎞
= − ⊗ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑τ C λ λ D C D  

(19) 
其中，求和符号只对开动的滑移构元求和。 epC 是

材料的弹塑性刚度张量，其表达式为： 

1 ( ) ( )

1 1
( )

m m
ep e g α β

αβ
α β

−

= =

− ⊗∑∑C C λ λ=     (20) 

2  基于滑移构元的屈服面演化模型 

滑移构元模型可以描述任意二维应力空间的

屈服面演化，方便起见，限制在正应力-剪应力空间。

对于多晶金属材料，滑移构元的数目影响屈服面的

光滑度。图 1 为滑移构元平面离散示意图。与小变

形下的构元选取不同
[20]

，2 个夹角成 90°的构元不

再相关，即在 0°~180°内均匀取 30 个构元，与 x 轴

夹角分别为 6°、12°、···、180°。 

Y

X
 

图 1  滑移构元平面离散示意图 
Fig.1  The configuration of planar discrete ship components 

 

图 2  基于滑移构元的屈服面模型示意图 
Fig.2  A typical example of yield surface based on the 

ship-component model 

x

y

正应力σ11 

剪
应
力

σ 1
2 ( ) ( ) ( )

11 11 12 122 crP Pα α ασ σ τ −+ =

( ) ( ) ( )
11 11 12 122 crP Pα α ασ σ τ ++ =

α 
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模型采用的(后继)屈服准则为，滑移构元上的

分解剪应力达到其临界值时，构元开动，材料屈服。

第α 个滑移构元的屈服函数可表示为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ): 0cr crf Jα α α α ατ τ τ± ±= − = − =σ P    (21) 

考虑到有限塑性变形情况下，弹性变形较小，

1J ≈ ，在 11 12( )σ σ− 应力空间，式(21)可写为： 
( ) ( ) ( )

11 11 12 122 crP Pα α ασ σ τ±+ =         (22) 

由式(22)可知，对于第α 个滑移构元(图  1 所

示)，其 2个状态变量(正负分解剪应力临界值 ( )
cr
ατ + 和

( )
cr
ατ − )可以确定屈服面的 2 个边界(图 2 所示)。这样，

遍历所有滑移构元形成的内包络面就是屈服面。因

此，当确定了所有滑移构元的状态变量 crτ + 和 crτ − ，

屈服面就被唯一确定。 
对于初始屈服面，滑移构元的 2 个状态变量为

其正负初始分解剪应力临界值 0
crτ + 和 0

crτ − ，且一般

有 0 0
cr crτ τ− += − 。显然，模型计算的初始屈服面    

(图 3)与 Tresca 准则一致。滑移构元正初始分解剪

应力临界值 0
crτ + 由拉伸屈服应力 sσ 或剪切屈服应

力 sτ 确定，即： 
0

2
s

cr
σ

τ + =  或 0
cr sτ τ+ =          (23) 

确定后继屈服面，即要确定材料的硬化规律，

晶体滑移的硬化模式有很多
[27]

，本文采用的混合硬

化假设可表示为： 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )1: ( )

2i kl ks klh h h h hα β α β α α β
αβ αβδ= + + −P P (24) 

其中： ih 反应了等向硬化； ( )
ksh α 和 ( , )

klh α β 分别为自

硬化系数和潜在硬化系数，下标中的 k 表示它们属

于运动硬化部分。 
对于等向硬化系数，采用如下表达式： 

1
eq 0( ) imp

i i ih c m ε ε −= +          (25) 

其中： ic 和 im 是等向硬化参数； eq
pε 为等效塑性应

变； 0ε 由初始分解剪应力临界值来确定，
1

0

0
im

cr

ic
τ

ε +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

对于自硬化系数，类似的采用幂指数的函数关

系，即对于开动的滑移构元有： 
1( ) ( )

02 (| | ) km
ks k kh c mα αγ γ −= +        (26) 

式中： kc 和 km 是自硬化参数； 0γ 由初始分解剪应

力临界值来确定，

1
0

0
km

cr

kc
τ

γ +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。对于未开动的滑

移构元，认为其自硬化系数 ksh 为无穷大。 

考虑先开动的滑移构元影响次开动或未开动

的滑移构元，以及硬化矩阵的对称性，定义潜在硬

化系数为： 
( , ) ( ) ( )min( , )kl ks ksh q h hα β α β=         (27) 

其中，q 反映了潜在硬化影响的大小，一般情况下，

有 0 1q≤ ≤ 。 
从上面的描述可以看出，模型将临界分解剪应

力增量 ( )
cr
ατ + ( ( )

cr
ατ − )分为两部分来计算，分别对应于

等向硬化的贡献 ( )i
cr
ατ + ( ( )i

cr
ατ − )和运动硬化的贡献

( )k
cr
ατ + ( ( )k

cr
ατ − )，即当

( ) ( ) 0cr hα β
αβ

β
τ γ= >∑ 时，滑移构

元沿正方向滑动，有： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )   

( 1)                   

k i
cr cr cr i i

k i k i
cr cr cr cr cr

h h h

b

α α α β β
αβ

β β

α α α α α

τ τ τ γ γ

τ τ τ τ τ

+ + +

− − − + +

⎧ = + = + −
⎪
⎨
⎪ = + = + −⎩

∑ ∑
 

(28) 
当

( ) ( ) 0cr hα β
αβ

β
τ γ= <∑ 时，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( 1)                

k i
cr cr cr i i

k i k i
cr cr cr cr cr

h h h

b

α α α β β
αβ

β β

α α α α α

τ τ τ γ γ

τ τ τ τ τ

− − −

+ + + − −

⎧ = + = + −
⎪
⎨
⎪ = + = + −⎩

∑ ∑
 

(29) 
其中， b 为在滑移构元上引入的包氏效应影响系 
数，反映了滑移构元由硬化引起的临界分解剪切应

力的变化对反方向临界值的影响，考虑在运动硬化

对应的临界分解剪应力中定义包氏效应影响系 
数，有： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

,  0

,  0

k
cr

k
cr

k
cr

k
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     (30) 

关于等向硬化对应的临界分解剪应力，也可以

理解为其包氏效应系数为−1，即： 
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     (31) 

理论上滑移构元的包氏效应影响系数b 是宏观

等效塑性应变的函数 ( )p
eqb b ε= 。方便起见，本文考

虑滑移过程中b为常数。 
下面定性分析(令自硬化系数 1.0ksh = )潜在硬
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化、包氏效应以及等向硬化系数等对后继屈服面的

影响。以单轴拉伸预应力加载为例，图 3 是考虑不

同因素影响下得到的后继屈服面(方便起见，只显示

由包络线形成的屈服面)。  

图 3(a)是考虑不同潜在硬化参数 q 计算出的后

继屈服面，其中包氏效应影响系数均为 b=1.0，不

考虑等向硬化的影响。可以看出后继屈服面的尾部

缩进相同，而前端具有不同程度的“角”。当 q=0.0
时，屈服面前端具有最大程度的“尖角”；当 q=1.0
时，屈服面前端光滑，没有“尖角”；当 0<q<1.0
时，后继屈服面前端处于上述 2 个边界之间。因此，

模型可以根据不同的 q 值，得到后继屈服面前端不

同程度的“角”。需要说明的是，当包氏效应影响

系数 b≠0 时，q 对后继屈服面尾部的变形也有影响，

但相比来看，对前端的影响更明显些。 
图 3(b)是考虑不同包氏效应影响系数b计算出

的后继屈服面，其中潜在硬化参数均为 q=0.4，不

考虑等向硬化。可以看出，后继屈服面的前端一致，

而尾部的缩进程度不同。当 b=0 时，即为不考虑包

氏效应影响；b=1，为经典包氏效应。当 b 为其它

值时，统称为附加包氏效应
[20,24]

。另外，当变形较

大，且包氏效应系数 b>1.0 时，在潜在硬化与包氏

效应共同影响下，后继屈服面会出现横向的收缩，

即负交叉效应(negative cross effect)。 
在考虑等向硬化后，后继屈服面的变化更加复

杂。图 3(c)是包氏效应影响系数和潜在硬化参数均

为一定值时(b=1.5, q=0.4)，考虑不同等向硬化系数

ih 计算出的后继屈服面。可以看出屈服面前端角度

存在微小的变化，尾部的扩张非常明显，同时垂直

于加载方向的横向也增大，即存在明显的正交叉效

应(positive cross effect)。因此，可以通过后继屈服

面横向的变化来确定等向硬化参数，然后再根据尾

部的缩进程度，标定出包氏效应影响系数。 
图 3(d)是模型计算的经典硬化规律：等向硬化、

运动硬化和等向-运动组合硬化。采用的参数分别为

q=1.0、b=1.0、hi=0.0, 1.0, 100.0。当等向硬化系数

远远大于自硬化系数时，得到等向硬化模型；当

hi=0.0 时，即不考虑等向硬化，则得到运动硬化模

型；当等向硬化系数在上述两者之间时，即为等  
向-运动组合硬化模型。 

从上述分析可以得到，模型首先通过后继屈服

面前端角度的大小确定潜在硬化参数 q；其次，根

据屈服面横向的膨胀程度确定等向硬化参数 ci 和

mi；然后由屈服面尾部的缩进程度与前端移动距离

的比值大小确定包氏效应影响系数 b。另外，当采

用预应变加载时，自硬化参数 ck 和 mk 通过拟合应

力-应变曲线来确定。 
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3  算例及分析 

为了验证模型的有效性，下面分别计算 2 种常

见加工硬化铝合金在预施单轴拉伸和纯扭转加载

后的屈服面演化，并与已有最新实验数据
[1―2]

进行

比较。 
Khan 等人对低 /高加工硬化铝合金(Al6061- 

T6511/annealed 1100Al)的硬化规律进行了系统的

研究，采用的屈服定义均为偏移应变 10με。弹性模

量和剪切模量分别为 E=70.55GPa，G=25.86GPa；
E=70.49GPa，G=25.84GPa。 

根据初始屈服面实验数据，综合考虑不同方向

的屈服应力确定 0
crτ + 。计算的初始屈服面与实验结

果对比如图 4 所示。 

 

(a) Al6061-T6511 

 

(b) annealed 1100Al 

图 4  模型计算的初始屈服面与实验结果的对比 
Fig.4  Comparison of the initial yield surfaces between the 

model and experiments 

根据单轴拉伸下的后继屈服面变形确定出 ci、

mi、q 和 b(对于低硬化铝合金 Al6061-T6511，分别

由屈服面前端和尾部的变形标定出 q 和 b，没有等

向硬化的影响；对于高硬化铝合金 annealed 1100Al，
先根据屈服面横向的膨胀标定出 ci、mi，再确定 q
和 b)，然后通过拟合应力-应变曲线确定自硬化参数

ck和 mk。标定的模型参数如表 1 所示。 

表 1  计算中所采用的模型参数 
Table 1  Parameters for simulation of the evolution of  

yield surfaces 

 
0

crτ + /MPa ci /MPa mi ck /MPa mk q b 

Al6061-T6511 60.8 ― ― 155.0 0.08 0.3 2.15
annealed 1100Al 3.8 18.4 0.26 30.0 0.2 0.2 1.6

单轴拉伸情况为预应变加载，根据给定的预应

变计算出对应的应力状态，即为后继屈服面前端的

应力值。模型计算出的后继屈服面演化结果与实验

结果对比如图 5(a)和图 5(b)所示。 
对于预应变纯扭转加载情况，根据标定的模型

参数以及给定的预应变，计算出对应的应力状态，

即为后继屈服面前端的应力值。模型计算的后继屈

服面演化结果如图 5(c)和图 5(d)所示。 

 

(a) 单轴拉伸——Al6061-T6511 

 

(b) 单轴拉伸——annealed 1100Al 

 

(c) 纯扭转——Al6061-T6511 
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(d) 纯扭转——annealed 1100Al 

图 5  模型计算结果与实验结果的对比 
Fig.5  Comparisons between experiments and predicted 

results for the evolution of yield surfaces 

总体来看，模型计算结果与实验结果符合的较

一致。模型计算的初始屈服面与实验数据吻合的很

好。对于后继屈服面的畸变，尤其是“前凸后扁”

的变形特征，主要是受滑移构元潜在硬化和包氏效

应系数的影响。随着塑性变形的增加，低硬化材料

的后继屈服面逐渐收缩，表现出负的交叉效应，而

高硬化材料的整体膨胀，呈正的交叉效应。对于前

者，是因为潜在硬化和较大的包氏效应影响系数的

共同作用；而对于后者，通过在滑移构元上引入等

向硬化系数，模型较好的描述出后继屈服面整体膨

胀的变形特征。 
在图 5(b)和图 5(d)中，模型预测结果与实验结

果存在一定差别的主要原因之一是实验采用了

10με的偏移应变做为屈服点，而模型采用严格的比

例极限作为屈服的开始。 

4  结论 

基于材料塑性变形的滑移机制，建立了适用于

有限变形下的多晶弹塑性本构关系。提出了一种混

合硬化模型，可以一致描述后继屈服面的膨胀或收

缩、移动和畸变等现象。本模型不需要预先设定屈

服面，只需要给定每个构元的屈服条件及其分解剪

应力临界值等状态变量的演化方程就可计算出屈

服面。 
实验中后继屈服面出现“前凸后扁”的特征是

由于滑移构元不同程度潜在硬化和不同大小包氏

效应的影响；后继屈服面随着塑性变形的增加而收

缩，呈现出负交叉效应是潜在硬化和包氏效应共同

作用的结果，且包氏效应系数一般比较大；后继屈

服面的膨胀则是滑移构元等向硬化的影响。 

分别计算了单轴拉伸和纯扭转加载下的后继

屈服面演化，与已有实验结果吻合较好，初步证明

了模型的有效性。滑移构元模型基于材料塑性变形

的物理机制，数学表述简单，模型参数少，且具有

物理意义，便于标定。本文未考虑变形过程中材料

的损伤，这将是下一步工作内容。 
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