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摘 要: 分别采用变形参数法、改进的变形参数法及傅里叶分析法确定海洋细长结构参数振动 Hill方程的不稳定
区，比较三种方法的优缺点，并给出了前三阶不稳定区图像，为张力腿、立管等海洋细长柔性结构的设计提供参考。
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Methods for parametric excitation instability analysis of slender
flexible cylindrical structures in offshore engineering
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Abstract: The parametric excitation instability regions of slender flexible cylindrical structures in offshore
engineering were analysed by using L-P ( Lyapunov-Poincare) ，modified L-P and harmonic balance method respectively．
The results of the three different methods were compared and the chart of first three instability regions was drawn． The
results give reference to build up design guidance for Tension leg platform( TLP) tethers and risers．
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21 世纪是海洋经济时代，随着世界经济的快速发
展，能源短缺问题日益突出，由于陆上及近海的石油资

源日益枯竭，深海油气开发已成为各国能源战略的重

点。根据不同的海洋环境及经济方面的考虑，会采取
不同的平台开采方案，如张力腿平台 ( TLP) ，SPAR 平
台，半潜平台等。不论海洋油气开发采用何种平台方
案，张紧式细长柔性结构如立管、张力腿等都会在其中
扮演重要的角色。立管是进行深水油气开采必不可少
的设备，它连接海底矿藏与海面的作业平台，进行钻

探、导液和泥浆等工作。张力腿一般为圆柱形结构，是
连接张力腿平台与海底锚固基础的关键部件，提供平

台本体必要的结构刚度。立管与张力腿结构形式有很
大的相似之处，最大的不同就是立管的轴向预张力比

张力腿小，同时立管内部有流体流动［1］，如果忽略内流

影响，两种结构的动力响应分析方法是一致的。

张力腿等细长的海洋工程结构，主要受到两种外

部激励形式的作用，一种是平台纵荡而产生的受迫振

动，第二种是平台垂荡引起的参数振动［2，3］。前人的研
究工作主要集中在两方面: 一种是将张力腿简化为线

性 Euler-Bernoulli梁模型，同时考虑平台纵荡和垂荡激
励作用

［2，3］; 另一种是把张力腿看成非线性梁结构，为

了简单起见，仅考虑平台的垂荡激励［4，5］。上述的两种
简化方法，最终得到张力腿参数振动的控制方程均为

Mathieu方程。当采用非线性梁模型，同时考虑平台垂
荡与纵荡共同作用，研究张力腿的非线性动力响应还

很少见。综合地考虑轴向与流向的非线性因素及耦合
效应时，张力腿参数振动的控制方程不再是 Mathieu 方
程，而变为更一般的 Hill方程［6］。
本文的主要目的是给出不同情况下，Hill方程不稳

定区的确定方法，同时比较不同方法之间的不同之处，

并给出各自的适用范围。

1 控制方程

张力腿被简化为两端简支的梁结构，假设顶端平

台的运动是关于时间的简谐函数，采用 Han 和 Ben-
aroya［7］提出的非线性模型，忽略转动惯量和扭转效应



的影响，应用 Galerkin法和模态展开原则，得到描述张
力腿等细长的海洋工程结构参数激励系统的无量纲

Hill方程［6］:
v·· +［δ + εr( t) ］v = 0 ( 1)

其中:

r( τ) = cos2τ － Mcos4τ ( 2)

M = 3
4

V2
a

LUa
( 3)

Ua，Va 分别为平台垂荡和纵荡的幅值，L 为张力腿的
长度。

2 Hill方程的不稳定区域确定方法

Hill方程的解会根据不同的 δ，ε和 M 组合而变得
稳定或者不稳定。由于水动力阻尼的存在，张力腿等
一般不会发生参数失稳。但在不稳定区内，张力腿的
动力响应幅值明显大于稳定区域内的结果，所以确定

Hill方程不稳定区域是十分必要的。关于不稳定区的
分析有很多种方法，其中摄动方法和傅里叶分析是比

较常用的。
2. 1 变形参数法［8］

令:

v( t，ε) = v0 + εv1 + ε2v2 + …

δ = δ0 + εδ1 + ε2δ2 + …
( 4)

将式( 4) 代入 Hill方程式( 1) ，根据 ε的阶次整理:
ε0 ∶ v··0 + δ0v0 = 0 ( 5)

ε1 ∶ v··1 + δ0v1 = － δ1v0 － v0 r( t) ( 6)

ε2 ∶ v··2 + δ0v2 = － δ1v1 － δ2v0 － v1 r( t) ( 7)
方程( 5) 的解必须是周期为 π或 2π的周期函数:

v0 = acosnt + bsinnt n = 0，1，2，… ( 8)
因此:

δ0 = n2 ( 9)
由于变形参数法确定 Hill 方程不稳定区时，随着 n 数
值的增加计算量会变得相当可观。在此只讨论 n = 0，
1，2 的情况。
( 1) n = 0 时
δ0 = 0，有 v0 = a，于是:

v1 = － δ1a － ar( t) ( 10)
v1 必须是周期的，因此 δ1 = 0，化简求解式( 10) ，并将 v1
代入式( 7) 中:

v··2 = － δ2a － a
4 cos22t － a

4
M2

4 cos24t + NST ( 11)

其中 NST为长期项，消去长期项，得到边界曲线为:

δ = － 1
8 － M2( )32

ε2 + O( ε3 ) ( 12)

( 2) n = 1 时
当 n≠0 时，方程( 5) 的通解为:

v0 = acosnt + bsinnt ( 13)

把式( 13) 代入式( 6) :
v1 + n2v1 = － δ1 ( acosnt + bsinnt) －
( acosnt + bsinnt) ( cos2t － Mcos4t) =

δ1acosnt － δ1bsinnt －
a
2 cos( n + 2) t －

a
2 cos( n － 2) t + Ma

2 cos( n + 4) t +

Ma
2 cos( n － 4) t － b

2 sin( n + 2) t －

b
2 sin( n － 2) t + bM

2 sin( n + 4) t +

bM
2 sin( n － 4) t ( 14)

当 n = 1 时，消去式( 14) 中的长期项:

a － δ1 －( )1
2

= 0 ( 15)

b － δ1 +( )1
2

= 0 ( 16)

1) a = 0，δ1 =
1
2 时

v··2 + v2 =

b － δ2 － M + 1
32 － M( M + 1)

32 － M2[ ]96
sint + NST ( 17)

消去式( 17) 中的长期项，边界曲线为:

δ = 1 + 1
2 ε － 1

32 + M
16 + M2( )24

ε2 + O( ε3 ) ( 18)

2) b = 0，δ1 = － 1
2 时:

v··2 + v2 [= b － δ2 + M － 1
32 －

M( M － 1)
32 － M2 ]96 cost + NST ( 19)

消去式( 19) 的长期项，边界曲线为:

δ = 1 － 1
2 ε － 1

32 － M
16 + M2( )24

ε2 + O( ε3 ) ( 20)

( 3) n = 2 时
当 n = 2 时，消去式( 14) 中的长期项:

a － δ1 + M( )2
= 0 ( 21)

b － δ1 － M( )2
= 0 ( 22)

1) a = 0 ，δ1 = － M
2 时

v··2 + 4v2 = b － δ2 － 1
48 － M2[ ]128

sin2t + NST ( 23)

消去式( 23) 中的长期项，边界曲线为:

δ = 4 － M
2 ε － 1

48 + M2( )128
ε2 + O( ε3 ) ( 24)

2) b = 0，δ1 =
M
2 时
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v··2 + 4v2 = a － δ2 + 5
48 － M2[ ]128

cos2t + NST ( 25)

消去式( 25) 中的长期项，边界曲线为:

δ = 4 + M
2 ε + 5

48 － M2( )128
ε2 + O( ε3 ) ( 26)

2. 2 改进的变形参数法
应用变形参数法进行稳定区域的理论分析时，必

须满足 ε1，很多情况下，ε1 的假设并不满足，所以
传统的变形参数法已经不再适用。很多学者对该方法
进行了改进

［9，10］，改进的变形参数法可以用来确定参

数激励的幅值不是很小的 Hill方程不稳定区。
设 δ是 ε的多项式函数，即:
δ = δ0 + ( ω1 － 2) ε + ω'2ε

2 + ω'3ε
3 + … ( 27)

式中: δ0，ω1，ω'2，ω'3，…均为任意常数。由于 ε 可以不
是小量，引入一个新的小参数:

α =
ω1ε

1 + ω1ε
( 28)

且 ω1ε ＜ 1 + ω1ε ，可以得到 ε的表达式:

ε = ( α + α2 + α3 + …)
ω1

( 29)

于是式( 27) 可以写成:

δ = δ0 +
( ω1 － 2)

ω1
α + ω2α

2 + ω3α
3 + … ( 30)

式中: δ0，ω1，ω2，ω3，…均为任意常数。
令:

v = v0 + αv1 + α2v2 + α3v3 + … ( 31)
把 ε，δ，v的表达式代入式 ( 1 ) 中，比较 α 的同次幂项
系数:

a0 ∶ v··0 + δ0v0 = 0 ( 32)

a1 ∶ v··1 + δ0v1 = －
( ω1 － 2)

ω1
v0 － 2

ω1
v0 r( t) ( 33)

a2 ∶ v··2 + δ0v2 = －
( ω1 － 2)

ω1
v1 －

ω2v0 － 2
ω1
( v0 + v1 ) r( t) ( 34)

运用变形参数法确定参数振动不稳定区相同的公式推

导方法，最终得到相应的边界曲线表达式:

( 1) n = 0 时
边界曲线为:

δ = － 1
8 － M( )32

α3 + O( α3 ) ( 35a)

其中 α = 2ε
1 + 2ε
，于是边界曲线表达式可以重新写为:

δ = － 1
8 － M( )32

2ε
1 + 2( )ε

2
+ O( ε3 ) ( 35b)

( 2) n = 1 时
为消除方程中的长期项，需满足如下关系式:

－
( ω1 － 2)

ω1
－ 1
ω( )

1

A = 0 ( 36)

－
( ω1 － 2)

ω1
+ 1
ω( )

1

B = 0 ( 37)

1) A = 0，－
( ω1 － 2)

ω1
+ 1
ω1

= 0 时

边界曲线为:

δ = 1 + 1
3 α +

1
3 － ( M + 1) 2

72 － M2( )216
α2 + O( α3 ) ( 38)

其中 α = 3ε
1 + 3ε

。

2) B = 0，－
( ω1 － 2)

ω1
－ 1
ω1

= 0 时

边界曲线为:

δ = 1 － α －

1 + ( M － 1) 2
8 － M2( )24

α2 + O( α3 ) ( 39)

其中 α = ε
1 + ε

。

( 3) n = 2 时
为消除方程中的长期项，需满足如下关系式:

－
( ω1 － 2)

ω1
+ M
ω( )

1

A = 0 ( 40)

( ω1 － 2)
ω1

+ M
ω( )

1

B = 0 ( 41)

1) A = 0，
( ω1 － 2)

ω1
+ M
ω1

= 0 时

边界曲线为:

δ = 4 － M
2 － Mα (－ M

2 － M + 1
12( 2 － M) 2

+

M2

32( 2 － M) )2 α2 + O( α3 ) ( 42)

其中 α = ( 2 －M) ε
1 + ( 2 －M) ε

。

2) B = 0，－
( ω1 － 2)

ω1
+ M
ω1

= 0 时

边界曲线为:

δ = 4 + M
2 + Mα (－ M

2 + M + 5
12( 2 + M) 2

－

M2

32( 2 － M) )2 α2 + O( α3 ) ( 43)

其中 α = ( 2 +M) ε
1 + ( 2 +M) ε

。

2． 3 傅里叶分析法
当 δ和 ε是小参数时，Hill方程的不稳定区域根据

摄动方法可以获得，但是实际的海洋环境条件下，δ 和
ε不再是小参数，变形参数方法不再适用，而改进的变
形参数方法仅仅能分析 ε ～ 1 的情况，大参数情况下同
样不适用。所以需要采用傅里叶分析法来确定 Hill 方
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程不稳定区域。
当 δ是方程( 1) 的可列特征值时，下面的周期解满

足式( 1) ［11］

vn ( τ) = ∑
∞

n = 0
a2ncos2nτ

( 周期为 π的偶数解)

( 44)

vn ( τ) = ∑
∞

n = 0
a2n+1cos( 2n + 1) τ

( 周期为 2π的偶数解)

( 45)

vn ( τ) = ∑
∞

n = 0
b2nsin2nτ

( 周期为 π的奇数解)

( 46)

vn ( τ) = ∑
∞

n = 0
b2n+1 sin( 2n + 1) τ

( 周期为 2π的奇数解)

( 47)

把方程( 44) 、( 45 ) 、( 46 ) 和 ( 47 ) 代入式 ( 1 ) ，相应的
cos( 2nτ) ，cos( 2n + 1) τ，sin( 2nτ) 和 sin( 2n + 1) τ 各项
前面系数等于 0，经过整理，得到无穷项的行列式关系
如下:

δ ε
2 － εM

2 0 0 … 0

ε δ － 4 ε
2 － εM

2 0 … 0

－ εM
2

ε
2 δ － 16 ε

2 － εM
2 … …

… … … … … … …

… … － εM
2

ε
2 δ － 4( n － 2) 2 ε

2 － εM
2

0 … … － εM
2

ε
2 δ － 4( n － 2) 2 ε

2

0 0 0 … － εM
2

ε
2 δ － 4n





































2

= 0 ( 48)

δ － 4 + εM
2

ε
2 － εM

2 0 0 … 0

ε
2 δ － 16 ε

2 － εM
2 0 … 0

－ εM
2

ε
2 δ － 36 ε

2 － εM
2 … …

… … … … … … …

… … － εM
2

ε
2 δ － 4( n － 2) 2 ε

2 － εM
2

0 … … － εM
2

ε
2 δ － 4( n － 2) 2 ε

2

0 0 0 … － εM
2

ε
2 δ － 4n





































2

= 0 ( 49)

δ － 1 + ε
2

ε
2 － εM

2 － εM
2 0 0 … 0

ε
2 － εM

2 δ － 9 ε
2 － εM

2 0 … 0

－ εM
2

ε
2 δ － 25 ε

2 － εM
2 … …

… … … … … … …

… … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 5) 2 ε

2 － εM
2

0 … … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 3) 2 ε

2

0 0 0 … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 1)





































2

= 0 ( 50)
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δ － 1 － ε
2

ε
2 + εM

2 － εM
2 0 0 … 0

ε
2 + εM

2 δ － 9 ε
2 － εM

2 0 … 0

－ εM
2

ε
2 δ － 25 ε

2 － εM
2 … …

… … … … … … …

… … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 5) 2 ε

2 － εM
2

0 … … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 3) 2 ε

2

0 0 0 … － εM
2

ε
2 δ － ( 2n － 1)





































2

= 0 ( 51)

可以根据实际工程设计需要，截取有限项 n，应用
简单的数值方法可以得到 Hill方程的不稳定区图像。

3 Hill方程的不稳定区图像

应用 MATLAB软件画出变形参数法以及改进的变
形参数法得到的 Hill方程不稳定区，分别取 M = 0，M

= 0． 25，M = 0． 5，图 1 和图 2 分别给出了用上述两种
摄动方法得到的 Hill方程的前 3 阶不稳定区。
然后给出傅里叶分析方法获得的不稳定区。为了

简化计算过程，同时保证最终结果的正确性和足够的精

度，截取式( 48) ～式( 51) 中的有限 10 项，分别取 M = 0，
M = 0． 25，M = 0． 5，应用 MATLAB软件编程，画出大参

(下转第 93 页)
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后胎面相对于轮胎的最大位移量和最小位移量，若这

两个位移量重合，则说明胎面在此车速下的振动是收

敛;若不重合，则说明胎面在此车速下能产生稳定的自

激振动，最大位移量与最小位移量的差值即为自激振

动的振幅。因此可以从图中看出，当车速在 80 km /h ～
370 km /h范围内时胎面能产生自激振动，并且自激振
动的剧烈程度先逐渐增大再逐渐减小，车速超过 370
km /h后胎面不再产生自激振动。

5 结 论

从反映出的振动特性来看，此 ADAMS 模型能反映
悬架参数和轮胎定位参数的变化与胎面自激振动行为

的相互影响关系，证明了多刚体系统动力学模型的建

立过程中所进行的模型简化是合理的。一方面，通过
建模改进可使 ADAMS 模型尽可能接近实际的系统状
态，反映出更多的系统特性; 而另一方面，为了进行进

一步的数学理论分析，突出影响胎面自激振动的主要

因素，则需要多刚体系统动力学微分方程组进行更多

的简化。因此，ADAMS模型可以很好地验证对理论模
型的简化是否合理，为数学分析提供良好的模型验证。
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数情况下方程( 1) 的不稳定图，δ 和 ε 的取值范围限定在
0到 20，图 3给出了Hill方程( 1) 的前 3阶不稳定区。对
比图 1、图 2 和图 3 可以发现，大参数情况下，Hill 方程
( 1) 的不稳定区相比于小参数情形，具有明显的不同。

4 结 论

本文给出了三种不同的确定 Hill 方程不稳定区方
法、分别为变形参数法、改进变形参数法及傅里叶分析
法，通过对三种方法优缺点的对比，可以得到如下结论:

( 1) 参数激励系统的控制方程是小参数的 Hill方
程时，可以采用变形参数法、改进变形参数法分析其不
稳定特性，分析结果具有较高的精度。但计算量会随
着不稳定区阶数的提高，变得十分巨大。
( 2) 参数激励系统的控制方程不是小参数的 Hill

方程时，需要采用傅里叶分析法讨论其解的不稳定性，

实际计算表明，傅里叶分析法可以根据需求得到高阶

不稳定区，并且其思路简单，计算量不大，建议在张力

腿、立管等细长海洋结构的设计计算过程中采用。
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