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摘要 分析载流圆板在磁场中的磁弹性随机振动问题。根据薄板、薄壳体的磁弹性运动方程和连续体的随机振动

理论，导出在磁场环境中圆板的磁弹性随机振动方程。对磁场中的载流圆板进行随机响应分析，得到圆板位移响应的自

相关函数、功率谱密度函数及均值函数等数字特征。通过具体算例，对处于外加磁场中通入平稳随机电流的导电圆板，

计算其位移响应的功率谱密度函数。
关键词 随机振动 圆板 磁弹性 功率谱密度函数

中图分类号 O324 O441. 4
Abstract The magnetic-elastic random vibration problem of a current-carrying circular plate in a magnetic field is studied．

Based on the magneto-elastic theory and the random vibration theory of a continue system with distributed parameters，the
magneto-elastic random vibration equation of a current carrying circular plate in a magnetic field was derived． The stochastic
response analysis of the circular plate in a magnetic field was finished． The auto-correlation function，power spectral density
function and the mean function of the random displacement response of the circular plate in a magnetic field were obtained． In a
specific example，the power spectral density function of the displacement response of the circular plate with stationary random
current was calculated．
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引言

随机振动理论的应用十分广泛
［1］。从 20 世纪 50

年代初，随机振动理论与方法在火箭和航空领域内开

始得到应用。20 世纪 50 年代后，才开始应用于土木、
机械等工程领域。至今随机振动已经成为现代应用力

学中的一个重要分支，且在随机激励作用下的随机振

动响应分析、非线性随机参数振动系统的可靠性灵敏

度分析、非线性结构平稳随机过程数值仿真分析与随

机振动实验等一系列的动力学问题中取得一定的研究

成果
［2-6］。近二、三十年来，随着高新科学技术的发展，

在航天、航空、化工、原子及核工业装置的防护系统等

实际应用领域，强电磁场环境中应用的结构元件越来

越多，其随机振动响应的强度、方差等随机数字特征的

分析具有非常重要的意义。国内外许多学者对磁弹性

非线 性 振 动 理 论 进 行 研 究，取 得 一 些 成 果。如

Hasanyan D J 等
［7-8］

给出理想导体板在磁场中非线性

振动的数学模型，并研究有限导电板条在磁场中的非

线性振动问题。文献［9］研究传导薄板在磁场环境中

的非线性磁弹性振动问题，给出磁场中薄板的磁弹性

耦合运动方程，得到电磁力和电磁力矩的表达式。文

献［10］对导电薄板在磁场中的磁弹性亚谐波共振及

稳定性问题进行研究。
综上所述，对于处在电磁场和变形场耦合场作用



第 34 卷第 3 期 王 平等: 载流圆板的磁弹性随机振动 323

下构件的随机振动研究还不多见。本文根据薄板、薄
壳体的磁弹性运动方程和连续体的随机振动理论，导

出在电磁场环境中圆板的磁弹性随机振动方程，给出

载流圆板在耦合场中的洛伦兹力及力矩表达式，并将

洛伦兹力的一部分假设为板的一种阻尼，另一部分假

设为随机分布载荷，对薄板的挠度响应进行分析。最

后以夹支圆形薄板为例，得到外加磁场中通入随机电

流的该圆形薄板的挠度响应的自相关函数、功率谱密

度函数及均值函数等数字特征。

图 1 磁场中的圆板

Fig． 1 A circular plate in magnetic field

1 圆板的磁弹性随机振动方程

如图 1 所示，建立柱坐标系 ( r，θ，z) ，给出在电磁

场环境下的圆形薄板，半径为 R，外加磁场的磁感应

强度为 B = ( Br，0，0) ，Jθcl 为环向电流，外加横向随机

载荷为 Pz ( t) ，其中 t 为施加载荷的时间。由轴对称性

质可知，圆形薄板的几何量和物理量均与 θ 无关。根

据轴对称情况圆板的运动方程和磁弹性运动方程，略

去自重及转动惯性力的作用，根据板的弯曲振动理论

和磁 弹 性 运 动 方 程 理 论，可 得 到 磁 场 中 的 振 动 方

程
［11］181

2 ( rMr )

r2
－
Mθ

r
－
( rNrθ)
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+
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+
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－
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－ Nθ + rFr = 0 ( 2)

式中，Nr、Nθ、Mr、Mθ 为相应方向上的内力和弯矩，Pz

为外加横向随机载荷，Fr、Fz 分别为径向和法向电磁

力，Lr 为电磁力矩，ρ 为材料密度，h 为板厚度，w 为垂

直圆板中面的 z 方向挠度响应。略去热效应及位移电

流的影响，且假设材料为非极化、非磁化的良导体，根

据文献［11］182［12］，电磁力及力矩为

Fz = － σhBr eθ + Br
w
( )t － hBrJθcl

Fr = 0 Lr =
{

0
( 3)

式中，eθ 为感应电场在 θ 方向上的分量，Jθcl 为环向电

流，Br 为径向磁感应强度，σ 为材料的电导率。
弹性关系及几何关系

Mr = DM ( kr + μkθ ) Mθ = DM ( kθ + μkr )

kr = － 
2w
r2

kθ = － 1
r
w


{
r

( 4)

式中，DM 为薄板的弯曲刚度，μ 为材料的泊松比，kr、
kθ 分别为圆板的径向及环向的体力分量。

将式( 3) 、式( 4 ) 代入式 ( 1 ) 、式 ( 2 ) ，不考虑感应

电场强度和外部介质的黏性阻尼，只考虑圆板的线性

阻尼，并假设横向随机载荷 Pz ( t) 不存在，最终得到电

磁场中圆板的磁弹性随机振动方程为

DM
4w( r，t) +ρh 

2w( r，t)
t2

+ C1
w( r，t)
t

+

σhB2
r
w( r，t)
t

= － hBrJθcl ( t) ( 5)

式中，w( r，t) 表示板的横向振动位移，C1 是板内线阻

尼系数，算子4
为重调和算子，定义为

4 =22 = 2

r2
+ 1

r

( )r 2

r2
+ 1

r

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+ 2
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2 圆板的随机位移响应分析

2． 1 通入随机电流为非平稳随机过程时圆板的位移

响应

现将方程( 3) 中 σhB2
r
w( r，t)
t 假设为圆板的一种

阻尼，－ hBrJθcl ( t) 假设为随机分布载荷 P( r，t) ，当通

入非平稳随机电流时，可得到随机分布载荷的均值和

相关函数
［13］

UP ( r，t) = － hBrUJθcl
( t)

ΦP ( r1，r2 ; t1，t2 ) = h2B2
rΦJθcl

( t1，t2
{

)
( 6)

式中，t1、t2 为加载过程中的任意两个时刻; UP ( r，t) 表

示随机分布载荷 P( r，t) 的均值，UJθcl
( t) 表示随机电

流 Jθcl ( t) 的均值; ΦJθcl
( t1，t2 ) 表示随机电流 Jθcl ( t) 的

自相关函数，此时的随机分布力在空间分布上不相关，

而在时间分布上为非平稳的情形。
利用模态分析法，方程( 5 ) 的位移响应可以表示

为
［14］

w( r，t) = Σ
∞

i = 1
φi ( r) Yi ( t) ( 7)

其中，Yi ( t) 是 与 第 i 阶 主 振 型 对 应 的 模 态 响 应，

φi ( r) 表示圆板的第 i 阶固有振型函数。
模态函数的正交条件

2π∫
R

0
ρhφi ( r) φk ( r) rdr = mδik ( 8)

考虑各阶模态函数应满足的条件


Ω

DM［4φi ( r) ］φj ( r) rdrdθ = ω2
i δij ( 9)

式( 8) 、式( 9) 中，φk ( r) 、φj ( r) 分别表示圆板的第 k、j
阶固有振型函数，m 为圆板的总质量，m = πρhR2 ; δik、
δij 为 Kronecher δ 数。
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将式( 7) 代入方程( 5) 中，在方程两端同时乘以振

型函数 φk ( r) ，然后对 r 从零积分到 R，并利用式( 8 )

和式( 9) ，可得模态响应 Yi ( t) 的常微分方程组

Y
··

i ( t) + 2ζiωiY
·

i ( t) + ω2
i Yi ( t) = Gi ( t)

i = 1，2，3，…
( 10)

式中，Y
··

i ( t) 为加速度响应; Y
·

i ( t) 为速度响应; ζi 为

第 i 阶振型阻尼比; ωi 为第 i 阶的固有频率; Gi ( t) 为

模态激励，可表示为

Gi ( t) =
－ 2πhBrJθcl ( t)

m ∫
R

0
φi ( r) rdr ( 11)

而模态阻尼为

2ζiωi =
σhB2

r + C1

ρh
( 12)

假定系统的初始条件为零，方程( 10) 的解可以表

示为

Yi ( t) = ∫
+∞

－∞
Gi ( t － τ) ηi ( τ) dτ ( 13)

式中，τ 为时间坐标的移动值，且 τ = t2 － t1。ηi ( t) 为

模态脉冲响应函数，有

ηi ( t) = ∫
+∞

－∞
Hi ( ω) exp( － jωt) dω ( 14)

式中，j2 = － 1。
相应的模态频率响应函数为

Hi ( ω) = 1
［( ω2

i － ω2 ) + j2ζiωiω］
( 15)

由式( 7) 、式( 13) ，可得圆板的横向随机位移响应

为

w( r，t) = Σ
∞

i = 1
φi ( r) ∫

+∞

－∞
Gi ( t － τ) hi ( τ) dτ ( 16)

位移响应的均值为

Uw ( r，t) = E［w( r，t) ］ =

Σ
∞

i = 1
φi ( r) ∫

+∞

－∞
∫
R

0

－ 2πhBr

m φi ( v) ×

UJθcl
( t) ηi ( τ) vdvdτ ( 17)

式中，v 为引进的积分变量。
位移响应的相关函数为

Φw( t1，t2，r) = Σ
∞

i =1
Σ
∞

j =1
φi ( r) φj ( r) [E ∫

+∞

－∞
Gi ( t1 － τ1) ×

ηi ( τ1) dτ1∫
+∞

－∞
Gj ( t2 － τ2) ηj ( τ2) dτ ]2 =

2πhBr( )m

2

Σ
∞

i = 1
Σ
∞

j = 1
φi ( r) φj ( r)

[

×

r∫
+∞

－∞
∫

+∞

－∞
∫
R

0 ∫
R

0
ηi ( τ1 ) η j ( τ2 ) φi ( v1 ) φj ( v2 ) ×

RJθcl
( t1 － τ1，t2 － τ2) v1v2dv1dv2dτ1dτ ]2 =

2πhBr( )m

2

Σ
∞

i =1
Σ
∞

j =1
φi ( r) φj ( r) ∫

+∞

－∞
∫

+∞

－∞
∫
R

0 ∫
R

0
Hi ( ω1) ×

Hj ( － ω2 ) φi ( v1 ) φj ( v2 ) SJθcl
( ω1，ω2 ) ×

exp［j( ω1 t1 － ω2 t2) ］v1v2dv1dv2dω1dω2 ( 18)

式中，v1、v2 为引进的积分变量，τ1 为时间坐标 t1 的移

动值，τ2 为时间坐标 t2 的移动值。
2． 2 通入随机电流为平稳随机过程时圆板的位移响应

当通入平稳随机电流时，由前面假设可知，此时的

随机分布载荷是平稳随机函数。在空间分步上同样是

不相关的，而在时间分布上是平稳的。其相关函数就

仅仅是时间坐标的移动值 τ 和径向坐标的函数 ΦP ( τ，

r1，r2 ) = h2B2
rΦJθcl

( τ) ，功率谱密度是 SP ( ω，r1，r2 ) =
h2B2

r SJθcl
( ω) ，式中，r1、r2 为任意两点的径向坐标。此

时，位移响应的均值为

Uw ( r，t) = E［w( r，t) ］ =

Σ
∞

i = 1
φi ( r) ∫

∞

－∞
∫
R

0

－ 2πhBr

m φi ( v) ×

UJθcl
( t) ηi ( τ) vdvdτ ( 19)

位移响应的相关函数为

Φw ( τ，r) =Σ
∞

i = 1
Σ
∞

j = 1
φi ( r) φj ( r) [E ∫

+∞

－∞
Gi ( t1 － θ1 ) ×

ηi ( θ1 ) dθ1∫
+∞

－∞
Gj ( t2 － θ2 ) η j ( θ2 ) dθ ]2 =

2πhBr( )m

2

Σ
∞

i = 1
Σ
∞

j = 1
φi ( r) φj ( r) ×

∫
+∞

－∞
∫

+∞

－∞
∫
l

0∫
l

0
hi ( θ1 ) hj ( θ2 ) φi ( v1 ) φj ( v2 ) ×

RJθcl
( τ － θ1，θ2 ) v1v2dv1dv2dθ1dθ2 =

2πhBr( )m

2

Σ
∞

i = 1
Σ
∞

j = 1
φi ( r) φj ( r) ×

∫
∞

－∞ ∫
R

0 ∫
R

0
［Hi ( ω) ］2φi ( v1 ) φj ( v2 ) SJθcl

( ω) ×

exp( jωτ) v1v2dv1dv2dω ( 20)

位移响应的功率谱密度函数为

Sw ( ω，r) = 2πhBr( )m

2

Σ
∞

i = 1
Σ
∞

j = 1
φi ( r) φj ( r) ×

∫
R

0 ∫
R

0
Hi ( ω) 2φi ( v1 ) φj ( v2 ) ×

SJθcl
( ω) v1v2dv1dv2 ( 21)

若假设通入的随机电流是零均值平稳白噪声的情

形，此时可得位移响应的功率谱密度函数为

Sw( ω，r) =S0
2πhBr( )m

2

Σ
∞

i =1

1 － r2

R( )2

4

∫
R

0
φi( x) φj( x) rd( )r

ω2
i － ω( )2 2 + 2ζiωi

( )ω 2 =
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S0
2hBr( )m

2 m
2πρ( )h Σ

∞

i =1

1 － r2

R( )2

4

ω2
i － ω( )2 2 + 2ζiωi

( )ω 2 ( 22)

式中，S0 为当平稳随机干扰是白噪声时的谱密度，ωi

为第 i 阶固有振动频率。

3 算例

取一圆板，在 r = R 处夹支，r = R = 0. 4 m，厚度

h = 3 × 10 －3m，材料的弹性模量 E = 70 GPa，泊 松 比

μ = 0. 3，密度 ρ = 2 700 kg /m3，简约内阻尼系数 C1 =
0. 04 。

圆板所处的电磁场的特征参数 B( Br，0，0) ，Br =
0. 01 T，电导率 σ = 3. 63 × 107 Ω － 1·m －1，考虑外加电

流为平稳随机电流，且为理想白噪声，则其电流密度分

量 Jθcl ( t) 的功率谱密度为一常数，SJθcl
( ω) = 4 ×

1012 ( A /m2 ) 2 /Hz。此时的激励为平稳随机激励。只考

虑圆板的第一阶固有振型，即

Σ
n

i = 1
φi ( r) = 1 － r2

R( )2

2

ω1 = 10． 22
R2

D
珚槡m =









 198 rad /s
( 23)

将式( 23) 、式( 20) 和以上参数以及 r = R / 2 分别代

入式( 22) ，即可得到圆板上该点的功率谱密度为

Sw
R
2 ，( )ω =

2hB2
r S0

mρπ

1 －( )1
4

4

( ω2
1 － ω2 ) 2 + ( 2ζ1ω1ω) 2

利用 Matlab 语言编制程序，可画出圆板上该点的

功率谱密度函数图形，如图 2、图 3、图 4。

图 2 圆板上 r = R /2 处的位移功率谱密度图

Fig． 2 The power spectral density map of displacement

at r = R /2 on the circular plate

功率谱密度反映随机过程统计参量均方值在频率

域上的分布，即在各个频率域上振动能量的概率分布。
这样即可以从功率谱密度中得出具有不同固有频率的

振动激扰所蕴含的振动能量的平均密度，从而避免或

改进振动激扰，以降低振动的发生或减小振动的破坏。
在假设横向随机载荷 Pz ( t) 不存在的情况下，由

于磁场中的圆板通以随机电流，会产生随机变化的洛

图 3 圆板上 r = R /2 处的速度功率谱密度图

Fig． 3 The power spectral density map of velocity at

r = R / 2 on the circular plate

图 4 圆板上 r = R /2 处的加速度功率谱密度图

Fig． 4 The power spectral density map of acceleration

at r = R /2 on the circular plate

伦兹力，该洛伦兹力即可视为作用在板上的随机激励，

将会引起板的随机振动。从图 2、图 3、图 4 中可看出，

该点的位移功率谱密度图、速度功率谱密度图和加速

度功率谱密度图都陡然成峰，故该随机振动是一个窄

带随机过程，振动能量的概率分布近似高斯分布。这

意味着，仅在集中于对应峰值频率附近的一个窄频带

中，功率谱密度有值得注意的数值。
从图 2、图 3、图 4 中可看出频率在 20 Hz ～ 40 Hz

这个范围内，振动能量达到最大值。图 2 所示的功率

谱密度曲线下构成的面积是频率范围内的位移均方

值; 图 3 所示的功率谱密度曲线下构成的面积是频率

范围内的速度均方值; 图 4 所示的功率谱密度曲线下

构成的面积是频率范围内加速度均方值。

4 结论

1) 根据薄板、薄壳体的磁弹性运动方程和连续体

的随机振动理论，导出在电磁场环境中载流圆板的磁

弹性随机振动方程; 并导出通入平稳随机电流时圆板

随机振动的相关数字特征。
2) 针对通入随机电流为平稳随机电流的情况，通

过具体算例对磁场中的载流圆板进行随机响应分析，
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得到圆板上相应位置的位移功率谱密度图、速度功率

谱密度图及加速度功率谱密度图。功率谱密度函数从

频域方面描述振动的统计特性，反映出振动能量对频

率的分布规律。通过改变通入薄板随机电流的功率谱

密度函数可用来改变振动能量对频率的分布律。
3) 本文所得到结果可在减振降噪研究以及对结

构系统的监测与故障诊断等实际问题中，起到一定的

参考作用。
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