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研究论文

应用 CBR确定面心立方金属的表面弹性参量
1)

刘建云 宋晶如 魏悦广 2)

(中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室，北京 100190)

摘要 首先从能量变分出发基于同时考虑应变梯度效应和表面效应的跨尺度力学理论，推导出表面能和表面弹

性本构等基本关系，然后基于简单的准连续 Cauchy--Born法则 (CBR)建立一种确定表面能密度以及表面弹性

参量的方法. 进一步以面心立方 (face-centre-cubic, FCC)金属为例，系统地获得了常用 FCC金属表面弹性参量

的数值，结果与他人应用分子动力学计算得到的结果相吻合.
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引 言

新型材料区别于传统材料的主要特征为新型材

料的总体或者局部是从微结构的精细设计制造而成

的，因此新型材料通常具有优异的力学性能.新型材

料的广泛应用，必将大幅提升产品的质量和寿命.由

于新型材料力学行为的微结构依赖性，一般来说传

统力学理论已不能很好地对其力学行为进行合理的

描述，需要采用有效的能够刻画跨尺度效应的力学

理论. 先前人们就此问题的研究主要从 2个方面独

立开展的：建立应变梯度理论以计及微结构变形引

起的应变梯度效应；建立表/界面理论以计及纳米结

构变形的表界面效应. 采用应变梯度理论对微米结

构材料强度的尺度效应给出了有效的解释，即通过

考虑高阶应力与应变梯度的贡献，引入表征材料微

结构变形特征的内禀尺度，有效地表征了微结构材

料的力学行为尺度效应 [1] . 截止目前，对于应变梯

度理论的研究工作仍在不断开展 [1-4]，应变梯度理

论中的特征尺度参量主要通过与实验结果的拟合得

到 [5-6]. 当材料微结构尺度在纳米尺度时，由于材

料的比表面积提高达 106∼109 m−1的量级 [7]，表面能

的大小已上升为与应变能的大小可比较的程度，这

时人们提出了考虑表界面效应的理论以刻画材料力

学行为的尺度效应 [7-10]，但该理论所刻画的尺度效

应只在很小的尺度 (约 10 nm以下) 发生. 也有学者

通过考虑微极效应来刻画材料微结构引起的尺度效

应 [11]. 从众多发表的研究结果可看出：仅考虑应变

梯度效应不能有效地刻画纳米材料的力学行为；而

仅考虑表界面效应又不能很好地刻画微米结构材料

的力学行为.为此，提出了应建立同时考虑应变梯度

效应和表界面效应的跨尺度力学理论，并建立了该

理论的总体框架及对纳米晶材料力学性能尺度效应

的应用 [12].

跨尺度力学理论中表界面能密度被视为不随变

形而变化的材料参量. 本文将考虑表面能密度随材

料变形而变化，以此推导出一般情况下的表面弹性

本构关系，发展一种简单的确定表面弹性参量的方

法.

从材料物理可知，表面效应主要是由于位于材

料表面的原子所处的环境与其内部原子环境的不

同，造成了两类原子能量的差异，使得材料表面的性

能与体材料不同，进而对结构整体的力学性能造成

了一定的影响.研究表面效应，一个最基本的概念就

是表面能，众多学者已对表面效应开展了大量的研

究. Gibbs[13] 给出了表面能的定义，表面原子与体内

原子相比剩余的能量. 目前对于表面能的计算主要

通过 3种方法：实验、理论和计算机模拟 [14].其次，

表面应力也是研究固体表面的一个重要参数 [15]. 与

液体表面发生变化不同，当固体表面发生变化时，

由于固体内部的原子不能够随意移动，因此会产生

表面应力. Shuttleworth[16] 将表面应力定义为表面能

对应变的微分，表面应力会对纳米结构的性能有一
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定的影响，比如对只发生有限变形运动的硅纳米线

简谐频率的改变 [17]. Maede等 [18]、Needs[19] 采用从

头算法计算得到了半导体元素、金属元素的表面应

力.另外，表面弹性常数也是描述表面性能的参数之

一，它描述了表面应力与应变之间的比值，即表面应

力对应变的微分. Shenoy[20] 对表面弹性常数给出了

详细的推导，得到了表面弹性常数的表达式，并利用

分子模拟得到了一系列的结果. Mi等 [21]和 Pahlecani

等 [22]通过分子动力学也得到了自己的结果.

关于表面弹性本构参量的确定方法，本文首先

通过理论推导，得到表面应力、表面弹性参量的表

达式，然后采用原子间的作用势来描述原子间的相

互作用，计算得到了原子的能量.按照表面能密度的

定义通过采用纳米板模型计算得到表面能密度；应

用准连续理论——Cauchy--Born法则，描述变形后的

纳米板的原子构型，得到表面能密度对变形的依赖

关系. 最后根据理论公式计算得到了其他表面参数

的数值.

1 表面弹性参量表征

1.1 固体的表面能与总势能的变分表达式

在传统力学理论中，总势能的变分表达式为
∫

V

σδεdV −
∫

V

f̄ δudV −
∫

S

t̄δudS = 0 (1)

其中，f̄ 为体力，̄t 为面力. 对同时考虑应变梯度效

应与表面效应的跨尺度力学理论，总势能的变分表

达式为 [12]

∫

V

(σδε + τδη)dV + δ

∫

S′

γdS′ −
∫

V

f̄ δudV−

∫

S

(
t̄δu + S̄s

δεs + r̄ · (δun · ∇)
)
dS = 0 (2)

其中 τ, η 为高阶应力和应变梯度，τδη 为应变梯度

效应对应变能密度变分的贡献，γ 为表面能密度，

δ

∫

S′

γdS′ 为表面能的变分，S̄s
δεs 为表面残余功，

r̄ · (δun · ∇) 为表面高阶应力矩的作用功. 高阶应力

与应变梯度在弹性情况的表达式可化简为 [1-3]

ηi jk =
∂2uk

∂xi∂x j
, τi jk = 2El2ηi jk (3)

式中，l为材料的特征尺度.

如果固体的代表性构元尺度为微米尺度，表面

效应相对于应变梯度效应很小可忽略；如果固体的

代表性构元尺度为纳米尺度，表面效应和应变梯度

效应同等重要.

1.2 表面应力及表面弹性参量的表征

下面，对表面效应展开进一步分析.对式 (2)中

表面能的变分项 δ

∫

S′

γ dS′ 可作进一步分析和推导.

材料变形后的面积 S′ 与变形前面积 S 之间的关系

如图 1所示.

图 1 表面变形示意图

Fig. 1 Schematic of surface deformation

图中, S 为初始构型中的表面面积，坐标用

X1,X2 表示；经过变形梯度 F 的作用，面积为 S′，

即时构型中坐标为 x1, x2，二者之间关系为

xi = Fi j X j (4)

应变可以表示为

εs
i j =

1
2

(
FkiFk j − δi j

)
(5)

其中 δi j 为 Kronecker符号. S与 S′ 之间的关系即可

表示为

S′ = S detF = S Js = S
√

det (I + 2εs) (6)

其中 Js为变形矩阵 F的行列式.将表面项展开得到

δ

∫

S′

γdS′ =

∫

S

δ(γJs)dS =

∫

S

[
Js ∂γ

∂εs
δεs + γ

∂Js

∂εs
δεs

]
dS =

∫

S

Js

[
∂γ

∂εs
+ γ (I + 2εs)−1

]
δεsdS =

∫

S′

[
∂γ

∂εs
+ γ (I + 2εs)−1

]
δεsdS′ (7)

其中，∂Js/∂εs = Js (I + 2εs)−1. 同时，根据表面

能还可以表示为表面应力 Ss 在表面做功的积分，
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δ

∫

S′

γdS′ =

∫

S′

SsδεsdS′，结合式 (7)推导得到表面应

力的表达式

Ss =
∂γ

∂εs
+ γ (I + 2εs)−1 (8)

当应变为 0时，即可得到表面残余应力

S̄s =
∂γ

∂εs

∣∣∣∣∣
εεε s=0

+ γI (9)

另外根据表面应力 Ss与表面应变 εs之间的关系

Ss = S̄s + Dsεs (10)

可以得到表面弹性系数 Ds的表达式

Ds =
∂Ss

∂εs
(11)

其中，Ds为四阶张量，由式 (8)和式 (11)可以得到

分量表达式为 [20]

Ds
i jkl =

∂Ss
i j

∂εs
kl

∣∣∣∣∣∣
εεε s=0

=

(
−2γδikδ jl + δi j

∂γ

∂εs
kl

+
∂2γ

∂εs
i j∂ε

s
kl

)∣∣∣∣∣∣∣
εεε s=0

(12)

其中 i, j, k, l = 1,2.

2 计算方法

2.1 表面能密度的计算

沿用 Gibbs[13] 给出的表面能定义，由于表面原

子与体内原子所处环境的不同，造就了二者能量的

差异，表面原子与体内原子相比剩余的能量即为表

面自由能. 通过对比纳米薄板的总能量与同等原子

数的体内原子能量之和，计算得到差异的能量即表

面自由能，表面能密度的表达式为

γ =

n∑

i=1

Ei − nEb

2A
(13)

其中，n表示纳米薄板的原子个数，Ei 为第 i个原子

的能量，Eb 为体内原子的能量，A为纳米薄板的表

面积.式 (13)定量地刻画了材料表面性能与体性能

的差异.计算过程中，计算模型选定为厚度方向 5倍

晶格常数，面内边长 30倍晶格常数的方形表面，面

内采用周期性边界条件，仅考虑面外弛豫情况.

2.2 表面应力与表面弹性系数

本研究以面心立方 (face-centre-cubic, FCC)金属

的 (100)和 (111)晶面为例进行计算.对于面心立方

金属的 (100),(111)晶面，表面残余应力 S̄s
只存在 1

个独立参量，即 Ss
11 = S̄s

22，S̄s
12 = 0，于是 FCC金属

的表面应力表达式可进一步写为

Ss
11 =

(
γ +

∂γ

∂εs
11

)

εεε s=0

(14)

对于表面弹性常数 Ds，则存在 3个独立量，Ds
1111 =

Ds
2222，Ds

1122 = Ds
2211和 Ds

1212，其余为零
[20]，具体表

达式为

Ds
1111 =

(
−2γ +

∂γ

∂εs
11

+
∂2γ

∂εs
11

2

)∣∣∣∣∣∣∣
εεε s=0

(15)

Ds
1212 =

(
−2γ +

∂2γ

∂εs
12

2

)∣∣∣∣∣∣∣
εεε s=0

(16)

Ds
1122 =

(
∂γ

∂εs
22

+
∂2γ

∂εs
11∂ε

s
22

)∣∣∣∣∣∣
εεε s=0

(17)

由于表面能密度 γ 是表面应变 ε 的函数，即 γ

可以写为 ε的多项式

γ = γ0 + A1ε + A2ε
2 + A3ε

3 + · · · (18)

对于 Ss
11,D

s
1111,D

s
1212只与 1个应变分量有关，分别

对应于单轴拉压变形和剪切变形，通过不同的应变

数值，可以计算得到一系列的 γ 数值，利用数据拟

合软件，可以得到具体的 γ 与应变之间的表达式，

即可计算得到相应的参量数值.而对于 Ds
1122涉及到

2个应变，采用双轴拉压变形模式进行模拟，而 γ的

多项表达式则变为

γ = γ0 + B1ε11 + B2ε22 + B3ε11ε22+

B4ε
2
11 + B5ε

2
22 + · · · (19)

计算过程中，首先确定其中一个应变 ε11的数值，根

据另外一个应变 ε22 的变化进行拟合，对于拟合得

到的关于 ε11 的表达式再根据 ε11 在不同数值下的

结果进行拟合，最终确定 S1122的数值.上述提到的

单轴拉压、剪切、双轴拉压均可通过 Cauchy--Born法

则 [23]进行变形描述，变形梯度分别可以写为

F1 =


1 + ε11

1

 (20)

F2 =


1 ε12

1

 (21)

F3 =


1 + ε11

1 + ε22

 (22)
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3 计算结果

3.1 势能的选取

本文计算主要采用了 2种势能，分别是 Johnson

的嵌入势 [24] 和 Sutton的远程势 [25]. Johnson势能的

表达式为

Et =
∑

i

F (ρi) +
1
2

∑

i

∑

j, j,i

φ
(
r i j

)

ρi =
∑

j, j,i

f
(
r i j

)


(23)

f (r) = fe exp
[−β (r/re − 1)

]

φ (r) = φe exp
[−γ (r/re − 1)

]


(24)

F (ρ) = −Ec (1− ln x) x− 6φey

x = (ρ/ρe)
α/β , y = (ρ/ρe)

γ/β


(25)

其中，fe, φe,Ec, α, β, γ均为可查的参数 [21]，ρe为当原

子处于平衡态时的电子密度.

Sutton势为

E = ε


1
2

∑

i

∑

j, j,i

V
(
r i j

)
− c

∑

i

ρ1/2
i

 (26)

V (r) =

(a
r

)n
, ρi =

∑

j,i

[
a
r i j

]m

(27)

其中，ε, c,m,n均为可查的参数 [25].

3.2 计算结果

以采用 Sutton势能对 Au(100) 晶面的计算为

例，对于未发生弛豫的构型与弛豫之后的构型都

进行了计算. 变形为单轴拉压，应变范围 (−0.3%，

0.3%)，计算得到的表面能密度与应变之间的关系如

图 2所示. 从图中可以看出，二者之间呈一种单调

递增的变化趋势，近似于线性关系，而在实际数据

的拟合中，二者反应为拟合度非常完美的二次项非

线性关系.由表面能密度与应变之间的关系，应用式

(14)∼式 (17)即可拟合得到表面应力、表面弹性系数.

FCC金属表面参数的计算结果详见表 1∼ 表 4.

计算结果表中，包括未进行弛豫和弛豫后的构型的

计算结果，“U” 表示未进行弛豫的构型，“R” 表示弛

豫后的构型.分别采用 2种势能进行计算，并将 2种

势能的计算结果分别与他人通过分子动力学计算得

到的结果进行了对比. 结果中第 1行是本研究中采

用Cauchy--Born变形法则计算得到的结果，第 2行为

他人分子动力学的计算结果 [21-22]. 采用 Johnson势

能对 Au, Cu, Pd, Pt 4种金属进行了计算，Sutton增加

了 Al 的计算结果.

图 2 Au(100)晶面表面能密度对应变的依赖

Fig. 2 The dependence of surface energy density on the strain

of Au (100)

表 1 Johnson势，FCC(100)晶面的表面参数 (第 1行)，并与文献 [21]的结果 (第 2行)对比

Table 1 Surface elastic parameters of the (100) free surface calculated for FCC metals using the Johnson EAM potential

(the first row), the next row represents the corresponding results extracted from Ref.[21]
eV/Å2

FCC
γ Ss

11 Ds
1111 Ds

1212 Ds
1122

U R U R U R U R U R

Au
0.054 0.051 0.222 0.089 −1.326 −0.510 −0.387 −0.301 −0.703 −0.402

0.054 0.051 0.220 0.093 −1.192 −0.443 −0.282 −0.198 −0.758 −0.354

Cu
0.078 0.078 0.105 0.068 −0.628 −0.418 −0.224 −0.232 −0.005 −0.122

0.077 0.076 0.118 0.088 −0.557 −0.395 −0.079 −0.084 −0.070 −0.036

Pd
0.090 0.090 0.203 0.090 −1.467 −0.726 −0.360 −0.349 −0.703 −0.643

0.087 0.086 0.212 0.124 −1.310 −0.757 −0.188 −0.177 −0.720 −0.481

Pt
0.096 0.093 0.320 0.146 −2.022 −0.917 −0.590 −0.501 −1.163 −0.861

0.097 0.092 0.322 0.157 −1.835 −0.827 −0.403 −0.320 −1.054 −0.581
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表 2 Johnson势，FCC(111)晶面的表面参数 (第 1行)，并与文献 [21]的结果 (第 2行)对比

Table 2 Surface elastic parameters of the (111) free surface calculated for FCC metals using the Johnson EAM potential

(the first row), the next row represents the corresponding results extracted from Ref.[21]
eV/Å2

FCC
γ Ss

11 Ds
1111 Ds

1212 Ds
1122

U R U R U R U R U R

Au
0.046 0.045 0.195 0.149 −1.031 −0.808 −0.260 −0.228 0.083 −0.906

0.046 0.044 0.193 0.104 −0.918 −0.509 −0.392 −0.192 −0.166 −0.106

Cu
0.072 0.072 0.067 0.057 −0.212 −0.182 −0.214 −0.210 −1.44 −0.196

0.071 0.070 0.079 0.059 −0.155 −0.100 0.075 0.093 −0.076 −0.066

Pd
0.081 0.080 0.167 0.127 −1.020 −0.827 −0.295 −0.275 −0.144 −0.970

0.078 0.077 0.174 0.115 −0.878 −0.614 −0.432 −0.286 −0.135 −0.105

Pt
0.084 0.083 0.275 0.211 −1.463 −1.162 −0.417 −0.375 0.814 0.661

0.084 0.081 0.275 0.165 −1.297 −0.803 −0.521 −0.283 −0.250 −0.177

表 3 Sutton势，FCC(100)晶面的表面参数 (第 1行)，并与文献 [22]的结果 (第 2行)对比

Table 3 Surface elastic parameters of the (100) free surface calculated for FCC metals using the Sutton potential

(the first row), the next row represents the corresponding results extracted from Ref.[22]
eV/Å2

FCC
γ Ss

11 Ds
1111 Ds

1212 Ds
1122

U R U R U R U R U R

Au
0.041 0.039 0.173 0.074 −1.133 −0.371 −0.442 −0.323 −0.557 −0.319

0.041 0.038 0.172 0.094 −1.092 −0.474 −0.361 −0.262 −0.645 −0.336

Al
0.037 0.037 0.126 0.110 −0.639 −0.513 −0.241 −0.221 −0.342 −0.398

0.037 0.032 0.126 0.084 −0.603 −0.296 −0.169 −0.126 −0.383 −0.218

Cu
0.072 0.072 0.135 0.081 −0.928 −0.528 0.023 −0.304 −0.087 −0.054

0.074 0.067 0.142 0.135 −0.855 −0.528 −0.170 −0.134 −0.398 −0.368

Pd
0.071 0.070 0.146 0.100 −1.258 −0.843 −0.375 −0.364 −0.503 −0.200

0.071 0.068 0.145 0.127 −1.186 −0.991 −0.235 −0.216 −0.478 −0.402

Pt
0.069 0.065 0.289 0.124 −1.901 −0.622 −0.743 −0.542 −1.383 −0.244

0.069 0.063 0.290 0.157 −1.835 −0.784 −0.605 −0.444 −1.082 −0.624

表 4 Sutton势，FCC(111)晶面的表面参数 (第 1行)，并与文献 [22]的结果 (第 2行)对比

Table 4 Surface elastic parameters of the (111) free surface calculated for FCC metals using the Sutton potential

(the first row), the next row represents the corresponding results extracted from Ref.[22]
eV/Å2

FCC
γ Ss

11 Ds
1111 Ds

1212 Ds
1122

U R U R U R U R U R

Au
0.035 0.035 0.154 0.109 −0.908 −0.650 −0.291 −0.241 −0.013 0.169

0.039 0.036 0.154 0.138 −0.876 −0.832 −0.276 −0.207 −0.223 −0.166

Al
0.033 0.032 0.114 0.080 −0.568 −0.404 −0.161 −0.145 −0.876 2.32

0.034 0.022 0.114 0.101 −0.539 −0.458 −0.213 −0.183 −0.106 −0.086

Cu
0.067 0.067 0.113 0.094 −0.656 −0.565 −0.264 −0.250 −2.302 −0.151

0.068 0.051 0.112 0.093 −0.591 −0.412 −0.218 −0.141 −0.130 −0.092

Pd
0.064 0.064 0.121 0.101 −0.791 −0.681 −0.310 −0.293 −0.706 −0.168

0.064 0.055 0.140 0.127 −0.730 −0.659 −0.343 −0.237 −0.183 −0.162

Pt
0.059 0.058 0.258 0.187 −1.522 −1.112 −0.492 −0.410 −0.669 −0.344

0.060 0.047 0.258 0.223 −1.472 −0.736 −0.464 −0.336 −0.375 −0.270

对比 4个计算结果表中的数据，可以发现，采

用 Cauchy--Born变形法则计算得到的结果与他人采

用分子动力学的计算结果，二者的符合程度还是很

好的. 表面能密度的计算结果符合最为良好，表面

应力其次，表面弹性系数的数值稍有差别.这种差异

从物理结构上反映为，当结构发生变形时，物理粒

子的运动并不是规则的运动，分子动力学能够更为

真实地反应粒子的运动轨迹进而计算得到较为精确
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的结果，而这所需要的计算规模也是很大的.本研究

中采用 Cauchy--Born变形法则来描述原子的运动，

按整体结构的变形梯度定义原子的运动轨迹，将原

子的变形运动定义为一种规则的简单的方式，计算

量得到了大量的减少，而这种简化也势必会给计算

结果带来一定的影响.而通过两种结果的对比，简单

的 Cauchy--Born法则得到表面参数的数值与分子动

力学的计算结果差别并不大，说明这种简单的变形

法则可以为更多的定性预测与描述纳米结构的性能

提供便利.

通过表 1与表 2的对比，可以看出，弛豫对表面

能密度的数值的影响并不明显，而对于表面应力、表

面弹性系数的影响则明显很多. 表面应力与表面弹

性系数分别为表面能密度的一阶导数与二阶导数，

对变形的初始构型依赖更为明显. 其中表面应力数

值一般为正，而表面弹性系数则多为负值.同时还可

以发现，对于面心立方金属，(111)面的表面能密度

小于 (100)面，这也反应了 (111)面是 FCC金属的密

排面，而表面应力则不具有这种规律.另外对于 (111)

面的 Ds
1122部分数值与他人结果差异较大，究其物理

原因可能为对于结构致密的表面在变形时其原子的

运动更为复杂，应用简单的Cauchy--Born变形法则描

述带来的误差会变大.表 3和表 4是采用 Sutton势能

计算得到的结果，同样与他人结果符合较好.另外，

通过表 1与表 3、表 2与表 4的对比，可以发现势能

的选取对表面能量的计算结果有非常大的影响，不

同的势能计算结果不同.

4 结 论

本文对跨尺度力学理论中的表面效应进行了系

统的研究，确定了表面能密度、表面应力、表面弹性

系数等表面参量. 首先从跨尺度理论的变分方程出

发通过对表面能的变分进行理论推导，得到了表面

应力以及表面弹性参量的表达式. 然后采用原子间

的作用势：Johnson的嵌入势与 Sutton的远程势，刻

画了 FCC金属原子间的相互作用；应用Cauchy--Born

法则，刻画变形后纳米板的原子构型，得到表面能密

度对变形的依赖关系，基于此关系系统地计算并获

得了常规 FCC金属的表面能密度.最后根据表面能

密度与变形之间的关系，应用推导得到的理论公式

系统地计算并得到了常见面心立方金属表面应力和

表面弹性参量的数值. 计算结果与他人分子动力学

结果数值符合较好，说明了采用简单的 Cauchy--Born

法则同样可计算得到有效的表面弹性参量，其计算

结果也具有一定的准确度，而且计算规模很小，方法

简便，不失为一种研究表面性能的有效方法.
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DETERMINATIONS OF SURFACE ELASTIC PARAMETERS OF FCC--METALS BY

USING THE CAUCHY--BORN RULE 1)

Liu Jianyun Song Jingru Wei Yueguang2)

(LNM, Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing100190，China)

Abstract First, fundamental relations on the surface energy density and surface elastic constitutive equations are derived

based on the trans-scale mechanics theory considering both strain gradient and surface effects through energy variation.

Second, a new method to determine both surface energy density and surface elastic parameters is developed based on a

simple quasi-continuity scheme, Cauchy--Born rule. Furthermore, taking the face-centre-cubic (FCC) metals as examples,

we systematically obtain the values of the surface elastic parameters for typical fcc metals which are consistent with others

results by using the molecular dynamic simulations.

Key words trans-scale mechanics theory, FCC metals, Cauchy--Born rule, surface energy density, surface elastic param-

eter
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