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比熵增概念及其在湍流模型中的应用
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摘　要：通过对不同马赫数下（Ｍａ＝０．７、２．２５、６）平板边界层进行直接数值模拟研究，提出比熵增的概念。比熵增

表征单位机械能的耗散，并且在数值上表现出较好的单调性和马赫数无关性，因而能够可靠地表征边界层的范围。

应用比熵增概念修正ＢＬ零方程湍流模型长度尺度，构造ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ，同时采用原始的ＢＬ模型，ＳＡ一方程模型对

后台阶（Ｍａ＝０．１２８）以及高超声速锥柱裙组合体（Ｍａ＝７．０５）流动进行数值模拟，并与实验数据 进 行 比 较，结 果 表

明ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ能够准确地获取长度尺度进而得到均匀合理的涡粘性分布，极大地提升了原始ＢＬ模型模拟复杂流

动的能力。
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０　引　言

　　热力学第二定律，即熵增原理，被广泛地应用在

计算传热学以及计算流体力学领域。熵是有效能量

耗散程度的指标，表征自然界中能量演化的不可逆过

程。Ｎａｔｅｒｅｒ和Ｃａｍｂｅｒｏｓ［１］总 结 了 熵 概 念 的 具 体 应

用：１）基本的热力学准则；２）解的唯一性，即附加熵条

件来排除多余的广义解；３）提高数值稳定性；４）熵函

数的凹性以及其他特有的性质；５）时间步长限制；６）
反设计方法；７）数值误差以及收敛性判断准则；８）上

风格式 精 度 影 响；９）流 体 机 械 的 优 化 设 计。另 外，

Ｒｏｅ等人采用网格单元的熵通量作为判断指标，进行

网格自适应加 密［２－３］。最 近，赵 瑞 等 人［４］通 过 对 超 声

速压缩拐角进行直接数值模拟（ＤＮＳ），发现无论在附

着流动区域还是在拐角处的分离区，熵函数沿壁面法

向都能 够 保 持 很 好 的 单 调 性，并 利 用 该 性 质 重 构

Ｂａｌｄｗｉｎ－Ｌｏｍａｘ（ＢＬ）湍流模型的长度尺度，显著提高

了ＢＬ模型的鲁棒性。

　　本文将继续文献［４］的研究工作，通过对比不同

马赫数下（从低速到高超声速）沿壁面法向的熵增变

化规律，提出比熵增概念。比熵增代表单位机械能的

耗散程度，研究发现该物理量在数值上既能保持很好

的单调性，同时具有马赫数无关性，进而增强了采用

熵概念分辨边界层的能力。文章结构安排如下：第一

节定义熵函数并通过对不同马赫数下平板边界层的

ＤＮＳ模拟提出比熵增概念，并 构 造 熵 函 数ｆｓ。第 二

节描述本文 采 用 的 数 值 方 法。指 出 原 始 的ＢＬ模 型

存在的缺陷以及如何利用熵函数进行修正。第三节

通过对后台阶流动（Ｍａ＝０．１２８）以及高超声速锥柱

裙组合体（Ｍａ＝７．０５）进行数值模拟，考核该修正方

式的性能。最后一节对熵概念的应用做综合评价，并
对该概念在ＣＦＤ领域的发展方向进行展望。

１　比熵增及熵函数ｆｓ
　　在自然界和工程实际应用中，最经常发生的流动

状态是湍流。湍流是流体微团的不规则运动，湍流运

动产生的质量、动量和能量的输运将远远大于分子热

运动产生的宏观输运，同时湍流脉动也会导致额外的

能量耗散，引 起 气 动 加 热 和 摩 阻 的 增 加。可 以 预 见

到，在壁面附近由于剧烈的湍流脉动以及壁面摩擦作

用，当地的机械能不可逆地转化为内能。而熵，作为

有效能量耗散程度的指标，可以在数值上很好地表征



书书书

这一现象。

　　对于完全气体，熵增与能量变化有如下关系［５］：

　　ｄｓ＝ｄｑＴ
（１）

其中，ｓ为单位质量 的 熵，ｑ为 单 位 质 量 的 热 量，Ｔ 代

表当地温度。

　　将能量守恒定律，即热力学第一定律：

　　ｄｑ＝ｄｕ＋ｐｄ（１
ρ
） （２）

　　代入方程（１），整理得：

　　ｄｓ＝ｃＶｄ（ｌｎｐ
ρ
ｒ） （３）

其中，ｕ为单位质量内能，ｕ＝ｃＶＴ；ｐ、ρ分别为当地压

力，密度；ｃＶ 为质量定容 热 容；ｒ为 比 热 比。由 式（３）

可以看出，ｓ正比于ｐ／ρ
ｒ，本文中定义熵函数：

　　ｓ＝ｐ
ρ
ｒ （４）

　　可以看出，熵ｓ只与当地的压力、密度有关，是个

点函数，和物系的具体变化过程无关，只表征当地能

量的耗散程度。此外，当外部势流流经物体时，由于

壁面阻滞作用，速度逐步减小为０，可以预见到，在不

同马赫数下，所耗散掉的机械能不同，因此壁面的熵

值也会大不一样。为减小这种对不同来流情况的依

赖性，本文提出比熵增的概念（用珋ｓ表示），用 来 表 征

单位机械能的耗散程度。

　　珋ｓ＝ｓ
／ｓ!－１
Ｍａ２!

（５）

　　李新亮等人［６－８］采用ＤＮＳ方法对不同马赫数下

的平板边界层进行模拟，实验条件如表１所示。

表１　平板边界层ＤＮＳ计算参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

Ｍａ∞ Ｒｅ　 Ｔｗ／Ｔ∞

０．７　 ５．０×１０４　 １．０９８

２．２５　 ６．３５×１０５　 １．９

６　 ２．０×１０６　 ６．９８

　注：Ｍａ∞为来流马赫 数，Ｒｅ为 以 英 寸 为 单 位 长 度 雷 诺 数，

Ｔｗ 为壁面温度，Ｔ∞为来流温度。

　　从中分别提取沿壁面法向的熵和比熵增，如图１
所示。可以看到，不同马赫数下，壁面熵值相差一个

量级（图１（ａ）），而壁面处比熵增基本在０．１～０．５之

间，并且 比 熵 增珋ｓ＞０的 范 围 与 边 界 层 重 合（图１
（ｂ））。

　　此外，通常在网格生成时需要在壁面进行适度加

　（ａ）沿壁面法向熵值分布图

　（ｂ）沿壁面法向比熵增分布图

图１　不同马赫数下平板边界层沿壁面法向熵和比熵增

Ｆｉｇ．１　Ｅｎｔｒｏｐｙ　ａｎｄ　ｅｎｔｒｏｐｙ　ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ　ｒａｔｉｏ　ｐｒｏｆｉｌｅｓ

ｎｏｒｍａｌ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒｓ

密，本文引入壁面距离来缓解高超声速流动中激波引

起的局部的熵增，构造以下过渡函数：

　　ｒｓ ＝ 珋ｓ
（ｄｗ／δｓ）２

（６）

　　ｆｓ ＝１．０－ｔａｎｈ（ｒｓ） （７）
其中ｄｗ 为 网 格 点 到 壁 面 最 小 距 离，δｓ 为 沿 壁 面 法

向，ｆｓ＝０．９９到最近壁面距离。

　　熵函数ｆｓ 有以下性质：当ｆｓ＜１．０时，所指示的

区域为边界层，当ｆｓ＝１．０时，所指示区域为外部势

流，如图２所示。

图２　不同马赫数下平板边界层沿壁面法向ｆｓ 分布

Ｆｉｇ．２　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｓｐｒｏｆｉｌｅｓ　ｎｏｒｍａｌ　ｔｏ
ｔｈｅ　ｗａｌｌ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｍａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒｓ
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　　下文中，将以ＢＬ模型的长度尺度修正 为 例，详

细描述熵函数ｆｓ 的应用。

２　计算方法

２．１　控制方程

　　数值计算采用有限体积法求解可压缩雷诺平均

方程，采用量热完全气体假设，粘性通量采用中心差

分格式进行离散，无粘通量选择Ｒｏｅ的ＦＤＳ格式，时
间推进采用ＬＵ－ＳＧＳ隐式方法。

２．２　Ｂａｌｄｗｉｎ－Ｌｏｍａｘ湍流模型

　　ＢＬ模型［９］对湍流边界层的内层与外层采用不同

的混合长假设，其涡粘性如下所示：

　　μｔＢＬ ＝
（μｔ）ｉ，　　ｙ≤ｙｃ
（μｔ）ｏ， ｙ＞ｙ烅
烄

烆 ｃ

（８）

这里ｙｃ 是（μｔ）ｉｎｎｅｒ＝（μｔ）ｏｕｔｅｒ时ｙ到壁面最小距离。

　　对于内层，即ｙ≤ｙｃ，有：

　　（μｔ）ｉ ＝ρ（ＫＤｙ）
２Ω （９）

其中ρ为密度，Ω为涡量，Ｋ＝０．４为 Ｋａｒｍａｎ常 数，

Ｖａｎ　Ｄｒｉｅｓｔ衰减因子Ｄ如下：

　　Ｄ＝１－ｅｘｐ（－ｙρｗ τ槡 ｗ ／２６μｗ） （１０）

其中τｗ 为壁面摩擦力。对于外层，即ｙ＞ｙｃ，有：

　　（μｔ）ｏ ＝ρｋＣｃｐＦｗａｋｅＦｋｌｅｂ （１１）

　　尾迹函数Ｆｗａｋｅ如下式所示：

　　Ｆｗａｋｅ＝ｍｉｎ（ｙｍａｘＦｍａｘ，ＣｗｋｙｍａｘＵ２ｄｉｆ／Ｆｍａｘ） （１２）

其中Ｆｍａｘ＝ｍａｘ（ｙΩＤ），ｙｍａｘ是函数Ｆ＝ｙΩＤ 达到最

大值Ｆｍａｘ的 位 置；Ｃｗｋ＝１．０，Ｕｄｉｆｆ是 平 均 速 度 分 布 中

最大值与最小值之差。

　　Ｋｌｅｂａｎｏｆｆ间歇函数Ｆｋｌｅｂ如下式所示：

　　Ｆｋｌｅｂ＝ １＋５．５（Ｃｋｌｅｂｙ／ｙｍａｘ）［ ］６ －１ （１３）
其中Ｃｋｌｅｂ＝０．３，边界层厚度δ＝ｙｍａｘ／Ｃｋｌｅｂ。

　　大量研究表明，原始的ＢＬ模型只能准确地预测

附体流动以及弱分离流动，对于激波／边界层干扰以

及分离、再 附 等 复 杂 流 动 却 无 能 为 力。究 其 根 本 原

因，一方面ＢＬ模 型 中 的 经 验 常 数Ｃｃｐ＝１．６、Ｃｋｌｅｂ＝
０．３是基于跨声速的平衡流动得出，并不适用于其他

马赫数下的复杂流动；另一方面外层涡粘性的捕捉严

重依赖于Ｆｍａｘ、ｙｍａｘ的 确 定，原 始 的ＢＬ模 型 并 没 有

限制寻找Ｆｍａｘ的范围，在复杂流动中会导致长度尺度

ｙｍａｘ的不确定性［５，１０］。

　　类似文献［５］采 用 的 修 正 方 法，以ＢＬ模 型 在 超

声速压缩拐角ｘ／δ＝０处 的 长 度 尺 度 修 正 为 例，整 个

搜寻过程分两步完成：１）沿壁 面 法 向 由 内 向 外 搜 索

直到ｆｓ＞０．９５停止，储存停止位置。２）函数Ｆ由停

止位置反向搜索，确定Ｆｍａｘ与ｙｍａｘ，如 图３所 示。另

外，根据文献［１１］的建议，修正后的模型在低速流动中

Ｃｃｐ＝１．６、Ｃｋｌｅｂ＝０．６５，在超声速及高超声速流动中采

用Ｃｃｐ＝２．０８、Ｃｋｌｅｂ＝０．３。

图３　搜索过程示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｅａｒｃｈｉｎｇ　ｓｔｅｐｓ

３　算例验证

３．１　低速后台阶流动（Ｍａ＝０．１２８）

　　后台阶流动［１１］由于外形简单，并且流 动 分 离 点

确定，是考核湍流模型性能的标准算例。来流条件如

表２所示，低速流动在台阶处发生大分离，并在下游

逐渐恢复 边 界 层 流 动，流 动 示 意 图 如 图４（ａ）所 示。
壁面为无滑移的绝热壁，网格在壁面以及台阶分离区

进行适度加密，第一层壁面网格高度保证ｙ＋＜１（如

图４（ｂ）所示）。

表２　后台阶流动来流条件（ｘ／Ｈ＝－４，Ｈ：台阶高度）

Ｔａｂｌｅ　２　Ｉｎｆｌｏｗ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｂａｃｋｗａｒｄ－ｆａｃｉｎｇ　ｓｔｅｐ
（ａｔ　ｘ／Ｈ＝－４，Ｈ：ｔｈｅ　ｓｔｅｐ　ｈｅｉｇｈｔ）

Ｍａｒｅｆ Ｕｒｅｆ／（ｍ·ｓ－１） δｒｅｆ／ｃｍ　 ＲｅＨ

０．１２８　 ４４．２　 １．９　 ３７５００

　　低速流体流经台阶时发生分离再附，原始的ＢＬ
模型（ＢＬ－ｏｒｉｇｉｎ）在分离区处由于没有限制长度尺度

的搜索范围，会导致在该处涡粘性预测过小，出现明

显的涡粘性“断层”，如图６（ａ）所示。修正后的ＢＬ模

型（ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ）采用的熵函数ｆｓ 能够合理的指示出

边界层的 范 围（图５），进 而 限 制 长 度 尺 度 的 搜 索 范

围，获得较为合理的 涡 粘 性 分 布（图６（ｂ））。但 由 于

ＢＬ模型的平衡态假设，即涡粘性只由当地的平均流

动参数的代数关系式所决定，因此对于后台阶这种大

分离的复杂 流 动，对 湍 流 场 的 预 测 能 力 要 明 显 低 于

ＳＡ一方程湍流模型，如图６（ｃ）所示，ＳＡ模型预测的
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涡粘性分布要比ＢＬ模型更为连续，而且在数值上明

显大于ＢＬ模型。

（ａ）流场等马赫线图（ＳＡ模型）

（ｂ）网格示意图

图４　后台阶流场结构及网格示意图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｆｌｏｗ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ　ａｎｄ　ｇｒｉｄ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｂａｃｋｗａｒｄ－ｆａｃｉｎｇ　ｓｔｅｐ

图５　后台阶流动中熵函数ｆｓ 分布云图（只显示ｆｓ＜０．９５）
Ｆｉｇ．５　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｆｌｏｗｆｉｅｌｄ

（ｏｎｌｙ　ｄｅｐｉｃｔ　ｆｓ＜０．９５ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ）

　（ａ）ＢＬ－ｏｒｉｇｉｎ

　（ｂ）ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ

　（ｃ）ＳＡ
图６　三种湍流模型预测的涡粘性分布云图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｅｄｄｙ－ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ　ａｒｏｕｎｄ　ｔｈｅ　ｓｔｅｐ

　　后台阶下壁面压力和摩擦力系数分布如图７所

示，可以看到，ＢＬ－ｏｒｉｇｉｎ预 测 的 分 离 区 明 显 过 大，修

正后的ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ和ＳＡ模型预测的结果与实验值

较为吻合，但由于ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ计算的涡粘性偏低，分
离区预测依旧偏大。

　（ａ）下壁面压力系数分布

　（ｂ）下壁面摩擦力系数分布

图７　壁面压力系数及摩擦力系数分布

Ｆｉｇ．７　Ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ａｎｄ　ｓｋｉｎ－ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｓｔｅｐ－ｓｉｄｅ　ｗａｌｌ
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３．２　高超声速锥柱裙组合体流动（Ｍａ＝７．０５）

　　Ｋｕｓｓｏｙ和 Ｈｏｒｓｔｍａｎ［１２］对高超声速锥柱裙组合

体流动进行了实验研究，具体实验条件如表３所示。
高超声速气 流 流 至 拐 角 前 段 时，在 逆 压 梯 度 的 作 用

下，边界层变厚，从而使主流提前产生一系列的压缩

波，并在离拐角一定距离处汇聚成一道斜激波，激波

后边界层往往不能承受强逆压梯度而发生分离，形成

一个“凸包”，高超声速气流流经该“凸包”后紧接着在

斜面的压缩作用下，形成新的压缩波区，流动示意图

如图８（ａ）所示。图８（ｂ）为该算例的网格示意图，在

壁面以及分离区附近进行加密，保证壁面第一层网格

高度ｙ＋＜１。由于拐角处强烈的激波／边界层干扰，

ＢＬ－ｏｒｉｇｉｎ在该算例中计算发散。

表３　锥柱裙组合体流动入口条件（ｘ＝－６ｃｍ）

Ｔａｂｌｅ　３　Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｏｗ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ　ｗｉｔｈ

ｃｏｎｉｃａｌ　ｆｌａｒｅ（ａｔ　ｘ＝－６ｃｍ）

Ｍａ∞
Ｔ∞
／Ｋ

Ｐ∞
／（Ｎ·ｍ－２）

ρ∞
／（ｋｇ·ｍ－３）

Ｔｗ
／Ｋ

δｏ
／ｃｍ

Ｑ∞
／（Ｗ·ｍ－２）

７．０５　８１．２　 ５７６　 ０．０２５２　 ３１１　 ２．５　 ９３００

（ａ）流动等马赫线图（ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ）

（ｂ）网格示意图

图８　３５°锥柱裙组合体流动结构及网格示意图

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅ　ｆｌｏｗ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ　ａｎｄ　ｇｒｉｄ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ　ｗｉｔｈ　ｃｏｎｉｃａｌ　ｆｌａｒｅ　ａｔ　３５°

　　图９为该算例中熵函数ｆｓ 的分布云图，可以看

到ｆｓ 准确地捕捉到边界层在再附区域的 发 展 历 程。

然而对于高超声速复杂流动，ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ和ＳＡ模型

预测能力都明显下降。如图１０所示，在分离区以及

再附区域，虽然ｆｓ 将ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ预测的涡粘性很好

地限制在壁 面 附 近，但 沿 流 向 出 现 明 显 间 断，而ＳＡ
模型在再附点附近预测的涡粘性明显不足。

图９　熵函数ｆｓ 分布云图（只显示ｆｓ＜０．９５）
Ｆｉｇ．９　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｆｌｏｗｆｉｅｌｄ

（ｏｎｌｙ　ｄｅｐｉｃｔ　ｆｓ＜０．９５ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ）

（ａ）ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ

（ｂ）ＳＡ
图１０　涡粘性分布云图

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｅｄｄｙ－ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ

　　计算所得的壁面压力与热流分布如图１１所示，

ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ能够很 好 的 地 预 测 处 分 离 位 置，但 在 再

附点处压力出现明显的过冲，而ＳＡ模型预测的分离

区过小，压力的恢复速度也要更快。在高超声速流动

中，即使在附着流动中（ｘ≤０ｃｍ），ＳＡ模 型 预 测 的 热

流值也明显过大见图１１（ｂ），整个再附区域的热流值

也要远远大于实验值。与压力分布类似，ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ
在再附点处出现热流过冲，但拐角区域的热流预测与

实验值十分吻合。说明本文提出的ＢＬ－ｅｎｔｒｏｐｙ对于

高超声速复杂流动也能够进行合理的预测。
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（ａ）壁面压力分布

（ｂ）壁面热流分布

图１１　壁面压力及热流分布

Ｆｉｇ．１１　Ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ａｎｄ　ｈｅａｔ　ｆｌｕｘ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ａｌｏｎｇ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ

４　结　论

　　比熵增表征单位机械能的耗散，由此构造的熵函

数ｆｓ 同时具备单调性和马赫数无关性，因 此 可 以 从

数值上保证对边界层的分辨能力。采用熵函数重构

ＢＬ湍流模型的长度尺度，并通过对各种工况下的（从
低速流动到高超声速 流 动）分 离 再 附 流 动、激 波／边

界层干扰流动进行数值模拟，充分验证了该修正方法

的可靠性。但同时介于ＢＬ模型本身的平衡态假设，
涡粘性的预测不如ＳＡ模型的光滑，在低速流动中预

测性能也要低于ＳＡ湍流模型。

　　诸多湍流模型、转捩模型以及可压缩修正方法都

是借助边界层流动进行模型参数的标定，因此通过对

边界层范围的合理预测来约束以及修正这些参数，将
会提升这些模型对不同流动状况的预测能力。熵概

念从能量耗散的角度上预测边界层的范围，更具有普

适性。因此如何通过合理的构造熵函数改进现有模

型的性能，也将是我们下一步工作。
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