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不可压缩 N-S 方程的 FVC 紧致格式 

于欣 

（ 高温气体动力学国家重点实验室（筹）,中国科学院力学研究所，北京海淀区 100190） 

摘要 本文给出一种求解不可压缩 Navier-Stokes 方程的四阶精度交错网格紧致格式：FVC 格式。动

量方程用紧致差分格式，连续方程用有限体积法。在时间方向，我们用 Runge-Kutta 方法。Runge-

Kutta 法中间层边界处理我们采用一种比传统方式高一阶精度的方法。 
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1  引    言 

紧致差分格式在差分点不仅用到速度、压

力的函数值，而且用到导数值 16,17,14,6，精度

高，差分点少，稳定性好，对高频波的分辨率

高，边界差分点少。对复杂网格，即使精度不

能达到四阶，也可能有必要采用这样的紧致差分

格式。紧致格式的一个应用是湍流直接数值模拟
13,14。 

非定常粘性不可压缩 Navier-Stokes 方程为

其中  

不可压缩连续方程： 

 

(1.1)(1.2)的显示离散格式： 

 

 

其中 

 

 

这里时间方向的精度是一阶的。我们在第四部

分给出对时间方向的 Runger-Kutta 方法。 

 

2 连续方程的离散格式 

这部分考虑二维不可压缩问题。在 

e=((i-1) x,i x)  ((j-1) y,j y) 上积分(1.2)得到 

 
其中 V=(u,v)，设 

 

 

则(2.1)可以写为 

 

 

以下近似是四阶的 
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其中 

 

 

 

对离散格式用同样的符号则(2.3)(2.4)为连续方

程(1.2)的四阶离散格式。 

边界上三阶离散格式为 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

是积分平均值，例如 

 
 

3 交错网格紧致差分格式 

考虑二维非定常粘性不可压缩 Navier-

Stokes 方程(1.1)(1.2)中的 

 

 

 
 

我们考虑(1.1)(1.2)(3.1)(3.2)的差分格式 

 

 
其中 

， 

（1） 中的一阶导数 的差分

离散为 

 
 

 

 
 

（2） 中的二阶导数 的差分

离散为 
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（3）压力的一阶导数的差分离散 

 

 

 
 

（4）连续方程中速度一阶导数的差分离散

（本文主要采用另外的离散格式，见第二部

分） 

 

 

 

（5）非线性项中的 里的 用以下插值公

式 

 

 

 
其中二阶导数的近似可用(3.6)(3.12)(3.13)的结

果。 

下面给出边界上的差分逼近。我们主要给出

x=0 上的差分方程： 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
其中 
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其中  

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
其中 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

其中 可以由(3.5)1,(3.10)和

得到。 

 

以上差分格式中的 u,v,p 的右上角的撇表示导数

对应的差分方程中的未知量。 

4 非定常问题时间方向离散的 Runger-

Kutta 方法 

 

 

 
这样 f 是 V 的函数。 

 

求解 的四阶 Ruger-Kutta

方法为： 

 

 

 

 
其中 

 

 

 
 

边界上常用 

 

               

 
 

 （4.2）在中间层（n+0.5 时间层）精度只有一

阶。我们给出如下改进，精度比(4.2)提高一阶 
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5 方腔问题数值计算 

考虑在顶部受剪切力驱动的二维方腔流

动。控制方程为(1.1)(1.2)(3.1)(3.1),计算区域为

0<x<1, 0<y<1,边界上的速度： 

上边界上(u,v)=(1,0),其他边界上速度均为

零。 

 

 
 

以下格式 CD-V 与格式 CD 差别是前者连续方

程用第二部分的离散公式，后者用（3.8）. 

格式 CD-V 即 FVC 格式：（3.3）-（3.7）

（2.3）-（2.6）（3.9）-（3.14）(3.16). 

 

下表给出用 Re=1000 计算到定常时中线上 u

（在 x=0.5），v（在 y=0.5）的极值与位置    

本文方法与前人方法对比， 

 

 

 
 

 

上表和下表中文献[2],[7],[1]的极值是在格点

上。 

下表是用 Re=1000 计算到定常时流函数在极

值点的数值和位置本文方法与前人方法对比， 

 

 

 

数值结果证实了 FVC 格式的高精度。 

(3.13)和(3.14)左端第二项有和没有差一阶

精度，但数值结果差别较小。整体精度不受影

响的一个原因是由于特定的边界条件。 

部分详细内容见：  

http://www.cfdchina.com/3rd/yuxin.pdf          

http://www.yuxin.net/FVC 
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