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摘要 本文将对一种数值求解 Euler 方程的间断 Galerkin 方法提出改进的策略。 该间断 Galerkin 方法

由 Tang 和 Warnecke 提出（Computers & Fluids 34(2005), 375-398），数值试验已表明，此方法的 3

阶及以上格式会有相当程度的精度损失。针对此问题，本文提出了一种改进的办法，可以使原方法

的精度不会随着格式阶数的增加而有所损失，从而确保了该间断 Galerkin 方法的高精度特性。对于

一维的情况，本文也研究了不同限制器对于此方法求解含间断问题的影响，给出了相关的建议。 
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引    言 

间断 Galerkin 方法是近年来发展比较迅速

的一种数值计算方法。这种方法有一些比较明

显的特点，例如，单元的计算模板只包括与其

相邻的计算单元，这将有利于边界的处理、非

结构网格的应用和程序的并行等；可以达到高

精度；具有比较好的激波捕捉的特性等。间断

Galerkin 方法的这些特点使其越来越受到相关

学者的关注和认可，目前它不仅被应用于计算

流体力学领域，而且已被拓展到了很多其他领

域的数值计算和模拟[2]。 

气体动理学方法[3]是基于气体动理学理论

来构造求解气体运动方程数值格式的方法，目

前已被应用于求解 Euler 方程、Navier-Stokes

方程、稀薄气体流动控制方程和磁流体动力学

方程等。该方法的物理意义比较清晰和易于理

解，其思想比较容易被拓展到不同尺度和类型

气体流动问题的数值模拟当中。 

本文将对一种基于气体动理学的求解 Euler

方程的间断 Galerkin 方法提出改进的策略。该

方法由 Tang 和 Warnecke 提出[1]，文献[1]中的

数值试验表明，此方法的 3 阶及以上格式会出

现明显的精度损失，我们的研究发现，出现这

种情况的原因是由于在文献[1]中所使用的数值

通量耗散性太大所导致，据此我们构造了一种

新的耗散性比较小的通量用于此方法，数值结

果表明，格式的精度不会再随着阶数的增加而

下降。 

1 基于气体动理学的间断 Galerkin 方法 

这里我们首先来简要回顾一下由 Tang 和

Warnecke 提出的基于气体动理学的求解 Euler

方程的间断 Galerkin 方法。简单起见，我们以

一维的 Euler 方程为例，它可写成如下形式 

  0)(  xt UFU 。                 （1） 

对于给定的网格 ],[ 2/12/1  iii xxI ，我们可将

数值解近似为 
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这里的 )()( xl

i 是定义在 iI 上的局部 Legendre

多项式。经过推导[1]，可以得到自由度 )()( tl

iU

满足的方程，例如对于 4k 的情况，我们有 
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其中的 2/1
ˆ
iF 是网格边界处的数值通量，

3,,0,)( ll

iQ 是可以基于气体动理学理论显

式求出的源项 [1]。该方法区别于其他间断

Galerkin 方法的突出特点正是右端的源项可以

显式求出来，而不需用数值积分近似。 

2 新的数值通量 

我们的研究显示，不同的数值通量对于系

统（3）所确立的间断 Galerkin 方法的影响是很

大的。文献[1]中使用了一种耗散性比较大的数

值通量 

])1(                    

[ˆ

0

)(

1

0

)(

0

2/1

















u

l

i

l

u

l

i

k

l

i

dudug

dudug



F
  ，（4） 

这里的
Tuu )2/)(,,1( 22   ，微观（分布

函数）自由度 )(l

ig 和宏观（守恒量）自由度

)()( tl

iU 有如下的关系 
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)()(U 。            （5） 

由于该数值通量的耗散性很大，导致了此方法

的精度在 3 阶及以上格式中有明显的下降[1]。 

  针对此问题，这里我们建议在此间断

Galerkin 方法中使用一种新构造的数值通量，

下面将加以介绍。首先，我们求出网格边界

2/1ix 两端的宏观守恒量 

 2/1iU 和 
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求得基于这两组守恒量的 Maxwell 分布函数


 2/1ig 和 

 2/1ig ，并且构造网格边界处的初始分

布函数 0f 为 
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通过守恒性条件构造网格边界处粒子达到的平

衡态分布函数 0g ， 
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其次，基于初始分布 0f 和平衡态分布 0g 来构

造网格边界处的总分布函数 2/1if 为 

002/1 )1( gff i     。      （9） 

这里的松弛系数 可以根据下式来确定， 
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在(10)式中， 

 2/1ip 和 

 2/1ip 是网格边界两端的

压力值，常数 C 为给定的正值。数值试验显

示，计算结果对于常数C 的取值并不敏感。在

本文的所有算例中，我们取 410C 。最后，

对（9）式给出的网格边界处的总分布函数

2/1if 取距，得到通过该边界的数值通量， 
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这里我们构造新数值通量所用的策略借鉴了文献

[9]中的基本思想。对于多维问题，构造新数值

通量的过程和一维的情况非常类似，在此不再

详述。 

3 计算结果 

下面我们将通过一系列数值算例来检验使

用了新数值通量的间断 Galerkin 方法的精度和

激波捕捉能力。在计算中我们使用了 minmod

类型的 TVB 限制器[4]、WENO/HWENO 限制器
[5,6]、距类型限制器[7]，并对所得到的数值结果

进行了比较。 

3.1 一维问题的精度验证 

在此我们数值求解如下初值的一维 Euler

方程， 

1)0,( ,7.0)0,( ),sin(2.01)0,(  xpxUxx  。 

计算域取为[0, 2]，边界设为周期性边条件。该

问题的精确解是 

1  ,7.0  )),(sin(2.01),(  pUUtxtx  。 

我们检验了在 2t 时的数值结果的收敛精度，

见表 1-5。由表 1-4 可以看到，在没有限制器

时， k 阶的 kP 格式可以达到 1k 阶的收敛精

度，其中表 3-4 中得到的收敛精度比文献[1]中

对应的结果要高，说明本文中构造的新数值通
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量的确提高了方法的精度。表 5 显示，使用了

HWENO 限制器的 2P 格式仍然可以达到 3 阶精

度。 

3.2 二维问题的精度验证 

我们数值求解了如下初值的二维 Euler 方

程， 
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计算域取为 ]2,0[]2,0[),( yx ，边界为周期

性边条件。该问题的精确解为 
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表 6-7 显示了 2t 时数值结果的收敛精度，从

两表中可以看出， 1P 格式为 2 阶精度， 2P 格

式为 3 阶精度。 

3.3 一维 Sod 激波管问题 

        为了检验方法的激波捕捉特性，我们考虑

了一维 Sod 激波管问题，所用的初始条件为 
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计算域为[-5, 5]，取 100 个网格。由于此问题相

对简单，使用不同阶数格式及前述的不同限制 

 

1 一维
1P 格式的收敛精度（无限制器） 

 
 

表 2 一维
2P 格式的收敛精度（无限制器） 

 
 

表 3 一维
3P 格式的收敛精度（无限制器） 

 
 

表 4 一维
4P 格式的收敛精度（无限制器） 

 

表 5 一维
2P 格式的收敛精度（HWENO 限制器） 

 
 

表 6 二维
1P 格式的收敛精度（无限制器） 

 
 

表 7 二维
2P 格式的收敛精度（无限制器） 

 
 

器给出的结果差别很微小，图 1 为 4P 格式（距

限制器，M=1）的计算结果，从图中可以看到

数值解和精确解符合得很好。 

3.4 一维 Lax 激波管问题 

        该问题的初始条件为 
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计算域为[-5, 5]，取 100 个网格。这里使用不同

格式和限制器得到的结果也差别很小，图 2 为
4P 格式（距限制器，M=1）的计算结果。 

3.5 一维 Shu-Osher 问题 

        该问题的初始条件为 



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4                   ),1,0),5sin(2.01(

4 ),333333.10,629369.2,857143.3(
),,(

xx

x
pU  ,  

计算域为[-5, 5]，取 300 个网格。对于该问题，

数值试验显示， 1P 格式使用 WENO 限制器以

及 2P 格式使用 HWENO 限制器得到的结果和

参考解符合得更好，而 3P 和 4P 格式使用距限

制器相对更为合适。图 3 和 4 分别是 1P 格式

（WENO 限制器，M=100）和 4P 格式（距限

制器，M=100）的计算结果，比较两图可以看

出， 4P 格式的结果和参考解符合得更好。 

3.6 二维前台阶流动问题 

        该问题的描述为：马赫数为 3 的均匀流进

入风洞（无量纲长度为 3，高度为 1）中，与

其中的前置台阶（起点为 0.6，高度为 0.2）及

风洞壁面相互作用的过程。计算的来流条件为

)1,0,3,4.1(),,,( pVU ，所用的限制器为

minmod 类型的 TVB 限制器，其中参数 M 取为

M=50，在计算中对台阶的角点没有进行特殊的

奇异性处理。图 5 为 4t 时刻由 2P 格式计算

的密度等值线。从图中可以看出，随着网格的

加密，激波和接触间断都变得更加清晰和尖

锐，台阶上壁处的数值（非物理）马赫杆也逐

渐减小。此结果和其他文献中用高精度方法计

算的结果比较接近[8]。 

 

 

 

 

 

图 1 一维 Sod 激波管问题，
4P 格式(N=100)。 

4 结    论 

本文对一种数值求解 Euler 方程的间断 Galerkin

方法提出了改进的策略。数值试验已表明，由

Tang 和 Warnecke 提出的间断 Galerkin 方法在

使用 3 阶及以上格式时会有相当程度的精度损

失。我们的研究发现，出现这种现象的原因是

由于在原文献中所使用的数值通量耗散性太大

所导致。本文建议了一种新的耗散性比较小的

数值通量，数值结果表明，使用了新数值通量

后，该方法的精度不会再有损失。此外，对于

一维问题，通过数值试验，我们建议对 
1P 格

式使用 WENO 限制器，对 2P 格式使用

HWENO 限制器，而对 )2( kPk
格式使用距

限制器。 
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图 2 一维 Lax 激波管问题，
4P 格式(N=100)。 

 

 

 

 

 

图 3 一维 Shu-Osher 问题，
2P 格式(N=300)。 
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图 4 一维 Shu-Osher 问题，
4P 格式(N=300)。 
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图 5 二维前台阶流动问题的密度等值线，从 1.0

到 45.6 等分成 30 条等值线，
2P 格式。（上：

40/1 yx ；中： 80/1 yx ；下：

160/1 yx ） 
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IMPROVED STUDY OF A RUNGE-KUTTA DISCONTINUOUS GALERKIN 

METHOD FOR THE EULER EQUATIONS 
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Abstract The Runge-Kutta discontinuous Galerkin method proposed by Tang and Warnecke [Computers & 

Fluids 34(2005), 375-398] for the Euler equations is improved by changing the strategy of the flux evaluation at 

the cell interface. The accuracy of the revised method is higher than that of the original scheme for P
k
 (k>2) 

cases. Various limiting techniques are tested for the revised method in capturing the discontinuous solutions. 

Many numerical examples are shown to verify the high-order accuracy and demonstrate the good shock-

capturing capability of the method. 

Key words   RKDG method, gas-kinetic scheme, numerical flux, convergence order 


