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Navier-Stokes 方程的高精度数值模拟方法 

申义庆 

中国科学院力学研究所，高温气体动力学国家重点实验室（筹），北京海淀区 100190 

摘要  本文介绍作者及合作者近年来发展的关于 Navier-Stokes 方程的高精度数值模拟方法，包括提

出无参数激波判别方法，并在此基础上构造的高精度低耗散的激波捕捉格式，以及与传统方法不同

的粘性项高精度守恒算法。 

关键词   计算流体力学，高精度低耗散激波捕捉格式，激波判别方法，复杂流场数值模拟 

引    言 

随着计算流体力学在各个相关学科的广泛

应用和不断发展，特别是当前在可压缩流动的

大涡模拟、直接数值模拟、计算气动声学等方

面的应用研究，对计算流体力学数值方法提出

了两方面的要求：一方面，要求数值方法能无

振荡高分辨地捕捉激波，另一方面，又要能高

精度低耗散地模拟流场中的小尺度结构。这两

个要求正好是发展数值方法的两个对立面：捕

捉激波需要引入数值耗散，而引入的数值耗散

在无激波的光滑区域又会掩盖真实的物理耗散

而影响计算的精度。自然地，很多研究学者因

此提出了发展高分辨激波捕捉格式与高精度低

耗散格式的杂交格式，即在激波区域，使用高

分辨率激波捕捉格式，而在光滑区域使用高精

度低耗散格式。由此提出了一个关键而且非常

具有挑战性的问题，即怎样在求解过程中准确

有效地识别激波。 

Adams & Shariff[1]利用局部极值条件判断

激波而发展了 ENO 格式与紧致格式的杂交格

式；Pirozzoli[2]利用一阶差分变化的大小作为开

关函数，发展了守恒的 WENO 与紧致格式的杂

交格式；Ren 等[3]利用加权思想构造了 WENO-

紧致格式的加权格式，使两个格式计算的通量

能够光滑过度；Zhou 等[4]发展了 WENO-广义

紧致格式的杂交格式，使用了与 Ren 等相同的

激波判别函数；申义庆等通过将间断当作一内

边界，提出有限紧致格式的概念，并发展了有

限紧致 TVD 格式、有限紧致 ENO 格式[5]，进

一步利用改进的限制器作判断发展了有限紧致

-WENO 杂交格式[6]。数值算例表明在这些杂交

格式具有无振荡捕捉激波的能力，在光滑区具

有与紧致格式相应的高精度低耗散性质，其局

限性主要是需要引入人为的、问题相关的参数

来判断激波区域。 

Hill & Pullin[7]利用 WENO 格式的光滑因

子发展了调谐的中心差分-WENO 杂交格式 ; 

Pantano 等[8]利用压力和密度的曲率变化进一

步发展了中心差分-WENO 杂交格式；Costa & 

Don[9]发展了中心格式-WENO 杂交方法，其中

利用了 Harten 的多分辨过程[10]来确定解的光

滑性。另外，将高精度低耗散数值计算与滤波

过程相结合也是一种有效的流场模拟方法。在

这方面，Yee 等人[11]对空间离散采用中心差分

格式或紧致格式，在激波区域利用人工压缩方

法来判断是否需要利用特征基过滤器来捕捉激

波；Yee & Sjogreen[12]发展了多分辨小波分析

方法来确定是否需要利用耗散过滤器来分辨激

波，其中需要经验给出 Lipschitz 指数；Bogey

等[13]发展了基于压力的高频激波探测器，在激

波区将过滤器转换为低阶过滤器来抑制激波振

荡；Darian 等[14]引入整体尺度和局部尺度来标

度激波的强度，同样需要引入经验阈值才能判

断激波。总的说来，不管是中心-WENO 杂交格

式或是高精度低耗散数值计算+过滤方法，一个

共同的问题仍然是需要引入人为（经验）的、

问题相关参数来判断是否需要利用数值耗散来

捕捉激波，因此大大限制了方法的使用。 

本文从函数可导的定义出发，提出无人为、

问题相关参数的激波判别方法，在此基础上构

造 了 高 精 度 低 耗 散 的 激 波 捕 捉 格 式 。
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Navier-Stokes 方程的高精度数值模拟，不仅需要

对对流项使用高精度离散，同样对粘性项也需

要使用高精度格式，因此在本文中也介绍了作

者及合作者在这方面的研究工作。文中给出了

一些典型算例的计算结果。 

1  激波判别方法 

从函数导数的定义出发，我们知道，f 在 ix

点可导的充分必要条件是：极限




 


 x

ff ii

x 0
lim

和
-

-

0

-
lim

- x

ff ii

x  存在且相等。 

在数值计算中，网格步长总是有限的，理

论上不可能趋于 0，因此我们把上述理论上的条

件“推广”应用于数值计算，提出离散情况下

函数不可导的判别方法。 

1.1 三点不可导判别方法 

在三点模板
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，如果 

),min( 10  
，            (1) 

则函数 f 在模板
3S 上不可导。 

利用反证法及条件
  xxx 即可

证明上述结论。 

事实上，假设 f 在模板
3S 上是可导（充分

光滑）的，利用 Taylor 级数展开，有 
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由上式可见， 10 ,
总有相同的首项，因此

 总 是 比 0 和 1 低 一 阶 的 小 量 ， 即有

),min( 10  
。 

1.2 五点不可导判别方法 
将 1.1 节的思想 推 广到在 五 点模板

),,,,( 2112
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那么函数 f 在
5S 上不可导。 

其中 0 和 1 可分别看作是函数在 ix
点的

一阶导数的左、右二阶差分近似的平方。在光

滑区，通过 Taylor 级数展开分析可知， 
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由此可见：当
0' if
时， 是一个五阶小

量，远远小于 0 和 1 （二阶小量）；当
0' if

时， 是一个七阶小量，而 0 和 1 为六阶小量。 

在文[17]中，我们提出利用 WENO 格式

[15,16]中光滑因子之间的关系来判断一个五结

点模板是否光滑的引理，即 

令 || 205 ISIS  ，当 

),,min( 2105 ISISIS  

成立时，模板
5S 则认为是不光滑的，在此模板

上需要使用激波捕捉格式；否则，
5S 则是光滑

的，可利用一般的线性格式。 

1.3 激波判别方法 

当函数 f 在模板上不可导（或不光滑）时，

构造此模板上的数值通量函数只能使用激波捕

捉格式。在这个意义上，我们可以利用上述原

则来判断激波，即 
在数值计算中，当（1）或（2）成立时，

可认为 f 在模板
3S 或

5S 上表现为一个“激波”

解。 

2  高精度低耗散激波捕捉方法 

考虑如下的双曲守恒方程 

0

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                 (3) 

其半离散方程 
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其中 2/1ih
为数值通量函数。 
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2.1 线性格式 

其一般形式可表示为： 







 
n

mk
kik

p

ql
lil fah 2/1

      (5) 

其中
00 
。如果

)0(0  ll ，则 2/1ih
为通

常的显式有限差分格式；否则为紧致有限差分

格式。指标 nmqp ,,, 及系数 l 和 ka
可根据不同

的要求及 Taylor 级数展开求得。 

2.2 WENO 格式 

当解中存在大梯度或激波时，一般的高阶

线性格式将产生非物理数值振荡，在这种情况

下，需要发展非线性的激波捕捉格式。其中，

WENO 格式是近年来得到广泛应用的激波捕捉

格式，其数值通量函数可表示为： 
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其中 k
为权函数， kq

为函数 f 在模板
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上的 r 阶差分

通量函数。权函数 k
的计算需要引入衡量函数

光滑度的光滑因子，如在 Jiang & Shu[15]的
WENO 格式中， 
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其中，
r
kC
是(4)式达到 )12( r 阶的最优权， kIS

为光滑因子， 是为了使分母不为 0 的小参数，
p 为大于或等于 1 的指数。在文 [15]中，

610 ， 2p 。  

2.3 高精度低耗散激波捕捉格式 
基于第 1 节中的激波判别方法，我们可以

构造如下的高精度低耗散激波捕捉算法，即，

如果条件(1)或(2)成立，那么在当前的模板
3S 或

5S 上利用激波捕捉格式来构造数值通量，否则

可应用高精度低耗散的数值格式（如中心格式、

紧致格式等）来给出相应的数值通量。具体算

法如下： 

1. 利用边界公式计算 2/1h
和 2/1Nh

； 

2. M=1  !(搜索第 M 个可导区域) 

start_point(M)=1 ！（M 可导区域的起点) 

DO i=1,N-1 

   计算  

   IF 
),min( 10  

 THEN 

      end_point(M)=i !(M 可导区域的 

终点) 

         M=M+1 

         start_point(M)=i+1 

         利用激波捕捉格式计算 2/1ih
 

      END IF 

      end_point(M)=N 

    END DO 

3. DO k=1,M  !(对 M 个可导的区域，构造 

高精度低耗散的通量) 

DO i=start_point(k),end_point(k)-1 

利用（5）计算通量 2/1ih
 

       END DO 

    END DO 

说明：第 2 步中，计算 2/1ih
可用各种激波

捕捉格式，如，本文使用的 WENO-Z 格式[16]。

第 3 步中计算通量 2/1ih
时，在计算 的模板宽

度内，可利用各种高精度低耗散格式，如中心

差分格式、中心紧致格式等。 

3 粘性项高精度守恒算法 

Navier-Stokes 方程的高精度数值模拟，也要

求对粘性项适用高精度格式。在大多数文献中，

对粘性项的离散方法通常都只说明使用了传统

的高阶中心格式，而没有给出详细的公式。 

在 NS 方程，粘性项包含如下形式的二阶导

数项， 
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其中， ka 是常数，可根据需要达到的精度

及 Taylor 展式求得。由此可知，粘性项

)(
x

f

x 



  的 r2 阶中心差分格式需要使用

)14( r 点。如四阶精度需要使用 9 个点，六阶

精度需要 13 个点。使用较多的结点既给边界上

的处理带来较大的困难，而且从精度上来讲也

不是最好的。 

为此，我们提出了一组关于粘性项计算的

高精度守恒算法[18,19]： 

首先，将粘性项写成守恒的形式 
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这里， I 为不同单元间的界面， I 为常数（表

1 给出四阶和六阶公式的值）， IR 中含有
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传统算法中，在不同的界面 I 上利用不同的

点对 I ， Ix

f
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等作高阶近似，因此大大增加了

离散模板的宽度。在文[18,19]中，我们提出，在
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其中， 
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指标 ),( nm ， ),( sr ， ),( qp 以及常数
I
lC ，

I
lD ，

c
lC 可根据不同的精度要求来确定。表 2-5 给出

四阶和六阶精度的取值。 

从公式上即可看出，我们所发展的格式用

较少的结点就能达到传统格式的精度，如六阶

格式只需要使用 9 个结点。 

表 1公式(8)中 I
的值 

格式 
                                       I

 

i-5/2            i-3/2             i-1/2            i+1/2          i+3/2 

   四阶格式                           -1/24             26/24            -1/24 

   六阶格式      9/1920            -116/1920           2134/1920        -116/1920     9/1920 

表 2 格式中模板节点的宽度 

格式 （m, n） (r, s) (p, q) 

四阶格式 (-2,1) (-3,2) (-2,2) 

六阶格式 (-3,2) (-4,3) (-3,3) 

 

表 3 格式中系数
c
lC  

格式 
cC 3  

cC 2  
cC 1  

cC0  
cC1  

cC2  
cC3  

四阶格式  1/12 -8/12 0 8/12 -1/12  
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六阶格式 -1/60 3/20 -3/4 0 3/4 -3/20 1/60 

表 4 格式中的
I
lC  

格式 I  
IC 3  

IC 2  
IC 1  

IC0  
IC1  

IC2  

四阶格式 i-3/2 

i-1/2 

i+1/2 

 5/16 

-1/16 

1/16 

15/16 

9/16 

-5/16 

-5/16 

9/16 

15/16 

1/16 

-1/16 

5/16 

 

六阶格式 i-5/2 

i-3/2 

i-1/2 

i+1/2 

i+3/2 

63/256 

-7/256 

3/256 

-3/256 

7/256 

315/256 

105/256 

-25/256 

21/256 

-45/256 

-105/128 

105/128 

75/128 

-35/128 

63/128 

63/128 

-35/128 

75/128 

105/128 

-105/128 

-45/256 

21/256 

-25/256 

105/256 

315/256 

7/256 

-3/256 

3/256 

-7/256 

63/256 

表 5 格式中的
I
lD  

I  
ID 4  

ID 3  
ID 2  

ID 1  
ID0  

ID1  
ID2  

ID3  

四阶格式 

i-3/2 

i-1/2 

i+1/2 

 71/1920 

-3/640 

-3/640 

-141/128 

25/384 

3/128 

69/64 

-75/64 

-1/192 

1/192 

75/64 

-69/64 

-3/128 

-25/384 

141/128 

3/640 

3/640 

-71/1920 

 

六阶格式 

i-5/2 

i-3/2 

i-1/2 

i+1/2 

i+3/2 

3043/107520 

-143/35840 

5/7168 

5/7168 

-143/35840 

-5353/5120 

185/3072 

-49/5120 

-5/1024 

167/5120 

4731/5120

-1185/1024

245/3072 

51/5120 

-597/5120

733/3072 

1175/1024

-1225/1024

125/3072 

239/1024 

-239/1024

-125/3072

1225/1024

-1175/1024

-733/3072

597/5120 

-51/5120 

-245/3072

1185/1024

-4731/5120

-167/5120 

5/1024 

49/5120 

-185/3072 

5353/5120 

143/35840 

-5/7168 

-5/7168 

143/35840 

-3043/107520 

4 数值算例 

4.1 对流方程 

0







x

u

t

u
， 11  x ， 

初始条件为： 
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





























otherwise                          0,
0.6;x0.4        ),,,(4

),,(),,((
6

1
;2.00       |,)1.0(10|1

-0.2;x0.4-                       ,1
;6.08.0-   ),,,(4

),,(),,((
6

1

)0,(

axF

axFaxF

xx

xzxG

zxGzxG

xu









 

其中， 
2)(),,( zxezxG    

)0,)(1max(),,( 22 axaxF   . 

5.0a , 7.0z , 005.0 , 10a , 
236/2log   为常数。图 1 和图 2 给出时间

8T 时的解。可以看出，利用激波判别后，

5p-6Pade-W5 格式比五阶 WENO-Z 格式，无论

是在极值点或在激波附近，数值逼近精度都得

到了改善。图 3 和图 4 还给出了文[2]和[3]中带

人为参数的激波判断方法给出的解，可见人为

参数极大地影响了解的性质，人为参数过大[2]
（或过小[3]）则产生剧烈的数值振荡，而即使

在这种情况下，在极值点的精度也不如本文的

格式；人为参数过小[2]（或过大[3]），则数值精

度又接近 WENO 格式的精度，从而不能达到格

式设计的目的。 

x

u
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0.1
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图 1 数值结果比较 

x

u

-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.05

0.1

0.85

0.9

0.95

1

 

图 2 局部放大图 

 

图 3 不同激波判断方法的数值结果比较 

 

图 4 局部放大图 

4.2 激波管 Shu-Osher 问题 
求解一维 Euler 方程及如下边界条件： 










4),0.1,0.0),5sin(1(

4,333.10,629369.2,857143.3(
  

),,(

xx

x

pu




）  

其中 2.0 。图 5 给出 8.1T ，网格点

300N 的结果。本文发展的算法在极值点比

WENO-Z 得到明显提高。 
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图 5 激波管 Shu-Osher 问题 

4.3 粘性项格式的精度验证 

与可压缩 NS 方程中的粘性项相对应，我们

利用函数 

)(
x

f

x 



   

来检验所发展格式的精度，测试了如下两种情

况 

(1) xe 2A  ，
R

Rx

e

e
xf 







1

1
)( ， 10  x 。

其中 01.0A ， 20R ， )(xf 具有类似于边

界层流动中的速度分布。 

(2) xe2A ， )sin()( Bxxf  ， 10  x 。

其中 1.0A ， 01B ， )(xf 类似于一个具有

高频率的波。 

表 6、7 给出四阶和六阶格式对问题（1）

和（2）的计算精度，可见构造的格式分别获得

了期望的四阶和六阶精度。 

表 6 两种格式对问题（1）的精度验证 

精度 N 
L  1L  

误差 阶 误差 阶 

 

 

4 阶 

20 

40 

80 

160 

320 

2.7556e-2 

1.8554e-3 

1.1753e-4 

7.3680e-6 

4.6085e-7 

 

3.893 

3.981 

3.996 

3.999 

2.0653e-3 

1.0964e-4 

6.1103e-6 

3.5846e-7 

2.1676e-8 

 

4.236

4.165

4.091

4.048

 20 5.2509e-3  3.9354e-4  

 

6 阶 

40 

80 

160

320

8.4762e-5

1.3271e-6

2.0741e-8

3.2409e-10

5.953 

5.997 

6.000 

6.000 

5.0090e-6 

6.8999e-8 

1.0091e-9 

1.5274e-11 

6.296

6.182

6.095

6.046

表 7 两种格式对问题（2）的精度验证 

精度 N
L  1L  

误差 阶 误差 阶 

 

 

4 阶 

20 

40 

80 

160

320

1.9647e-2

1.2169e-3

7.5868e-5

4.7388e-6

2.9628e-7 

 

4.013 

4.004 

4.001 

3.999 

6.8659e-3 

4.2900e-4 

2.6950e-5 

1.6895e-6 

1.0575e-7 

 

4.000

3.993

3.996

3.998

 

 

6 阶 

20 

40 

80 

160

320

7.9318e-4

1.2556e-5

1.9699e-7

3.0843e-9

5.1379e-11

 

5.981 

5.994 

5.997 

5.908 

2.5760e-4 

4.1441e-6 

6.5585e-8 

1.0316e-9 

1.6836e-11 

 

5.958

5.982

5.990

5.937

4.4 二维激波/剪切层干扰问题 
求解二维 Navier-Stokes 方程，计算区域取

]20:20,200:0[],[ yx ，来流速度为一个双

曲正切的剖面， )2tanh(5.05.2 yu  ，上层

流动密度和压力为 3327.0,6374.1  uu p ；

下 层 流 动 的 密 度 及 压 力 为

3327.0,3626.0  ll p 。一个
o12 角的激波

从左上角射入流场中。在 y 方向的速度分量 v中

引入一个脉动场为： 

)/exp()/2cos(' 2
2

1

byTktav k
k

k  


  

其中 cuT / ， 30 ， 68.2cu ， 10b ，

05.021  aa ， 01  ， 2/2   。计算中

Reynolds 数 500Re  ，Prandtl 数 72.0Pr  。

粘性项采用四阶中心差分格式。 
图 6 给出网格点为 81321 ，时间 120T

的压力等值线图。在光滑区，3p-4Pade-W5 格式

只有四阶精度，因此对后面几个涡的分辨不如

WENO-Z 格式，而 5p-6Pade-W5 格式则比
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WENO-Z 格式更好地分辨了后面几个涡的结

构。 

X

Y

0 50 100 150 200

(a) WENO-5

(b) 3p-4Pade-W5

(c) 5p-6Pade-W5

 

图 6 激波/剪切层干扰问题压力等值线，T=120 

5 结    论 

本文介绍了 Navier-Stokes 方程中对流项和

粘性项两个方面的高精度构造方法。其中，所

提出的激波判别方法不含人为的、问题相关的

参数，因此具有更好的适用性和普遍性，在此

基础上可构造一类高精度低耗散的激波捕捉格

式。与传统方法相比，发展的粘性项高精度差

分格式精度高、所使用的模板结点少，因而具

有更好的实用性。这两个方面的算法可构成 NS

方程的一致高精度算法。 
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