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应用于计算气动声学的有限紧致格式评估 

杨焱，申义庆 
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摘要  由于气动声学问题的特征，其数值计算格式要求具有低耗散低色散的设计，对短波具有较高

的分辨率，高精度格式具有该能力。申义庆等人提出的通用有限紧致格式将紧致格式与 WENO 格式

相结合，利用光滑因子之间的关系对激波区域进行自动判断，在光滑区域与非光滑区域分别采用一

系列紧致格式与 WENO 格式，使得数值解在光滑区具有较高精度，在非光滑区避免非物理振荡。本

文在通用有限紧致格式的框架下，构造了新的适合于气动声学问题的格式，将其应用于计算气动声

学一维标准测试问题，对相关格式的模拟性能进行评估。 
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引    言 

计算气动声学算法(CAA algorithms)是计算

流体力学一个新的方向[1]，主要研究目标是设计

适合于流体致声的产生和传播的数值模拟算

法。由于气动声学在性质，特征和目标等诸方

面均显著不同于空气动力学，从而使得计算气

动声学算法设计也需要不同的思路。其中 重

要的一点是要求格式在一定的网格密度条件下

具有低耗散和低色散特征，或者具有短波高分

辨率，即模拟一个波长所需网格点数（points per 

wave，PPW）较少（约 6~8 PPW），从而节省总

的计算自由度[2]。 

由于传统有限差分方法在波数空间的固有

性质，其色散和耗散误差较大，如果直接用于

气动声学计算，表现并不好。因此，需要有特

别的设计，比较有影响的格式有两大类：1）有

限差分格式的色散优化，如 DRP 格式[3]，针对

迎风优化格式[4]，以及对高精度格式的优化，如

对 WENO 格式进行与 DRP 格式类似的优化[2]

（OWENO）；2）紧致格式[5]。 

由Liu等人提出[6]，并由舒其望等人发展[7, 8]

的 WENO 格式本质上无振荡，又具有较高精度

和迎风性质，适合求解分片光滑解，用于激波

捕捉；紧致格式[5]具有模版更小，分辨率高和精

度高的特征，适合于计算光滑解。为了能准确

捕捉流场中的激波以及复杂区域的流动小尺度

结构，申义庆等[9-11]提出了有限紧致格式的概念

并发展了系列的高分辨率有限紧致格式。其主

要思想是利用有效激波判别，将传统紧致格式

在计算区域上的整体求解划分为有限个光滑区

域的局部求解，激波捕捉格式的数值通量自动

作为各个局部区域的边界通量。在文[9]中提出

利用光滑因子之间的关系对间断区域进行自动

判断，避免了人为因素和问题相关性。 

本文在有限紧致格式构造的框架下，将紧

致格式与传统和优化的 WENO 格式结合，发展

适合于计算气动声学的低 PPW 格式，使之具有

较高的短波分辨率，通过若干线性波传播问题

和计算气动声学标准测试一维问题进行了评

估。初步数值计算结果表明，该混合格式可获

得CAA算法在精度和分辨率方面所需的较好性

能。 

1 数值方法 

1.1 WENO 格式 

对于一维双曲型守恒方程， 

u

t
 f

x
 0

                      (1) 
其中通量函数 f(u)可以分裂为两部分 f(u) = f+(u) 
+ f–(u)，方程(1)的半离散格式写成： 

dui

dt
  1

x
hi1/2  hi1/2 

           (2) 

其中数值流通量
hi1/2  hi1/2

  hi1/2


。正方向通

量与负方向通量形式相对于 xi+1/2 成镜面对称。
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以经典的五阶 WENO 格式为例，其数值流通量

的重构是通过三个固定模版 Sk = {xi+k–2, xi+k–1, 
xi+k}的数值格式加权组合构成，通过反映解的光

滑与连续性质的光滑因子 ISk调节权重。重构过

程写为： 

hi1/2  k f̂ k (xi1/2 )
k0

2


                  (3) 

其中， 

f̂ k (xi1/2 ) f̂i1/2
k  ckj fik2 j, i  0,..., N

k0

2


 

权重 wk定义为： 

wk 
k

ll0

2
,k 

dk

(ISk )p

 
光滑因子 ISk的形式有多种选择，本文使用 

Borges 等人所建议的形式[12]。 

1.2 优化 WENO(OWENO)格式 

针对 CAA 算法的特点，Wang and Chen[2]

根据 DRP 格式 [3] 的色散优化思想提出了

OWENO 格式，其构造思想为牺牲精度，提高解

析效率（resolving efficiency）[5]。其优化方法与

DRP 格式类似，在原始 WENO 格式的基础上，

降低一阶导数的逼近精度，将自由参数用于减

小色散和耗散误差，形式上与 WENO 格式相同，

只是系数 ckj和理想权重 dk改变。表 1 列出其中

由 7 阶 WENO 格式优化得到的 3 阶 OWENO 格

式（OWENO3）的系数 ckj与理想权重 dk。 

 

表 1 OWENO3 的系数 ckj和理想权重 dk
[2] 

k 
ckj 

j=0 

 

j=1 

 

j=2 

 

j=3 

dk  

 

0 0.28418590 1.0318226 −0.41620299 0.10019444 0.14150117 

1 −0.10076912 0.6007691 0.60076912 −0.10076912 0.48616615 

2 0.10019444 −0.41620299 1.0318226 0.28418590 0.33383476 

3 −0.27941025 0.98165507 −1.6250794 1.9228346 0.038497919 

1.3 通用有限紧致格式 

紧致格式[5]利用多点函数值的组合逼近多

个导数值的组合，对于一阶导数，其一般形式

可写为： 

Afi
'  1

x
Bfi

                      (4) 

或写成通量形式： 

fi
'  1

x (ĥi1/2  ĥi1/2 )

Aĥi1/2 Cfi,    i 1, 2,..., N





         (5) 

其中，A, B 和 C 是系数矩阵。申义庆等人

提出有限紧致格式 [10, 11]，间断点将传统紧致格

式的整体相关求解分为多个局部的光滑区域求

解，利用双对角隐式紧致格式，避免了传统紧

致格式穿过间断点引起的麻烦。文献[9]提出的通

用有限紧致格式（generalized finite compact 

scheme）将 WENO 格式与紧致格式结合，通过

光滑因子之间的关系自动判断间断点，1）在包

含间断点的区域（包括这些区域的边界）采用

WENO 格式计算数值流通量；2）在两个上述区

域之间的点定义为紧致格式模版，运用紧致格

式计算数值流通量。该算法的详细叙述可参见

文献[9]。由于该格式的通用性，对于上述两步，

任意的 WENO 格式和紧致格式均可根据需要进

行组合，用于构造通量，新的组合可构成新的

格式。 

本文在通用有限紧致格式框架下，紧致格

式采用 6 阶 Pade 格式，结合 3 阶 OWENO 格式

（FC-OWENO3）以获得计算气动声学问题所需

的高精度与低耗散低色散性质，同时使用 5 阶

和7阶WENO格式（FC-WENO5和FC-WENO7）

与之对比，同时也将整体的 WENO7、OWENO3

和整体的数值结果进行对比。 

时间格式采用 4 阶 Runge-Kutta 推进。 

2 数值实验结果 

2.1 精度和间断解测试 
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控制方程均为线性波传播方程式(1)。本小

节利用正弦波光滑解测试精度，方波间断解测

试激波捕捉。 
1）u0(x) = sin(πx)                  (6) 

即正弦波，计算域为[–1, 1]，周期性边界条件，

计算时间为 t = 1，CFL 数取 0.1。对于该光滑解，

FC-WENO 系列格式退化为 Pade 紧致格式，其

精度为 6 阶，WENO7 格式数值上达到 6 阶，

OWENO3 是 3 阶格式，数值上可达到了 3 阶，

如表 2 所示。 

2）u0 (x) 
1,      0.2  x  0.2

0,    otherwise





    (7) 

即方波，计算域为[–1,1]，周期性边界条件，计

算时间为 t = 2，CFL 数取 0.1。其 大误差发生

在间断点附近。放大其间断点 x = –0.2 附近的结

果，如图 1 所示。可见，对于本文涉及的所有

格式，间断点周围均采用 WENO 格式，在间断

点都不会发生非物理振荡。而离开间断点，数

值解的误差显示：WENO 系列格式（WENO7

和 OWENO3）误差较大，而优化过的 OWENO3

比相同模版的 WENO7 误差明显地小；有限紧

致格式（FC）的误差要小于前两者，即使是

FC-WENO5 也不例外，FC 格式之间的误差相差

不大。有限紧致格式避免了在此处采用标准紧

致格式所带来的非物理振荡（图中未给出）；同

时在间断点周围，结果相比 WENO 格式要好得

多。 

表 2 u0=sin(πx)的误差和精度 

 

 

图 1 方波结果对比（N = 640） 

2.2 计算气动声学问题 1-高斯波 

采用第一次CAA标准测试会议[13]的一维简

单问题，高斯波的线性传播： 

u0(x)  0.5exp (ln2)( x
3 )2        (8) 

要求网格 Δx = 1，计算给出 t = 400 时刻的数值

解和误差，此处 CFL 数取 0.1。该例子结果表明

（图 2），对于该尖波，WENO7 格式的分辨率

是相关格式中 低的，OWENO3 格式有较大提

升； FC 格式的精度接近紧致格式，且对紧致格

式在高斯波上游出现的振荡有抑制作用。 

 

 

图 2 高斯波结果对比（t = 400）上下图分别为数值解和

误差在波峰附近的图像  
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2.3 计算气动声学问题 2-宽频波 

采用下例考察解析宽频声波的能力[2]，波形

由 3 个正弦波组成，Δx = 1，则 PPW 相对于短

波为 6，中波为 12，长波为 24。 

u0(x)  sin(  x
3 ) sin(  x

6 ) sin( x
12 )        (9) 

计算域为[–12, 12]，CFL 数取为 0.1。结果如图

3 所示。 

该例为光滑解，但计算的 PPW 数较小。

WENO7 格式的误差 大，因为其耗散较大；

OWENO3 对耗散和色散误差进行了优化，所以

表现较佳，误差大大小于 WENO7 格式；标准

紧致格式在该例子中保持了其低耗散低色散的

特点，误差也远小于 WENO7 格式；而 FC 格式

则体现了混合格式的特征，与对应的 WENO7

格式相比 FC-WENO7 误差减小，但低耗散低色

散优化效果不如 OWENO3 格式；由于而低耗散

低色散的 OWENO3 格式与紧致格式相比，误差

很接近，二者的混合格式 FC-OWENO3 格式表

现也没有更大的提升。 

 

 

图 3 宽频波结果，上下图分别为数值解和对应的误差图

像(t = 30) 

2.4 计算气动声学问题 3-激波/声波干扰 

考察简化的激波/声波干扰例子[2]： 

u0(x) 
sin(  x

3 )1,     7.5  x 19.5

sin(  x
3 ),             otherwise





  (10) 

计算域为[0, 24]，Δx = 1，CFL = 0.1，计算时间

t = 48。该解为含有间断点的声波传播问题。 

 

图 4 激波声波/干扰数值解结果与误差（t = 48） 

对于含有间断点的解，标准紧致格式会出

现较严重的非物理振荡，从而误差较大，波形

失真；WENO7 虽然可以避免非物理振荡，却耗

散误差较大，使得波形变得平滑；OWENO3 格

式则较好地减小了耗散误差；FC 格式与对应的

WENO 格式相比能更好地保持精度，与紧致格

式相比又能克服间断点周围的振荡，其中

FC-OWENO3 格式性能 优。 

3 结    论 

本文利用通用有限紧致格式框架，构造一

系列紧致格式与 WENO 格式的混合格式，针对

计算气动声学（CAA）的特点，构造了低耗散
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低色散的新型有限紧致格式，通过一维线性波

问题进行评估。得到如下结论： 

1）原始 WENO 格式由于耗散较大，不适

合用于 CAA 计算； 

2）对 WENO 格式进行低耗散低色散优化

后得到的 OWENO 格式对于短波有较好的解析

能力，但是精度较低。 

3）结合紧致格式与 WENO 系列格式的有

限紧致格式可以在光滑区域获得高精度，同时

可在间断区域抑制振荡，并保持误差在较低水

平。其中，FC-OWENO3 格式可保持高精度，

并具有低耗散低色散性质，在 CAA 计算中显示

出优势。 
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EVALUATION OF FINITE COMPACT SCHEMES FOR COMPUTATIONAL 
AEROACOUSTICS 

YANG Yan, SHEN Yiqing 

State Key Laboratory of High Temperature Gas Dynamics, Institute of Mechanics, C A S, No.15 Beisihuanxi Road, Beijing 100190, China 

Abstract  High resolution for short waves is required for design of numerical schemes for computational 

aeroacoustics (CAA), therefore low dissipation and low dispersion should be satisfied, according to the 

properties of aeroacoustic problems. Shen et al. proposed the generalized finite compact scheme to solve 

shock/complex flow interaction problems, which is a compact-WENO hybrid scheme. The finite compact 

scheme imports compact scheme in smooth regions and WENO scheme in regions with discontinuities, using 

the relation of smooth indicators to detect the shock region, which obtains high accuracy in smooth region and 

impresses the unphysical oscillations around the discontinuities. The evaluation of the finite compact scheme for 

CAA benchmark problems is accomplished with several cases.  

Key words   CFD, CAA, finite compact scheme, low dissipation low dispersion, high order, optimized scheme   

 


