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提要 本文分析了地质材料的弹性一永久变形过程并采用了内变量理论进行描述
.

在连续介

质热力学的基础上
,

引人了
‘

屈服函数
’ 、 ‘

势函数
’

等概念来描述由不同机理引起的地质材料

的永久变形过程并导出了本构方程
.

最后导出了能用于地质材料复杂变形过程数值计算的增

盆刚度矩阵
.
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】 己l 生
.

‘ 沙 口 「刁

地质材料 (岩石
、

土等) 在外力作用下的变形过程是十分复杂的
,

材料的变形主要可以

分为两部分 : 能恢复的弹性变形部分与不能恢复的永久变形部分
,

例如由塑性位错所引起的

塑性变形
,

由徽观裂纹的变化所引起的裂缝应变
.

从微观机理上来说
,

可以引人一些微观参

t
,

诸如晶粒的大小
、

形状
,

微裂纹的尺寸
,

方位
、

组构
、

粘合
、

位错滑移等等参t 来描

述
.

所有这些错综复杂的微观过程在宏观上统一表现为不可恢复的永久变形
.

如果抛开导致

这些徽观变形的机理
,

在形式上总可以选择不同的宏观参盆来描述不同机理所导致的宏观变

形
.

这样
,

就更容易采用连续介质力学的基本理论来描述地质材料对所加外力的响应
.

在连续介质力学的基础上
,

采用不同的内变量来描述不同微观机理所导致的永久变形
.

根据热力学的基本定律
,

就能导致出地质材料在弹性一永久变形情况下的一般本构方程
.

进

一步
,

引人
‘

屈服函数
’

与
“

势函数
’

的概念
,

就能导致出地质材料在弹性一永久变形情况下增

t 刚度矩阵用于数值计算之中
.

2 变形分析

在分析地质材料复杂的变形过程中
,

如果我们假设应变增量能分解成弹性部分与永久应

变部分之和
·

弹性部分气应力增t 呈线性关系
,

而永久应变部分与不同的
‘

势函数
’

与不同的
.

屈服函数
,

相关连
.

这里
‘

屈服函数
,

定义了永久应变分量产生的应力水平
,

而势函数定义了

变形过程中永久应变分t 的分布
,

永久应变分量的实际数量是由
“

加工硬化关系
’

所决定的
.
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如果势函数与屈服函数相一致
,

则称相关联流动
.

如果势函数与属服函数不一致
,

则砍下犯

关联流动
.

这样
,

我们就能利用连续介质力学数学理论的一些基本概念来描述地质材朴
. 。。义

形过程
.

这种描述完全是现象学的描述
.

在这种描述中
,

具有多重的屈服而
,

每一 属服而对
.

〔
’

井r

相关与不相关的势而
.

它们在应力空间中都是光滑的
、

连续可微并且 是凸的
.

刀
,

一
二

述J
. _

飞

材料应力一应变关系的各个不同的方面
,

对应每一种屈服情况
,

还必须加上不同的应变
一

丈 ‘
匕

的影响I, J
·

121
.

假设有 m 种不同的机理产生 脚 种不同的永久变形
,

每一种不同的永久变形相关联不同

的屈服面
,

每一种不同的永久应变的增量就可以表示为亦f (r = 1
,

2, ~ 一 m )
.

于是总的

应变增量就是弹性应变增量与 m 种永久应变增量之和

汽
= 成:i+ 亦:1+ ⋯亦卜

” .+ 亦犷 (l)

采用不同的内变量来锚述具有不同机理的永久变形过程
,

则这些不同的内变量必须是各

自独立的
.

在上述假设下
,

采用连续介质力学基本理论就能导出地质材料具有不同机理的永久变形

情况下的最一般的本构方程
.

3 本构方程的推导

对于热弹性体
,

材料的本构方程可写成

办二= C枷沪a( 乃产T
(2)

(i
,

j= l
,

2
,

3
,

)

这里嵘是弹性系数
,

并且嵘
=
嵘

=
醋

,

武劝t, , 是热膨胀系数并且 城乃。= 戒约。

如果地质材料中同时发生数种具有不同机理的永久变形
,

用不同的内变量来描述永久变

形的不同部分
.

整个材料体系可以分成数个彼此不相千的孤立体系
,

每个体系内部是均匀

的
,

用相应的内变量 弋来描述每个孤立体系的永久应变部分
.

于是
,

内变量礼就成了与不

同理机的永久应变部分相联系的待定函数
.

如果忽略二阶小量以上高阶小量
,

则 礼可以写

成永久应变部分的线性函数
.

于是
,

我们有

以二= g军亦犷 (3)

(i
,

j= l
,

2
,

3 月 = l
,

2
,

⋯
, n r = l

,

2
,

⋯
,

m )

这里
,

g丁是应力张量
。lP 永久应变部分嵘和变形历史的函数

.

于是
,

内能 U 就可以写成应力张量 殉
,

温度 T 和相应的内部状态变量 找的函数
、刃�2

、、.1、,止
r

了.吃J.
.‘泞..、U = U( ‘tP T

,

礁)

能量平衡关系可以写成

dU , 口

声砂dQ
系统的摘增可以表示为

S , s( 吓 T, 均
嫡增可以分解为与不同机理的永久应变相关联的各部分嫡增之和

.

即
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2协-
dQ ==

其中的每一部分嫡都可 m 写成

介丫J+ 几丫J十
.

二 2劝尸 (7)

2城产 = 沙泌犷
这里

,

嫡增表示为广义力与广义流的乘积
.

根据热力学的 Qsgc n cr 原理 131
,

对称的
,

即

喝= 哟
于是

,

方程 (7) 能写成
刃由-

dQ 二沙拯扩
+ 沙秘介⋯

+岭亦护
导人能量耗损函数沙(叮

,

力
,

则‘可写成

(8)

矩阵 沙公必须是

‘

l
尸
、.产

O户�U
矛.、..里

了.、

叽

(凡j= l夕
,

3
,

a 6 ll

r = 1
,

2, ⋯
,

m )

于是
,

方程
.

( 5) 可写成

、,产、,尹,�凡」
曰.且月皿了.、了.、

」 , , _ _
二

.

, J _
a沙

J _ , , a沙
』_ 。

_ _ _ a
沙

J 。 ,
“ U 一

甲丫
J

~ 丽万
~ ““ rf 一 万不

““11
’

一 丽不
“““

.

同样地
,

公式 ( 10) 能写成
, J _ J o a

沙
J _ 。, . _ _ _ .

a吵
J ,
.

J “ J 一 “甘 昌 丁二石
~ “。扩 宁 一 甲 二二篇干 “ 0 11

砂‘扩 “犷
’

引人 自由能函数
,

户= u-- Ts
,

于是声
.

,

二 aF
. _

aF
口矛 ,

—
叮口口I 十 ~ : 二

a 口‘j
一

a 才

F = 八a 妙 T
,

孟劝

dT +

琴
g
协粉

+ ⋯

子人益

aF

远
:
g 万办护

( 14 )

(15)

另一面
,

白由能变化可写成

讨户= 厅 。,

c 肠而
。 + (。 ll a (T) 。 一 s )Jr

+ 位
‘, 一

奇
,“‘+ ‘一 、奔

,“‘

+ ⋯ +
俩

一

器)ds 。
(16 )

比较公式 ( 15 ) 与 (l 6)
,

由于所有的变量而
tP d T, 幽丁都是独立的变量

,

所以
,

我们有
-

卫二二 。 , c 匕

护
a T

子口叮

二 a( T) tI 口“ 一

a义

(i
.

j= 1
,

2
, 3 ;

g 扩 , 口 11 一

n = 1
,

2
,

⋯
, n ; r == 1

,

2
,

⋯
,

m )

方程式 ( 17) 给出了具有不同永久变形机理的地质材料最一般的弹性一永久变形的本构

方程
.

在推导此本构方程时
,

除了运用热力学的基本原理外
,

我们并没有作任何多余的假

设
.

所以此本构方程是地质材料本构方程的最一般的形式
,

能适用于具有弹性一永久变形的

各种情况
.

对于任何特殊的情况
,

我们可以选择不同的内变盘和不同的屈服函数
、

不同的势
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函数而得到特殊的本构方程
.

例如
,

对于各向同性加工硬化塑性体
,

我们可以这样地选择内部状态变量而得到特殊的

本构方程 : 至少有一个内部状态变量不为零
,

于是
,

有 g穿
= 。IP g扩= 0, l,j = l

,

2, 3
,
”> 2.

这样
、,,r、,于‘�减�O

夕叨.弓皿..了.、了.几、

踢
= f口声厂

、、,声‘、.少
nUI,‘,‘了.、了.、

将 (1 8) 式与 (l 9) 式代人本构方提
口F

a又下

经过张量运算
,

我们可以得到

,卜 f
。

产汀
( 17 ) 式中

,

我们有
分沂

a 它肠

; + , _ , ;
沙

叮“ 一 L, 一 硕不
.

,
.

丽万
一

最后
,

可以得到
a , _ _ , . J F

、

“扩一 百不丁L
口““rl 一 吸’一

而
)
一 ‘

州 (2 2 )

aF
‘

二 ~
, 。 , _ _ 、

‘
. 、

一 ~
_ ‘

学北
‘

, 6 幼明 一 叹l 一 二二犷 》一 ,
,

万程 LZ习 机脆与议
沙人 1

e 扩 , (2 3)

公式 ( 23 〕给出了具有加工硬化影响的地质材料的本构方程
.

它与经典塑性理论所给出本构

方程具有类似的形式
.

即办扩与势函数对应力分量的偏微分成比例
.

详见文献[’] 气6]
.

我们可以这样说 : 对于任何类型的永久变形
,

我们总可以找到相应的内变量来表示
,

而

最终导出相应的本构方程
.

4 增组刚度矩阵

前面已述在应力增盆过程中总的应变增量能分解成弹性部分与永久变形部分
,

如公式

(l) 所示
.

在没有热交换的情况下
,

由公式 ( 2) 可知弹性应变增量能写成

叫
= e
枷

‘ (2 4 )

对于具有加工硬化效应的地质材料
,

对应不同的微观机理
,

屈服函数能写成

f
r

(‘ , “
价= 0 (2 5 )

相应于第
;
个屈服面所产生的永久变形应变增量 成犷

,

与第 , 个势函数对应的偏导数有

着一定的比例关系
,

即
、.户.、龟.产‘U7

口,‘,乙矛.、了..
、

日兀 尸

口E 盯 = 召人 , .

—a 口tj
微分 (25 ) 式

,

可得
, f,

」 _ .

a
f,

」_ 。 , 。

—
“口 11 十 一

二尸 口。 盯 = U
a口仃 a 6 扩

将 (24) 式代人 ( 27 ) 式
,

可得
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丛
D , J。。 +

落
过: , -

a 口 u

”
a ￡扩

(2 8)

这里
,

D先
‘
是弹性张量

,

并且有

将公式 (1) 代人上式
,

可得

fD 飞 =
·

于C飞
一 , .

刁�它

一a绘
D 护“一

“￡‘
一 “
一 d ‘护 ) +

(r = l
,

2
,

⋯脚)

d e 扩 = 0 (29 )

将式 (26 ) 代人 ( 29)
,

可得

绘
”扩‘亦“一以

、

竺二
a 口 一I

-

一
J* .

些
) + J ,

,

砂仃仃

(r = l
,

2
,

⋯m )

门

丛
一 .

a ￡扩

用
。

(30 )

解上述 , 个方程
,

可得到 m 个未知数
,

以
, ,

r = 方程式 (30 ) 写成矩阵形

式
、

、
矛、、.尹1.,‘,j凡」口了、

、泣了、r
,

·

, ‘{d “卜 {d‘}尝
,, + , ,{d‘卜 {O }

或写成另一形式
(、
务
}
7

,
·

,登卜 :: 〕) 、。, 一 {器
,
7

,
·

,‘“,

引人记号[注]

。卜 {器
}
·

,
·

,嘿卜 〔L,
(33 )

我们就可以得到

{J*卜 。, 一 {器}
7

,
·

,{‘
·,

从公式 ( l) 和 (2 6 )
,

我们有

{d 。}

(34 )

一 [D
·

, ‘(d “}一嘿,{d‘}, (35 )

由公式 (34)
,

公式 (35) 可写成

‘J ,

卜 ,
·

】( , 一餐
l。卜

1

嘿
】,

·

,) :J。} (36 )

最后
,

我们可以得到增童刚度矩阵

, 二卜 ,
·

卜 ,
·

,罄】〔
, , 一

偌
,,

·

l
(3 7 )

矩阵, , 一般是非对称的
,

只有当所有的流动都是相关联时
,

此时
,

偌卜嗡
,

,

矩阵是对

称的
.

于是
,

〔司也是对称的
,

它的逆矩阵也是对称的
.

这样[D 门才是对称的
.

上述所导出的增量矩阵是地质材料在弹性一永久变形情况下增量矩阵的最一般形式
.

它

适用于地质材料弹性一塑性变形
,

弹性一裂纹应变
,

弹性一裂纹应变等等多种情况
,

能广泛地

应用于有限差分与有限元数值计算之中
.
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5 结 论

具有多种微观变形机理的地质材料
,

在产生弹性一永久变形的过程中
,

不论其变形过程

是多么复杂
,

它必须遵循热力学过程的能量守恒定律
.

当我们从宏观现象学的观点来分析此

变形过程
,

采用内部状态变量来描述不同机理的变形过程的宏观现象
,

就可以导出最一般形

式的本构方程
.

进而得到增量刚度矩阵
,

应用于有限差分或有限元的数值计算之中
.

这样
,

即使在未弄清复杂的微观变形机理之前
,

我们仍能正确地
,

定量地从现象学观点来把握地质

材料的复杂的变形过程
.
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