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摘要 摄动有限差分 (PFD ) 方法是构造高精度差分格式的一种新方法
。

变步长摄动有限差分方法是

等步长摄动有限差分方法的推广
。

对需要局部加密网格的计算问题
,

变步长加密不需要对自变量进行

数学变换
,

且和等步长 PFD 格式一样
,

具有如下的共同特点
:

从变步长一阶迎风格式出发
,

通过把对

流系数作变步长摄动展开
,

展开幂级数系数通过消去摄动格式修正微分方程的截断误差项求出
,

由此

获得高精度变步长 PFD 格式
。

该格式在一
、

二和三维情况下分别仅使用三
、

五和七个基点
,

且具有迎

风性
。

文中利用变步长 PFD 格式数值模拟了对流扩散反应模型方程
,

B u rg er s 方程及气袋问题
,

并与

一阶迎风和二阶中心格式及问题的精确解析解作了比较
。

数值试验表明
,

与一阶迎风和二阶中心格式

相比
,

变步长 PFD 格式具有精度高
,

稳定性与收敛性好的特点
。

变步长 PFD 格式与等步长 PFD 格式

相比
,

对高粘性薄边界层结构的分辨率得到了明显的提高
。

关键字 高精度差分格式 ; 摄动有限差分方法 ; 变步长摄动有限差分方法

引言

对微分方程的差分求解
,

上世纪 90 年代
,

高智提出数值摄动思想和摄动有限差分(P FD )

方法日刀
。

摄动有限差分(P FD )方法与增加基点数目的方法和引入高阶导数的紧致方法不同
,

它是微分方程差分近似高精度化的一条新思路
。

利用 PFD 方法给出对流扩散方程
,

对流扩

散反应模型方程
、

二阶双曲型方程
、

K d y 方程等在离散单元内局部线化方程的摄动精确数值

解(PEN S) 格式
,

该格式具有一阶迎风格式的简洁结构形式
,

在一
、

二和三维情况下分别使

用 3
、

5 和 7 个基点
。

数值实验表明
:

对解的间断
、

物理振荡等复杂现象 PE N S 格式精度高
、

分辨率高[3’l
。

然而
,

在物理量变化梯度大的局部区域
,

需要局部加密 网格
,

局部加密网格的通常处理

办法是
,

对自变量进行数学变换
。

然而
,

对自变量进行数学变换容易引起误差积累和非物理

数值振荡
。

本文利用等步长 PFD 方法的基本思想
,

构造变步长 PFD 格式
。

变步长 PFD 格式

形式上比等步长 PFD 格式复杂
,

但在处理局部加密网格的计算问题中
,

变步长 PFD 格式不

需要对自变量进行数学变换
,

可以较好地解决数值计算中的误差积累和非物理数值振荡问

题
。

数值试验表明
,

与一阶迎风格式和二阶中心差分格式比较
,

变步长 PFD 格式具有精度

高
,

稳定性与收敛性好的特点
。

2 对流扩散反应方程的变步长 PFD 格式

一维对流扩散方程为
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首先在求解域内
,

以差分网格或差分节点代替连续区域
,
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,
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2) 的修正微分方程为
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设想对格式(2
.

2) 中的系数 A ,
作变步 长数值摄动处理

,

得到变步长摄动差分格式为
:

l一 理 A
. ,

1 + a A
。 ,

一 产~ l ‘ . 、 , ~ l 币 月 . 。

——
、“

,

引 一 “
,

) 十

——
气“ 一 “ 宕_ 1

, ^ ,

”
〕 八 ,

“
‘、 十

“
‘、_

(u
一 , 一 u ,

)欲
, + (: z

, 1 一 :‘ )尔
_

+ S ,,

(2
·

4 )

(欲
, 一
欲

_

)]( 欲三故
* +
公三故

_

)A
l一
护O

十
1一,�

r.‘L

其中

A。 · “ +

宁
A

十

叭

S : 一 “十

宁
S

十

帆

十

竺竺 A 故
,

2

+

竺三 s 公
。

(2
.

5

摄动差分格式(2
.

4) 的修正微分方程为
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从而得到一维对流扩散方程(2
.

1 )的二阶变网格步长摄动有限差分格式为
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3 数值实验

(l ) 对常系数对流扩散反应模型方程

曰
, ,

+ z ,一(l + ‘)z = 0
,

z _ 、 = l+ e X P(一2 ) (一 l < x < 1) (3
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计算 显示
,

参见 图 1 和 2
,

君

当 反 应变 化 梯 度 的 参
‘

数 ￡较 大 (￡ > 0
.

1) 时
,

格 式 优 劣 不 明 显
;
但 当 ‘较 小

(‘ 三0
.

1) 时
,

变步 长摄 动有 限差分 格式 明显 优 于 一 阶迎 风 格式
。

(2 ) 气袋问题为如下方程描述
〔, 〕
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其精确解为 : 。

(x)
= ex P[ 与1一 x)]

。

计 算显示
,

参见图 3 和 图 4
,

当参数 e 较大

右

(‘ 》 0
.

1)时
,

几种 差 分格式 差别 不大
;
当参数 ‘较 小时 (e 三 0

.

1) 时
,

可 以看 到

一 阶迎 风格 式存 在 一定误 差
,

而 迎 风型和 中心 型变 网格 步长 PFD 格式 与精确

解符合均 比较好
。



(3) Bu r g e r s 方程

B盯 g e rs 方程是典型的模型方程
,

其形式为 :
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在利用非等距网格的差分格式计算中
,

我们将 x =0 附

近的网格细分 10 0 倍
,

其余维持不变
。

对该网格系统分别采用变步长网格迎风和中心型 PFD

格式
、

变步长一阶迎风和中心格式以及等步长一阶迎风和二阶中心格式进行了计算
,

并得到

了 R e= 10
,

1 0 0
,

2 0 0
,

5 0 0
,

1 0 0 0
,

14 0 0 六种雷诺数下的计算结果图
。

参见 图 5一 10

从图 5
一

10 可 以看到
:

在低 R e
数下

,

如 R e二 10 的情况下
,

一阶迎风格式己表现出明显

的数值扩散 (伪扩散 )
。

通过对 x = 0+ 处的局部放大我们看到迎风 PFD 格式
、

中心 PFD 格

式和标准精确解已很接近
,

但中心 PFD 格式更精确
,

与精确解基本重合
。

在 R e= 100 时
,

二

阶中心格式在 x = 0 附近出现误差
,

比精确解变化更为陡峭
,

有发生振荡的趋势
,

一阶迎风

格式的伪扩散表现得更为明显
。

相对而言
,

变步长迎风 PFD 格式误差大大减小
,

同时变步

长中心 PFD 格式与精确解符合得很好
。

在 R e二加0 时
,

二阶中心格式在 x = O附近出现了严重振荡
,

而中心 PFD 格式仍与精确

解吻合且不发生振荡
。

至 R e= 500 时二阶中心格式已不能得到有效的结果
。

而中心型 PF D 格

式依然与精确解吻合得很好
。

但当 R e = 1000 时
,

中
J

自型 PFD 格式也 出现了类似于 R e = 100

时二阶中心格式出现得情况
,

而迎风型 PFD 格式虽有微小的伪扩散
,

但精度还是远远高于

一阶迎风
,

与精确解吻合得好
。

至 R e = 14 0 0 时
,

中心型 PFD 格式发生振荡
。

从以上结果可以看出
,

无论是迎风型 PFD 还是中心型 PFD
,

从精度和稳定性各方面均

大大优于一阶迎风和二阶中心格式
。

相对而言
,

在低 R e 数(R e < 10 ’)范围内使用中心型 PFD

格式较优而 R e 数较高 (R e 全 10 0 0 )时
,

采用迎风型 l
〕
FD 格式效果更好

。
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