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摘要
:

本文发展了不可压流动摄动有限差分(P FD )格式
,

分别对不可压缩二维方腔流动
、

后台阶和前

台阶流动进行了数值模拟
。

并把 PFD 格式的数值结果和一阶迎风
、

二阶迎风
、

三阶紧致格式以及 SO LA

方法的数值结果进行了比较
,

结果表明摄动有限差分 (PFD ) 方法在宽广的 R e 数范围内具有明显的

特点和优势
。
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1 引言

摄动有限差分(P FD )方法 [l,z 1的基本思想是利用摄动解析方法来构造格式
,

它把微分方程

差分离散的概念加以扩充
,

既离散微商项又离散非微商项 (包括源项和微商系数 )
。

对微商

项使用直接差分(指一阶迎风和二阶中心差分)近似
,

把对非微商项摄动展开成空间步长的幂

级数
,

通过消除摄动格式修正微分方程的截断误差项提高精度
,

由此获得高精度 PFD 格式
。

摄动有限差分方法与其他方法相比有其明显的特点和优点
:

首先对流项具有非线性的性

质
,

对该系数进行摄动展开
,

可 以在不增加基点数的条件下使格式精度提高
;
其次摄动有限

差分格式具有迎风性
,

能真实反映物理解 的迎风效应且能有效抑制数值振荡
。

第三
,

摄动差

分方程的边界条件和原物理问题的边界条件完全一致
,

因此计算中边界处理简单
。

本文首先推导摄动差分格式
,

作为应用的第一步我们利用二阶摄动差分格式对典型的不

可压流动
:

方腔流
、

前台阶流
、

后台阶流进行了计算
,

计算结果和一些有关的方法进行了比

较
,

比较结果表明摄动有限差分方法能成功的数值模拟不可压缩流动
。

2 摄动有限差分方法

对流扩散方程为
:
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得到一阶迎风格式的摄动差分格式
,

摄动差分格式的修正方程为
:
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利用对流扩散方程 自身的特性
,

可以得到以下的递推关系式
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由此得到确定摄动展开系数 u 。 和 S 。
的一组关系式

,

并获得各阶精度的 PFD 格式
。

例如方程[2
.

1]的二阶精度摄动差分格式(P H D )为
:
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其中 u
、

v 和 S 是 x 和 y 的函数
,

运算中间量 S
。

为常数
,

在以 (x
, ,

y
‘

)为中心的离散单元上

对 x 轴 有 u ( x 沙 ) = u (x 沙
,

) S (x 沙) = S (x 沙
,

) ; 对 y 轴 有 v (x 沙) = v (x
, ,
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& 2] 一阶迎风差分格式出发
,

首先分别得到各 自的

PF D 格式
,

然后将两者相加以消去S
:

项得到二维方程 [2
.

71 的 PFD 格式
。

我们把摄动有限差分方法的思想用到 N S 方程组
,

二维不可压 N S 方程组为
:
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连续方程采用二阶中心差分近似
,

我们对动量方程发展摄动差分(P FD )格式
。

在动量方

程中需要计算两个方向上的速度 ui.
,
和 v ,

,

, ,

在摄动差分中将压力项作为源项
,

文中用后向

差分来近似
,

最后可以得到 N S 方程组的半离散 PFD 形式为
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3 摄动有限差分格式的数值算例与结果分析

本文对一些典型的不可压缩流动进行了计算
,

并对计算结果进行了分析
。

1
.

二维方腔流动
:

c av ity 流动是典型的二维算例I3]
,

在正方形腔体上方有流体通过
。

左



右和下边界为固壁
,

上方流体的流速为 x( 1一 x)
。

对 R e 数为 100 和 1000
,

图 3
.

1
.

1 和 3
.

1
.

2

给出 PFD 格式计算结果的流线分布
。

2
.

二维后台阶绕流
: 后台阶流动的流动区域示意图见图 3

.

2
.

1
。

图 3
.

2
.

3 和 3
.

2
.

4 给出 PFO

格式计算结果的流线分布
。

计算结果与 B e nc hm ar k 数值结果I’1 一致
,

能正确反映后台阶流动

的物理现象
。

3
.

二维前台阶绕流
:

前台阶流动的流动区域示意图见图 3
.

2
.

2
。

计算显示在 R e 数较低为

100 时台阶前后涡不明显
,

见图 3
.

2. 5 ;
而在 Re 数较高时台阶前有明显的涡

,

在台阶后方的

涡不明显
,

见图 3
.

2
.

6
。

计算结果仍符合实际流动的物理现象
。

上述三个算例中分别给出了 R e= 100
,

1000 的计算结果
,

计算结果表明摄动差分方法计算

不可压粘性流动是可行的
,

能准确反映粘性流动的基
:

本特征
,

和 B en
o hm ar k 结果f3l 相符

。

4 摄动有限差分与其他几种格式的比较

为了分析摄动有限差分格式的特点
,

对方腔流动
,

我们把 PFD 格式的计算结果与一阶

迎风
、

二阶迎风
、

三阶紧致格式和改进的 MA C 方法 (即 S O LA 方法 ) 的结果作了比较
。

图

4
.

1
.

1一图 4
.

1
.

3 分别为各种方法在相对较高的 R e 数下的典型流线分布图
。

在 R e二 5 0 0 0 的条

件下
,

三阶紧致格式己得不到正确的结果
。

具体的数值计算结果与摄动有限差分方法的比较参见表 4
.

1一表 4
.

3
,

由于二阶中心差

分在最大网格雷诺数 m ax (R e 、 )约大于 4 时难以得到有效结果
,

因此表中没有列入二阶中心

差分的数据
。 :

表 4
.

1
.

各种方法计算时间的比较
、、

蕊梦哩
、、 PFDDD 三阶紧致致 一阶迎风风 二阶迎风风 SO LA 方法法

555 000 188888 5 {〕〕〕 3 6000

1110 000 4 000 1777 1 2222 7 555 3 7 444

222 0 000 7 555 3OOO 2 3 333 10 777 4 3 000

555 0 000 14 444 8000 4 1222 1 7 333 5 1555

111 0 0 000 17 000 1 3 000 63 88888 16 0 000

333 0 0 000 9 555 2 1444 1 10 0 *******

5550 0 000 8 666 7 666 12 90 *******

(注
:

计算在 Pl ll 5 0O上运行
,

△f = 0
.

0 1
,

网格数 5 0 x 5 0
。 “

一
”

表示在该计算

条件下难以得到有效数据
, “ * ”

为网格数 IOO x 10 0 的结果
。

表 4. 2
.

各种方法中心 下壁面附近摩阻参数、 10
一 ,

公公黔
”” PFDDD 三阶紧致致 一阶迎风风 二阶迎风风 SO LA 方法法

1110 000
一

1
.

3 7 777
一

1
.

3 5 333
一

1
.

3 9 666
一

1
.

3 6 999
一

1
.

7 4 000

222 0 000
一

1
.

3 1 333
一

1
.

3 9 555
一

1
.

3 8444
一

1
.

3 5 555
一

1
.

6 5 333

555 0 000
一

1
.

19 777
一

1
.

4 1999
一

1
.

3 7 333
一

1
.

3 3 111
一

1
.

0 6 777

1110 0 000
一

0
.

9 5 333
一

1
.

4 4 111
一

1
.

0 566666
一

0
.

4 3 666

3330 0 000
一

0
.

4 2 444
一

1
.

0 5 777
一

0. 4 8 77777
一

0
.

3 7 777

555 00000
一

0
.

2 5 888
一

0
.

2 0000
一

0
,

二6 6666666

(
“

一
”

表示在该计算条件下得不到有效数据 )



表 4. 3
.

各种方法中心最大速度及其与标准结果比较

谁谁护护
PFDDD 三阶紧致致 一阶迎风风 二阶迎风风 SO LA 方法法 标准结果果

RRR e
数数数数数数数数

1110 000 0
.

2 0 1 7 333 0
.

2 0 15 999 0
.

2 0 12 777 0
.

2 0 13 222 0
.

19 7 1222 0
.

2 0 222

222 0 000 0
.

19 6 6 555 0
.

19 6 7 444 0
.

19 6 7 000 0
.

19 6 5 666 0
.

19 4 2 555 0
.

1 9 777

555 0 000 0
.

18 1 3 555 0
.

1 82 0 666 0
.

18 0 9 222 0
.

18 19 999 0
.

17 9 8 000 0
.

18 333

1110 0 000 0
.

16 7 4 333 0
.

1 7 0 0 111 0
.

16 8 5 44444 0
.

16 6 7 333 0
.

16 999

(
“

一
”

表示在该计算条件下难以得到有效数据 )

表 4. 4 列出一些格式的守恒性
、

稳定性
、

准确性和经济性的比较
,

其中守恒性是指

满足关系式
:

(必
,
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, + l

14
.

1
.

1]

/

日必
, 、 ,

日必
, + , 、

欠一二一)
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= 气- 二
~

一
.

少、

汰 盘
[4

.

1
.

2)

其中下标
e
表示右端

,

w 表示左端
。

表 4. 4
.

各种方法守恒性
、

稳定性
、

准确性与经济性的比较

NNN O
...

格式式 守恒性性 稳定性性 基点数数 迎风性性

11111 中心差分分 有有 条件稳定定 333 无无

RRRRRRRRR e 。 三 2222222

22222 一阶迎风风 有有 绝对稳定定 333 有
,

但数值粘性大于物理粘粘

性性性性性性性
。。

33333 二阶迎风风 无无 绝对稳定定 555 有有

44444 摄动有限差分分 有有 绝对稳定定 333 有有

通过对方腔流动计算结果分析
,

我们可以得到以下一些看法
:

(l )摄动有限差分格式的格式稳定性好
。

在同样的计算条件下
,

它能在 50 到 5 0 0 0 的雷

诺数范围内获得有效的计算结果
。

而三阶紧致格式在同样的雷诺数范围内能有效收敛
,

但在 R e 数为 5 0 0 0 时
,

大涡发生变形
,

小涡计算不出
,

参见图 4
,

1
.

9
。

(2 )二阶摄动有限差分格式精度高
,

能很好模拟流场及其变化规律
。

一阶迎风格式模拟

流场精度稍低
,

但捕捉涡形状也较清晰
。

三阶紧致格式在 Re 为 100 时壁面左下角的小涡

流线出现中断
,

R e
为 5 0 0 0 时大涡 出现变形

。

SO LA 方法在低 R e 数范围内能清晰分辨大

涡和两边小涡
,

在 R e 数 10 00 时右端小涡形状不合理
,

计算结果不可信
。

(3) 通过对计算时间的比较
,

在同样的计算条件下
,

三阶迎风紧致格式计算速度最快
,

摄动有限差分方法也较快
,

迎风格式计算时间稍长
,

SO LA 方法计算时间约大一个量级
。

、 、

_
,

_
.

_
. , .

_ _ _

口u
、 _

. .

⋯
_

.

(4) 很括枯往坦刀和刀了成止比的规律
,

咖
下壁面中心附近切向流速 u 对 y 坐标的导数是

1

反映方腔流动壁面摩阻的参量
,

它的无量纲形式具有 R e Z
的量级

,

应该随

单调减小
。

摄动有限差分方法和一阶迎风格式该参量呈现单调下降的趋势
,

R e 数增大而

并且数值相



近 (见表 4
.

2)
,

因此能较准确地反映上述物理规律
。

而三阶紧致格式的摩阻参量随 R e 数的

增加先出现缓慢增加
,

后又突然下降
,

与物理规律出现明显差别
,

说明三阶紧致格式在

边界附近存在一定缺陷
。

采用四阶紧致格式和一些特殊处理
,

如见文 [5 l
,

避免了这一缺

陷
。

(5) 由格式 t2
.

10] 说明了摄动有限差分格式对导数的离散
,

边界条件的处理和物理问题相

一致
,

数值结果证实了上述结论
。

(6 )摄动有限差分方法和 网格尺寸的参量有关
。

本文算例的计算发现
,

摄动有限差分方法

在网格数增多的情况下
,

不仅格式计算结果更准确
,

而且格式的稳定性也有所增加
。

5 结论

摄动有限差分(P FD )方法在不可压缩流动中的数值模拟是成功的
。

它的突出优点是
:

R e

数应用范围广
,

计算结果能反映物理真实
,

边界条件简单
。

PFD 方法在不可压缩流动计算

中值得推广与应用
。
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