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摘 要 研究了二个张量的各向同性标量函数的不可约表示
.

通过引进本征张量
,

主轴标架及主轴

标架之间的转动
,

对于自变量为二个对称张量或一个对称张量和一个反对称张量的标量函数
,

找到

了不可约的广义坐标
,

并建立了张量的整基之间的隐函数关系
.

关锐询 张1 函数
,

标童
,

各向同性
,

不可约表示

引 言

张量函数的表示理论在物理和力学上有着广泛的应用
,

在这一领域的早期研究者有 R
.
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关于早期的研究工作可

参阅 G
.

F
.

s而th ll] 的文章
,

比较近期的研究状况可阅读郑泉水 冈 的综述
,

综述中包括了郑本

人在这方面的研究成果
.

张量函数表示理论中张量函数的整基虽然是完备的和不可约化的
,

但却并不一定是独立

的
,

这限制了表示理论的应用
.

最近黄永念等 [s, 4】尝试解决这一问题
,

他们使用了主轴标架
,

定义了独立的不变量
,

所不足的是对于二个对称张量情形
,

这些不变量不是以整基来表示
,

和

传统的表示理论还有距离
.

本文从张量的本征张量和主轴标架 出发
,

建立了完备的
、

独立的新的张量的不变量
—

广

义坐标
,

而且这些广义坐标由传统的不变量表示出来
,

使用了张量的绝对表示
.

而传统的张量

不变量也可以用广义坐标方便地表示出来
.

对于 自变量为二个对称张量情形
,

得到了整基之间

的隐函数关系
.

1
’

预备知识

1
.

1 一个二阶对称张, 的各向同性标t 函数

设 A 是一个二阶对称张量
,

f (Q滩Q T ) =

f( A )为 A 的各向同性标量函数
,

即

f (A )
,

Q ‘ O , th
,

f(A )〔 (一co
,

+ oo ) (1)

O 代h 为正交张量群
.

A 的偏张量记为 A

, =
王(

tr , ), + 、
‘ ,

t r ,
, 一 。

J
(2 )

t : A = 瓜
,

为 A 的第一不变量
.

对于 A
, ,

有

A’
3 一 J才 一 K l = 0 (3 )
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式中
1

J = , t r 【A
’

)
‘

) 0
.

式 二 d e tA
2

A 的本征值记为
a ‘

(‘= 1
,

2
,

3)
,

与其相应的本征方向记为单位向量
e ‘

A e ‘ = a ‘e ‘,

对 i不求和

以后
,

当乘积项中有相同指标出现时
,

若无求和号
“

艺
” ,

对该指标不进行求和运算
.

A 的谱

分解为

, 一
艺

a ‘e ‘。 “‘

为方便
,

令

E ‘ = e 、À e ‘

E ‘称为 A 的对应于本征值
a ‘
的本征张量

,

E 、
是对称张量

.

从而有

、、.声
.

、、.产

4脚0
�了..飞百矛.、

A E ‘二 入E ‘

A 一
艺

。‘E

当 A 有二重本征值时
,

相应的谱分解为

A = 入I E , + 从I 一 E I )

E I
和 I 一 E ;

是 A 的二个本征张量
.

当 A 为球形张量时
,

本征张量为单位张量 1
.

tr E ‘= n,

n 表示 E ‘
所对应的本征值的重数

.

A ‘

的本征值记为
。

;
,

乞=
‘

1
,

2 , 3
.

若记

3而
_ _ _ 。 , 。

e o s 3沪 = 一二: 一 式 J 一 “
“

,

价 任 IU
,
汀 / 3 1

乙
(6 )

然后有
·

卜 打 一‘
, ·

玉一 万 一 (
‘+

丢
·

)
, ·

“一万 一 (
, +

昌
·

) (7 )

而且
a
气> a

各>
a
乡

.

对称张量 A 有 6 个独立分量
,

A 可表示为某一六维空间的一个点
.

由于 j( A ) 为 A 的各

向同性标量函数
,

A 可表示为三维空间中的一个点
,

其坐标为 (a l , a Z , a 3 )
.

f( A ) = o 是这个三

堆空间的一个曲面
.

A 的广义坐标为 (
: ,

沪
,

习
,

功的表达式见式 (6 )

: = v丽
, : 二 几 /而

这是表示 A 的三维空间中 A 的柱坐标
.

当然 A 也可以选择其它的广义坐标
.

以后
,

当考虑的

张t 多于一个时
,

A 的广义坐标加下标
“

A’’
.
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1
.

2 转动张 . 和转动矩阵

设 {
e , , e Z , e 3

} 为某一右手坐标系的单位正交基
,

而 {了
1 ,

了
2 ,

了
3
} 为另一右手坐标系的单位

正交基
.

定义联系这二个右手坐标系的转动张量 R:
e ‘一 f‘ =

Re
‘

.

R 一
艺r , À e , 一

艺凡 , e

“
e ,

,

R ‘, 一 e ‘
·

f , (8 )

另外
,

R 的转角记为 0, ” ( “续7r / 2
,

转轴向量 。 一
艺

。, ‘

艺
。矛= 1 (9 )

由于 。 可反向
,

0 为锐角总是可以实现的
.

二阶反对称张量 P 的轴向量为 。
,

即对任意向量 a ,

恒有

p a 一 。 只 a ,

只,

一艺
: ‘J* 。*

(10 )

利用 e 和 P
,

可将 R 表示为

R = I + s in a p + (i 一 c o s o )尸2 , _
从

r

护 =
(11 )

R “ = e o s o + (i 一 e o s e )。矛
,

‘=

R i : = 一 s in 0 0 3 + (1 一 c o s s)、 10 2

’

R Z : = s in 夕。 3 + (1 一 e os 口)。: 。 2

Ra : = 一 s in枷
2 + (1 一 e os g )吻。 :

R i 3 = s in 80 2 + (1 一 e os o)。5 0 1

R 23 = 一 s in 口。 : + (1 一 e o s s)。 20 3

R s Z = s in 如
: + (1 一 e os s)。20 3

给定 o 和 。
,

R 可唯一确定
.

反之
,

取 (R 劲中的 3 个元素
,

(锐角)
,

。

(12)

、.........

!
、

⋯
产

3q自‘.几

例如取 R凳
l ,

R鑫
2 ,

R且
3 ,

可以确定 e

、、J
碑、、Jq口4,上11

J

‘
、户吸矛、

* “ 一

两
。。5 。一

蠢
(; 1 ! + * 22 + 。33 一 1)

,

0 、。、
普

。 : 一 士

厚需
, 。2 一 士

厚需
,

。3 一 土

了票烹
。‘的符号不能唯一确定

,

但受到如下限制

4 s in e (一
e o s e )公 10 20 3 二 R呈

1 一 R 圣
2 (15 )

即要求乘积 叱吻。
3 和 璀

: 一 R圣
:
同号

.

需要强调指出的是
,

‘ 是一个人为引入的量
.
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1
.

3 关于主轴标架

设单位向量
e 、
为二阶对称张量 A 的本征向量

,

{
e l , e Z , e 3

}构成 A 的主轴标架
.

由于 暇

和 一 e ‘
都是 A 的对应于本征值

a ‘
的本征方向

,

即使 A 没有重本征值
,

A 的主轴标架并不唯

因此联系二个主轴标架的转动张量也不唯一 这给予了我们选择 的自由
.

2 二个对称张, 的各向同性标t 函数的广义坐标

设 A
,

B 是二个二阶对称张量
,

而且都不是球形张量
.

设它们的标量函数 j( A
,

B )是各向

同性的
,

即

f (A
,

刀) = f(Q A Q T ,

Q刀Q T
)

,

Q 任 o r : h (1 6)

(A
,

B )是某一九维空间的一个点
,

f( A
,

B ) = 0 是这个空间的超曲面
.

问题是如何建立这个九维空间的广义坐标
,

使得当 A
,

B 给定
,

相应的广义坐标是确定的
.

前人做过大量研究的张量表示理论认为
,

f( A
,

B ) 的整基 (int
egr ity b as e) 有 10 个

,

即

t r A
,

tr A Z ,

t r A 3 ,

tr 刀
, tr B Z ,

tr B 3

tr

(A B )
, tr

(A
ZB )

,

t r
(A B Z

)
,

t r

(A
Z B Z

)

这组基是完备的
,

不可约化的
,

且在正交变换下保持不变
.

但这些基并不独立
.

现在尝试确定上述九维空间的 9 个广义坐标
.

单独考虑 A 和 B 时
,

有 6 个广义坐标 (B

的 3 个广义坐标的表示与 A 的相似 )

9 1 = r 八 ,

9 2 = 价滩
,

9 3 = z A
’

叙 = 勺
,

q5 = 价B
,

咖 = zB
(1 7)

余下的 3 个广义坐标要由 A 和 B 的本征张量间的关系来确定
.

一个张量的本征张量是完全确定的
,

由二个张量的本征张量间的关系确定剩余的 3 个广义

坐标是可行的
,

这需要借助于联系二个张量的主轴标架的转动张量 R
.

主轴标架的不唯一性
,

一方面可以用来限定转角为锐角
,

这保证了 R l l > 0
,

R 2 2 > 0
,

R 3 3 > 0; 另一方面也使得转轴的

方向不唯一
,

虽然这不影响最后结果
.

设 A 的本征张量为 E ‘,

这里暂不考虑 A 有重本征值情形
.

由于

sp a n {E , ,

E Z ,

E 3
} = S p a n

{I
,

A
,

A Z
}

因此 可以 I
,

A 和 A “
为基

,

把 E ‘
表示出来
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, ~ ~ ~ ~ 一一一- ~ - 一- - 一一

_
E !

一
À

一黯 (
‘ 一

扁一 (
, · +

警)
‘

)(
‘ 一

房
。。·

(
, · +

警)习
/

.

27r 、
s ln l价A + 二

一

l
,

E Z = e Z 0 e Z

一令石厂丝 {万
一

斗
。。。

{, , 十
弩), ) {万

一

共
c os 九 , 、

。1 1 1 O w A \ V J \ 。 / / \ 丫 J /

·3 一 。3 。 。3 =

嚓乒(一扁
c。s , , !

)(一晶
c 。s

(
沪, +

; )
了

)
F l 一 ‘

1 。‘
1 一

恶 (
‘ 一

房一 (
‘二警)

‘

)(
, 一

去
。。5

(
,二警)

;

)
F Z 一 , 2 。 ,

2 = i兰
篡翼(

万 一

杀
c ,

(
, 。 十

韵。(
万 一

房
c韶、
。

·3 一 了
3 À 了

3 =

嘿乒(一、
c。 , , 。 !

)(一、
c。s

(
, 。 十

、)
,

)

(18 )

式中万 = A乍丫石
,

万 = B ,/ 抓石
.

F ‘
为 B 的本征张量

.

联系 A 和 B 的转动张量 R 的表达式见式 (s)

、..、‘...少

,

,J

尹

二 R 及丫
= 了云

r (尽名 )
,

i

R乙= tr (E ‘F J )
,

乞, J

= 1 ,

2, 3

= 1 ,

2
, 3,

坛

(19 )

风凡

Rl , ,

R 22 和 凡
3
是独立的

,

它们由 A 和 B 的 10 个整基完全确定; 另一方面
,

可以由 R : : ,

R 22

和 R 33
出发确定 e 和 。

D12,口
.

2归21.21.21.;归
1 _ _ _

c o s . =
彭允

“ + “22 + R 33 一 1)
, 8 任 [0

,
二/ 2」

公1

公2 =

斌爷珊
旦

了煞豁
山3 一 S。 ‘· (E Z F I 一 E lr Z

丫葱烹
X > 0

X = 0

x < 0

1占‘.几+0,1
碑

!
之

l
一一XngS

。3
的符号选择满足了下面的条件

嘴
1 一 R 爹

2 = R r
3 一 五考

; = 嘴
: 一 月置

。 二 4 5谊。(1 一 。o 。。)。 :
吻。3
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只要满足这一条件
,

、 符号的不确定性不影响由 凡
‘
确定 R吞

上面的结果也可以解释为
,

由 f( A
,

B )的 10 个整基
,

可以确定所有的 tr (E
‘F力

,

再进一步

确定联系 A 和 B 二个主轴标架的转动张量 R
,

即确定 0 和 。
.

另一方面
,

由 0 和 。 可以确定

R
,

然后再确定整基 t :
(A 刀)

, tr
(A

Z刀)
,

t :
(A刀

2
)和 t :

(A
Z刀 2

)
.

另外
,

式 (22 )也可理解为整基之间的隐函数关系
,

这一点非常重要
.

虽然这个式子用整基

写出来很长

((t
r R )

2 一 1) 一 4 ((t
r R )

2 一 1 )(R l l R 2 : + R 22 R 3 3 + R 3 3 R l l
)+ 8 (t r R + 1 )R

l l R 2 2 R s3

= (R孟
: 一 R 圣

2
)
2

(2 2 )
‘

因此
,

可以取 f (A
,

B )的广义坐标为 9 1 ,

⋯
,

9 9 ,

其中 9 1 ,

⋯
,

9 6 见式 (17 )

q7 = R i i ,

qs = R 2 2 ,

q 。 = R 3 3

这样选取广义坐标也有不足
,

即 。 3
的符号的确定要借助于 凡

‘以外的量
,

虽然这个量也是由

整基所确定的
.

当然
,

广义基也可以有其它的选择
,

例如取 o。‘为最后 3 个广义坐标
.

这样虽

克服了上面的不足
,

但使用上并不太方便
,

而且当 A 和 B 有重根时
,

e 有不确定性
.

现在考虑 A 有 3 个相异本征值
、

B 有重本征值情形
.

这时 价B 可完全确定
,

根据式 (6 )
,

有

功B = 0
,

兀刀 > 0

功B = 川3
,

万日 < 0

B 的谱分解为

B = bm 凡 À 凡 + 试I 一 了。 O 了。 ) (23)

即 B 只有一个独立的本征张量
,

了。 À f o
.

当 沪B 二 o 时
,

m = l,

有

F ! 一

合
(” + I /而)2

当 功B = m = 2
,

有

_ 1 _ _ 二
、

。

户‘ 二 百(万 一 I / v 3少
‘

所以这样做是为使 F ‘
的表示有意义

.

f( A ,

B ) 的广义坐标有 7 个
, q l ,

⋯
, q4 ,

外 和 tr (E : F 二 )
,

t r (E ZF 二 )
·

同理
,

可 以推知
,

当 A 和 B 都有重本征值时
,

f( A , B ) 的广义坐标有 5 个
.

若把重本征

值理解成本征值不同的一个极限过程的终点
,

对式 (15) 取极限是允许的
,

然后计算式 (19 )
,

但

结果不便于分析
.

3 一个对称张t 和一个反对称张t 的各向同性标 t 函数

设有张t A 和 W
A T = A

,

w T = 一w
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标量函数 f( A
,

W )是各向同性的
,

即成立

f (Q A Q T
,

Q w Q T ) = f (A
,

w )
,

Q c o : th (2 4 )

寻求 f( A
,

W )的广义坐标
.

为简便
,

不考虑 A 有重本征值情形
.

W 的轴向量记为 。

W
a = 。 x a

,

任意向量 a

由于 A 的本征张量 E ‘
和 W 是完全确定的

,

所以有

tr

(E
‘

W E , W )= 一

毗 (2 5 )

但是
,

由于 A 的主轴标架的选择存在不确定性
,

哄,

—
即 w 在主轴标架上的投影也具有不

确定性
,

我们只能得到

城j = 一
玛

‘ = 土 < 了

Wi , 符号的选取受到如下限制

一 t :

(刃
l

w
Z刃Z

W ) =
W1

2

叭
s

现
:

(2 6)

这样
,

虽然 俄 , 的符号仍有不确定性
,

但只要满足上式
,

就不会影响 f( A
,

w ) 的广义坐标

(g : ,

⋯
,

q6 )

q l =

、

、产、
.J.产

两‘R�,臼Q山
口了.、Z‘.、

qs =

: A
,

qZ = 功A
,

q3 = : A
’

了
一 t r (E

I

W E Z

W )

了一t
r (E Z

W E 3

W )

。一
s。 (t r (二 :

w
, 二Z

w )了
一t r (二 3

W E I W )

q 6 的符号的选取满足式 (26 ) 的限制条件
.

式 (21 ) 中 。‘的符号也可以类似表示出来
.

4 结论和讨论

以上讨论了二个对称张量为自变量的各向同性标量函数 f( A
,

B )
,

这个函数有 9 个独立的

广义坐标
.

而且写出了 j( A
,

B ) 的 10 个整基之间的隐函数关系
,

即式 (2 2 )
.

可以断定
,

这 10

个整基是不独立的
.

由 10 个整基构造出了 9 个独立的广义坐标
.

同样
,

对于一个对称张量和一个反对称张量的各向同性标量函数 f( A
,

W )
,

虽然有 7 个整

基
,

但却只有 6 个广义坐标
,

即有

f (A
,

W ) = f (叮1
,

⋯
,

, )

对于 3 个二阶对称张量 A
,

B
,

C 的各向同性标量函数
,

虽然其整基有 tr (A B C ) 这样的

项
,

但根据对二个张量的各向同性标量函数的分析
,

f( A
,

B
,

C ) 的广义坐标
,

除了单个张量的

广义坐标以外
,

只含有联系 A 与 B 以及 B 与 C 的主轴标架相对转动构造出来的广义坐标
.



王文标等
:

二个二阶张量的各向同性标t 函数的广义坐标 13 1

参 考 文 献

1 Sm ith G F
.

O n 肠o t ro Pic fu n e tio助
o f 日y m me tr ie te

nso
r , s

ke w-
sy] 吐m e tr ic te

咖
r a n d y 吧仁 t叭

.

加亡J E 九g‘叼 Sc ‘
1 9 7 1

,
9(1 0)

:

89 9 ~ 9 1 6

2 郑泉水
.

张t 函数的表示理论
—

本构方程统一不变性研究
.

力学进展
,

19 9 .
,

2 6 (l)
:

n 4 ~ 13 7; 2 6 (2)
:

23 7 ~ 28 2

3 黄水念
,

罗雄平
.

关于张t 函数表示理论的标 t 不变 t 的讨论
.

力学学报
.

199 9
,

3 1(4 卜 5 0 4 ~ 500
4 H u a n g Y bn g n ian

, e t al
.

J A d is e

uss io n ab o ut sc al e in v a ria n ts fo r te n

sor fo nc tio ns
.

A e ‘a
M

已e

ha n 公ca 从n ‘ca

(E鳍lish se r i。)
,

2 0 0 0
,

1 6(1)
: 3 5 ~ 4O


