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(1)  研究动机 

 

          传统的深水波模型和浅水波模型均为精确波浪方程之

特例，他们都可以给出光滑的、无限可微的波面。 

 

 (a) 浅水波：周期波、孤立波 

          KdV方程，Boussinesq方程，BBM方程 

 

      光滑孤立波： 

 

 

     (b) 有限水深波：椭圆余弦波 

           精确的波浪方程 

     



(1)  研究动机 

传统光滑波浪之性质 

 

1. 波面、流速处处光滑、无限可微 

 

2. 从自由液面到底部，微团速度呈指数衰减 

 

3. 波高越大，波速越大（dispersive wave） 

 



(1)  研究动机 

 1.  1993年 Camass 和 Holm 在 Physical Review Letters 上发表浅

水波模型 : 

 

   首次导出不光滑的尖峰（peaked）孤立波 

 

   并引发不光滑尖峰孤立波研究的热潮 

    

2.  In 1999, Kraenkel, R.A. & Zenchuk, A. ( J. Phys. A., 32:4733) 

found the cusped solitary waves., whose 1st-derivative tends to 

infinity at crest. 

 



(1)  研究动机 

所有这些尖峰孤立波，都是由近似的浅水波浪模型导出 

      至今没有从精确波浪方程中导出有限水深中的尖峰孤立

波。                                 

                      这导致疑问：他们理论上是否合理？ 

 

尖峰孤立波除波峰处不光滑外，还有其他独特性质吗？

例如：流体微团速度、动能在垂向之分布？ 

 

Relationship between peaked/cusped solitary waves has never 

been reported. 

                  Peaked  孤立波与 cusped  孤立波有何联系？ 

 



(2) 统一波浪模型 

 

（1）假设在半无限域                     上，流体是理想、不可压，

流动是无旋的，表面张力可忽略，因此可采用精确波浪方

程描述： 

      控制方程： 

      自由面条件： 

 

      底部条件： 

      左边界条件： 

      右边界条件： 

         周期波：                                       孤立波： 

*** 统一波浪模型容许波峰处（   x = 0  ）有旋！ 

 

 



(2) 统一波浪模型 

（2）对称性： 

 

 

   将解扩展到整个流域  

     

（3）由对称性条件，导出限制条件：  

 



                   (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 
 

半无限区域内的拉普拉斯方程： 

 

 

具有两种（满足底部边界条件）的解： 

（1）传统的光滑基函数             传统的光滑波浪 

 

 

（2）非光滑基函数                     全新的尖峰孤立波 



                   (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

（A）光滑波浪（势函数）之基函数 

 

    自动满足对称性条件 

 

    和限制性条件： 

 

     因此，在半无限域                        内得到的所有结果，自动

地在整个无穷域内                                 存立！ 

 

结论：统一波浪模型可以给出有限水深中的 

      椭圆余弦波等所有的传统光滑波浪 

 



                   (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

（B）非光滑波浪（势函数）之基函数 

 

    即不能自动满足对称性条件 

 

    也不能自动满足限制性条件： 

 

     因此，在半无限域                        内得到的所有结果，必须

用对称性条件扩展到在整个无穷域内                          

      

    而且，限制性条件                   必须强制满足。 

 



                     (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

有限水深尖峰孤立波之线性解 

 

 

 

速度势： 

 

波速： 

 

给定无因次波速，上述方程有无穷多个解： 

 



                   (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

有限水深尖峰孤立波之线性解 

速度势： 

 

波面： 

 

水平速度： 

 

垂向速度： 



                  (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

有限水深尖峰孤立波之非线性解 

（1）求解方法： 

同伦分析方法（1992，homotopy analysis method, HAM） 

优点：适合于强非线性问题 

 (a) 不依赖物理小参数；  

 (b) 确保级数解之收敛； 

 (c) 可自由选取高阶近似方程的类型及其解的基函数 

 



                  (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

 有限水深尖峰孤立波之非线性解 

       应用同伦分析方法和光滑基函数，成功获得平衡态的、

光滑共振波系（有限水深）及其多解： 



             实验证明：定常共振波系存在性 



           (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

有限水深尖峰孤立波之非线性解 

应用同伦分析方法和非光滑基函数，成功获得收敛的级数解！ 

      波面： 

 

波速与波高无关！ 



                 （4）有限水深非光滑孤立波之独特性质 

传统光滑波浪 
 

1. 波面和速度处处光滑，

无限可微 

2. 从波面到水底，流体微

团水平速度和动能都呈

指数衰减 

3. 波速与波高有关：高的

波浪传播快 

 

 

 

 

有限水深尖峰孤立波 

 
1. 波峰处波面不光滑，速

度间断 
2. 从波面到水底，流体微

团水平速度增加，动能
增加（或略微减小） 

3. 波速与波高无关，微小
波高的波速可以很大！ 

 

 

   有限水深尖峰孤立波上述独特性质，从未见报道！ 



                (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

传统波浪理论框架容许尖波峰的存在！ 

 

 G.G. Stokes (1894年) 证明： 

       光滑的、有限水深中的周期行进波，在极限波高时，其

波峰呈120度尖峰( corner crest )，从而不光滑。 

   

 

     

 结论： 

       有限水深尖峰孤立波波峰之不光滑，同样也是容许的！ 



                (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

有限水深尖峰孤立波之线性解 

           在传统的波浪理论框架内，光滑界面波交界处，其法

向速度连续，但切向速度方向相反！ 
 

 

     Lamb (Hydrodynamics, page 371):  

    “the tangential velocity changes sign as we cross the surface”,  

but  “in reality the discontinuity, if it could ever be originated, 

would be immediately abolished by viscosity” 

 

结论： 有限水深尖峰孤立波垂向速度的不连续，同样是 

             可以接受的、合理的！ 

 



                (3)光滑波浪与尖峰孤立波之统一 

对有限水深尖峰孤立波，开尔文定理处处成立： 

 

 

 

 

 

 

 

                ＝ 0 



Cusped solitary waves  

 



Cusped solitary waves 

 

 

 

 

 

 

 

    Cusped solitary waves have the same 

properties  with the peaked ones! 

 首次揭示了两种尖峰孤立波之关系！ 

Peaked solitary waves: 2

Cusped solitary waves: 1 2
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           （5）畸形波的新理论解释 

           目前对畸形波的理论解释，通常建立在传统光滑波浪的

非线性相互作用等基础上。但他们无法解释如下事实：     

       

 

            The  rogue wave can suddenly appear on ocean even when 

         “the weather was good, with clear skies and glassy swells”,  

          as reported by Graham (2000) and  Kharif (2003). 
 

畸形波的全新理论解释： 

        有限水深尖峰孤立波，其波速与波高无关，且微小的尖

峰孤立波可以具有很大的波速。许多这些微小的、以不同

波速传播的尖峰孤立波，理论上有可能在某处突然叠加成

一个巨大的波浪，而其他处很平坦。 



（6）结论和展望 

建立了“统一波浪模型”（Unified Wave Model,UWM） 

 

首次获得两种有限水深尖峰孤立波，揭示其密切联系 

 

首次证明： 

                    有限水深尖峰孤立波与传统光滑波浪 

                    在理想流体框架内是相容的，一样合理的 

 

发现有限水深尖峰孤立波一些独特的性质 

 

给出畸形波全新的理论解释 



历史回顾 

1845：光滑孤立波（J. S. Russell） 

1872：Boussinesq 浅水波方程（J. Boussinesq） 

1894：周期行进波在极限波高下波峰呈尖角（G.G. Stokes） 

1895：KdV 浅水波方程（D. J. Korteweg and G. de Vries） 

1970s: 有限水深椭圆余弦波 （J.D. Fenton） 

1993：浅水尖峰孤立波（Camassa － Holm 方程） 

2013：有限水深尖峰孤立波（ 统一波浪模型 ） 

 

   “统一波浪模型”（Unfied Wave Model, UWM）可以给出上述所

有这些光滑的和尖峰的行进波！将其统一在一个理论框架下！ 

                                      理论相容性 

欧氏几何         非欧几何              光滑波浪          非光滑波浪 



       数学工具的重要性 

             尖峰孤立波                                       同伦分析方法 

1993年首次提出，得到广泛         1992年由本人提出，经过 

研究，但至今都局限于浅水         20年发展、完善，已成为 

                                                         一个有效的研究手段 

 

 

                       2013年: 提出“统一波浪模型”  

                       首次获得有限深水尖峰孤立波 

 

    

  真正新的理论或方法，终将给出一些全新的东西！ 

 



挑战传统观念 

传统观点: 

• 孤立波波速与波高密切相关 

• 从波面到底部，波幅呈指数衰减 

• 孤立波满足非线性的微分方程 

 

全新的观点： 

• 尖峰孤立波波速与波高无关！ 

• 从波面到底部，尖峰孤立波波幅几乎不衰减！ 

• 线性微分方程也可以给出孤立波！ 

质疑和挑战传统， 

是科学家的天职！ 



（6）结论和展望 

局限性： 

         与传统光滑波浪理论一样，“统一波浪理论”是建立在

理想流体假设之上。 

         但真实流体都具有粘性。因此，理论与现实之间一定存

在某些差异。 

 

后续研究： 

1. 粘性对有限水深尖峰孤立波有何影响 ？ 

2. 有限水深尖峰孤立波如何形成 ？其形成机理是什么？ 

3. 能否实验验证该尖峰孤立波之存在？ 



请各位专家批评指正 

谢谢！ 


