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非预混燃烧中守恒标量在亚格子内的双高斯分布

及其先验检验 1） 

高福杰*，张 健*,2)，晋国栋*，何国威*  

*
（非线性力学国家重点实验室，中国科学院力学研究所，北京 100190）   

摘要：滤波概率密度函数（Filtered Density Function或 FDF）方法通过标量的 FDF描述亚格子湍流混合信息，用

于封闭化学反应流动中的反应速率项，是非预混湍流燃烧大涡模拟（Large Eddy Simulation或 LES）的一种重要

方法。本文提出了亚格子内被动标量混合的双高斯 FDF模型。在亚格子标量方差由大到小变化时，该模型完整描

述出亚格子内的标量分布从双峰到近高斯的改变。该模型进一步应用于具有无限快化学反应的均匀各向同性湍流

中，同时与直接数值模拟结果对比。在具有化学反应的流动中，被动标量 FDF的双高斯模型与 DNS结果相符，

并且由双高斯 FDF模型生成的化学反应生成物的滤波值与 DNS经空间滤波后的结果符合很好。 
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引  言 

近年来，大涡模拟（LES）在非预混湍流燃烧中得到快速的发展和应用[1-10]。LES 已经被用来研究飞行

器的燃烧室燃烧和内燃机[2-4]的燃烧室内的燃烧[5]；在发展非预混燃烧的过程中，人们提出了不同亚格子模

型来封闭化学反应项[6]，比如动态模型，滤波概率密度函数方法，线性涡模型等。
 

在非预混燃烧的 LES计算中，燃料和氧化剂的混合——特别是在亚格子尺度（Sub-grid scale，SGS）

的混合——主导了化学反应的发生。为了较好地预测燃烧过程，准确描述亚格子内混合过程从而获得更加

准确的化学反应速率至关重要。 

滤波概率密度函数（FDF）方法是非预混燃烧 LES中一种重要的方法,该方法使用标量在亚格子内的概

率密度分布来描述亚格子湍流混合信息，进而计算化学反应的滤波组分质量分数。 

在非预混燃烧中，混合分数的 FDF定义为[9] 
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其中， fφ为守恒标量的 FDF，φ̂表示标量空间，在下文中，均简写为φ，δ 为 Dirac脉冲函数，G为滤波

权函数，本文中的滤波权函数均采用盒子滤波， L表示滤波，滤波尺度为L。守恒标量的 FDF 的物理

意义为标量在亚格子内的概率密度分布；如果滤波函数 G非负，FDF满足 PDF的所有性质。 
FDF方法最初是 RANS中 PDF方法在 LES中的一种延伸。Givi首先将 PDF方法应用到平衡态化学反应流

的 LES中[7]，Cook等人用 Givi的方法研究了非平衡态化学反应流[7,8]，在 Cook之前，Pope引入了 FDF的
概念和定义，并用严格证明了该方法可以自动封闭化学反应方程[9]，之后 Gao等人推导了标量 FDF的输运
方程，给出了获得标量 FDF的一般方法[10]。  

FDF方法的关键是获得标量的 FDF，即亚格子内的标量混合的信息。获得标量 FDF的方法主要有两类。

一类是求解 FDF的输运方程 
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其中，D为分子扩散系数，
i i

D
x x
φ φχ ∂ ∂

=
∂ ∂

是标量耗散率。然而，求解标量 FDF输运方程计算量较大，对

计算机内存要求较高，限制了其使用范围[6]。 
另一类较为常用的方法是假设 FDF的形式，利用标量的低阶（一般是一阶和二阶）滤波矩来确定假设

函数中的待定系数。为了使用假设 FDF 函数方法给出形式上和物理上较为合理的标量 FDF，本文提出了一

种函数形式——双高斯函数。 

本文结构如下，第一节分析亚格子内标量混合的物理内涵，提出双高斯 FDF的两个假设，并从假设出

发，给出亚格子内标量混合的 FDF；在第二节中，简单介绍 DNS 方法及使用该方法得到的数据库，得到亚

格子标量的 FDF；第三节介绍基于平衡态化学反应条件下对双高斯分布的先验检验方法，以及检验结果；

最后一节是对本文的总结。 

1 亚格子标量的混合及其双高斯分布 

随着湍流非预混燃烧 LES的快速发展，亚格子尺度的标量混合引起了更多的关注。Tong等人[11,12]用射

流实验数据研究了亚格子标量 FDF的条件统计，以及标量耗散率、标量扩散率等量的条件滤波。我们在之

前的工作中，使用具有平均标量梯度的稳态均匀各向同性湍流混合的 DNS数据库，对上述各物理量进行了

考察[13]。这些增加了我们对湍流混合的物理理解，是本文工作的基础。
 

1.1 关于亚格子标量混合的两个假设 

亚格子内的湍流混合主导着化学反应过程，守恒标量的一阶滤波矩（大尺度标量 Lφ ）和二阶滤波矩

（SGS 方差 2

L
φ ′′ ）常用来描述亚格子内的湍流混合。通过使用 Lφ 和

2

L
φ ′′ 作为条件量来研究标量耗

散率、扩散率等量的条件统计，人们发现亚格子湍流混合与初始状态为二元混合的整体湍流混合具有相似

性，前者存在于充分发展的湍流混合状态中，而后者存在于发展过程中的湍流混合状态中。当 SGS方差较
大的时候，亚格子标量的 FDF是双峰分布，以 SGS标量为条件的耗散率滤波量在 FDF的双峰之间达到最
大值，而标量扩散率也有相应的变化，这个特点与二元湍流混合的初始状态类似；当 SGS方差较小的时候，
亚格子标量的 FDF接近高斯分布，表示混合充分的状态，这与二元湍流混合的充分发展阶段相似。 
对于均匀湍流混合，其物理背景和统计特性（比如近高斯概率密度分布）研究比较充分。当 SGS方差

较大的时候，亚格子标量的 FDF会出现双峰分布，Tong等人[11,12]认为这与扩散层（diffusion-layer like sheet）
结构有关。在 SGS方差较大时，扩散层将亚格子分为两个混合充分的部分，而扩散层内存在较大的标量梯
度和强烈的耗散。这一认识揭示了亚格子混合的非平衡性的存在（SGS 方差较大的时候），以及背后的物
理图景，这对于我们构建湍流混合的 SGS模型很有意义。 
根据以上湍流混合的实际过程，我们首先抽象出一个概念：基本区域。 

在二元湍流混合中，近似存在这样的单连通区域Ωl： 

1） 区域的尺度 φηl ? （ φη 为标量耗散尺度） 

2）区域内的混合过程是均匀的，即不存在强耗散（或者说扩散层等大尺度结构） 
满足这两个条件的区域，我们称为一个基本区域。 
基于湍流混合的实际过程和基本区域的概念，我们有以下假设： 

（a）守恒标量在一个基本区域内的概率密度分布接近高斯分布，即Ωl内的守恒标量标量φl的概率 

密度函数满足 
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2 2 2
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， l表示在Ωl上做平均。 

（b）扩散层结构将一个亚格子分割成两个基本区域。 

1.2 双高斯分布及其对称情况 
根据以上两个假设，亚格子内的混合可以分为两个基本区域的组合。如果设其中一个基本区域所占亚

格子体积比为α ，则另一个为1 α− 。由全概率定理，亚格子内标量的概率密度分布（FDF）为 
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这里， ( ) ( )2

L L
L

φ φ φ φ φ′′ = − − 是无量纲化标量的亚格子部分， 1 2,µ µ 分别是φ ′′在基本区域 1

和 2的平均值， 1 2,σ σ 分别是φ ′′在基本区域 1和 2内的方差。这里选用标量的亚格子部分和选用标量本身

是等价的，因为在实际 LES中，标量的大尺度部分 Lφ 和亚格子标量方差是已知的。 

使用 SGS 方差作为唯一的条件来确定（ 4）式的参数时，双高斯分布是对称的，即

1 2 1 20.5, ,α µ µ µ σ σ σ= = − = = = ，从而（4）式化为 
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而φ ′′的二阶滤波矩为 1，从而有 2 2 1σ µ+ =  。 

根据量纲分析，我们确定σ 的值如下： 
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其中，C为常数。 
 

2 稳态均匀各向同性湍流混合的直接数值模拟（DNS） 

本文使用带有平均标量梯度的稳态均匀各向同性湍流混合的DNS数据来检验亚格子标量混合的双高斯

模型。设在空间的 Z方向上存在平均标量梯度β ，那么，标量可以分解为 

 ( ) ( ), ,i ix t x t Zφ βΦ = +        (7) 

在我们的算例中，取 1.0β = − 。将（7）式代入标量的对流扩散方程 

 ( ) 2
t D∂ Φ + ⋅ ∇ Φ = ∇ Φu       (8) 
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可以得到标量脉动的控制方程 

 ( ) 2
t D wφ φ φ β∂ + ⋅ ∇ = ∇ −u    (9) 

其中，w为 Z方向的速度分量，右边最后一项所起的作用是持续产生标量脉动，这也是施加平均标量梯度
的目的。 
 DNS 联合求解（9）式以及三维 NS 方程。数值上，空间离散使用伪谱方法，时间推进采用二阶
Adams-Bashforth方法[14]。求解区域是一个边长为2π 的立方体。空间上采用周期性边界条件。本研究的计
算中，采用 5123的网格规模。更具体的算法可以参考Wang[14,15]和 Pope等人[16]的文献。 
本文 DNS计算的参数如表 1所示。 

                            表 1 计算参数和 DNS特征统计量 
Table 1 Summary of the calculation parameters and diagnostic quantities of the DNS 

物理量                            具体数值 

网格量：N3                           5123 

Taylor 微尺度雷诺数：Reλ               209 

Kolmogorov尺度：η                    0.0084 

最大波数与耗散尺度之积： maxk η         2.02 

湍动能：E                            1.15 
耗散率：ε                             0.2 
大涡翻转时间：Te                     1.66 
施密特数：Sc                          0.7 

标量方差：Eφ                         1.51 

标量耗散率：χ                        0.85 

标量耗散尺度： φη                      0.011 

  
使用以上 DNS数据，可以检验上文所提出的双高斯模型。本文使用物理空间三维盒子滤波器，对 DNS

数据进行滤波处理。图 1给出了标量谱和标量的滤波谱，可以看到标量谱具有一定宽度的惯性区，滤波谱
在大波数区域有震荡，这是滤波器在波数空间具有震荡的缘故[11]。 

 为了验证守恒标量的双高斯模型，我们首先用 DNS 数据算得 ( ) 2|
L

fφ φ φ′′ ′′ ，然后给出双高斯模

型的结果，进行对照，结果如图 2所示。从图上可以看出，模型可以很好的模拟 SGS标量 FDF的演化趋
势，即从 SGS方差较大的时的双峰分布演变至 SGS方差较小时的高斯分布。 
 

图 1 标量谱和大尺度标量谱 
Figure 1 Spectra of the scalar and resovable-scale 
scalar 

 

 图 2 SGS标量 FDF及其双高斯分布预测 
Figure 2 SGS scalar FDF and its double-Gaussian 
model 
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注：图中横坐标是无量纲化的波数，纵坐标是标量 
谱值。实线是标量谱，虚线表示-5/3对数律，带圆 
圈实线表示滤波后的标量的谱。L是滤波尺度。 

  
注：图中横坐标是 SGS标量，纵坐标是 SGS标量 
的 FDF；符号表示 DNS值，线条表示模型值，不 
同的符号和线条代表不同的 SGS方差条件，在图 
例中给出。滤波尺度为 L。 

 
   

3 双高斯分布的先验检验 

 本文首先用 DNS数据检验了被动标量 FDF的双高斯模型。图 3画出了 DNS给出的被动标量 FDF与

双高斯 FDF 模型给出的 FDF 的散点图，从图上可以看出，散点落在在直线 _ _DNS Modelf fφ φ=— 周围，并在

直线附近集中，显示了两者很好的相关性，被动标量的双高斯模型与 DNS结果相符。 
 

图 3 DNS滤波和模型预测的标量 FDF散点图 
Figure 3 Scatter points of the scalar FDF from filtered DNS and model 

   
 

注：横坐标为 DNS滤波所得标量 FDF，纵坐标为模型预测标量 FDF。不同的图分别表示不同 

的标量值（a）0.5 stφ , (b) stφ ，（c）1.5 stφ 所对应的 FDF 

在此基础上，本文进一步检验了无限快化学反应速率单步反应条件下，双高斯模型对生成物质量分数

滤波值的预测。 
平衡态的二元一步化学反应方程如下 
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 ( 1)F rO r P+ → +           (10) 

由平衡态二元一步化学反应的解可知，燃料质量分数 fy ，氧化剂质量分数 oy 和生成物质量分数 py 可

以表示为守恒标量的函数。对于生成物 py ，其表达式为  

 
( ) ( )

,
1 / 1 ,

st
p

st st

y
φ φ φ

φ φ φ φ

≤=  − − >
          (11) 

其中， ( )1 / 1st rφ = + 是当量混合分数， r为化学反应系数。 

根据 FDF的定义和性质，生成物的大尺度量 p L
y 可以表示为 

 ( ) ( )
1

0p pL
y y f dφϕ ϕ ϕ= ∫          (12) 

其中，ϕ是混合分数的样本空间变量。 

图 4显示了分别由 DNS数据和双高斯模型生成物质量分数滤波值的散点图。由图可知，在 p L
y 值较

大的地方，有轻微的发散；在 p L
y 较小处，数据点较为集中；然而所有的散点都集中在斜率为 1的直线

附近，这表明双高斯分布的 FDF模型得出的 p L
y 非常接近由 DNS滤波得到的结果。 

 
图 3 DNS和模型给出的生成物滤波量的散点图 

Figure3 Scatter points of the filtered py from DNS and model 

 
注： 横坐标为 DNS得到的生成物滤波值，纵坐 
标为模型得到的生成物滤波值。 
 

 

4 结论 

标量混合是湍流燃烧的重要过程，亚格子内的标量混合是湍流燃烧 LES要处理的关键问题。本文从标
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量亚格子混合的物理特征直接入手，提出了亚格子标量 FDF的双高斯分布模型，并用 DNS数据对其做了
先验检验。 
文章通过考察湍流混合，指出湍流混合中两种典型的混合状态：均匀混合状态，强耗散状态（扩散层），

并认为湍流混合主要是由这两种状态组合而成。由此抽象出了基本区域的定义，它能很好的反映均匀湍流

混合的主要统计特征。基于基本区域的定义，本文提出了二元混合两个假设：首先是基本区域内的标量概

率密度分布接近高斯分布，其次是扩散层将亚格子分为两个基本区域。根据这两个假设，推导出了亚格子

标量的 FDF的双高斯分布形式。 
本文通过 DNS结果，检验了双高斯分布在平衡态二元一步化学反应流中的预测能力。结果显示，被动

标量的高斯模型与 DNS结果相符；并且，双高斯 FDF模型能够准确预测化学反应生成物质量分数的滤波
值。 
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DOUBLE-GAUSSIAN DISTRIBUTION OF THE PASSIVE SCALAR IN A SUB 

GRID IN NON-PREMIXED COMBUSTION AND ITS PRIORI TEST1） 

Fujie Gao*，Jian Zhang*,2)，Guodong Jin*，Guowei He*  

*( Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China ) 

 

Abstract：As an important large-eddy simulation (LES) method of non-premixed turbulent combustion, filtered 

density function (FDF) method describes the SGS scalar mixing by using the passive scalar FDF, and closes the 

chemical rate term automatically. Double Gaussian distribution for the passive scalar FDF is proposed here. For 

the SGS scalar variance from large to small, the double Gaussian model is able to reproduce the evolution of the 

SGS scalar distribution from the bimodal to the Gaussian. The model is further used in homogeneous isotropic 

turbulent combustion with an infinitely fast chemistry reaction and the results are compared with that of the 

filtered DNS. In the combustion flow, the FDF of passive scalar gained by the double Gaussian method are in 

good agreement with the DNS result and the filtered mass fraction of the production calculated by the double 

Gaussian method fits well with that of DNS.  
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