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摘要 针对四边固支矩形薄板，以连续体的随机振动理论及板壳磁弹性基本理论为基础，导出了在外加磁场中通入

非平稳随机电流情形下矩形薄板的磁弹性随机振动方程。将洛伦兹力耦合项中的一部份假设为薄板的一种阻尼，另一
部分假设为非平稳随机均匀分布载荷，分别得到了外加磁场中通入非平稳随机电流时板的随机位移响应的均值、功率谱
密度函数等数字特征。针对具体算例，在通以非平稳随机电流的情形下，计算了其位移响应的功率谱密度函数和均方值
函数，并绘出了板中心点的位移响应功率谱密度图、速度功率谱密度图及加速度功率谱密度图，并讨论了磁场强度及洛
伦兹力耦合项对在非平稳随机电流下的随机位移响应的影响。
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Abstract The magneto-elastic random vibration equation of a fixed rectangular plate in a magnetic field with non-stationary

random current was derived based on magneto-elastic theory and the theory of of random vibration of continuous． The random
displacement response of the plate was analyzed on the assumptions that one part of the coupled part of the Lorentz force is a kind
of damping and the other part is random distributing load． The mathematical expectation，the auto-correlation function，the power
spectral density function of the random displacement response of the plate with non-stationary random current were obtained． As
an example，the power spectral density function and the mean square value function of the displacement response of a fixed plate
with non-stationary random current were calculated． The diagrams of the power spectral density of the displacement response，
velocity and acceleration at center point of the plate were shown here． The changes of the diagrams of the power spectral density
indicated the effects of the coupled parts of the Lorentz force to the random displacement response．
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引言

产生振动的原因有内因和外因。内因是系统的结
构包含质量、弹性及阻尼等各个元件，受到外界激励后
会发生振动;外因是系统以外的物体对系统有激励作

用，它们可以是初位移、初速度、冲击、周期性干扰力或
随机干扰力，振动可以是确定的，也可以是随机的。如
果结构和干扰中有一个是随机的，系统的振动就是随

机振动
［1］。随机过程又分为平稳的和非平稳的两类。

直观地说，平稳过程是其统计特性不随时间而变的过
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程，而非平稳过程是其统计特性随时间而变的过程，许

多物理过程本质上是非平稳的。例如，在用火箭助推
的飞行器领域里，飞行器在起飞、级间分离和快速关车
期间的振动环境就是非平稳过程;地震、海浪、爆炸、冲
击和其他仅能作统计描述的过渡现象也是非平稳过

程
［2］。因此对非平稳随机振动理论的研究具有十分
重要的理论意义和实际工程应用价值。国内外不少学
者对非平稳随机振动的有关问题展开了研究，已取得

了一些有意义的成果。例如，文献［3］利用状态空间
中的状态转移矩阵法获得响应的协方差矩阵的分析方

法，对具有混合质量阻尼系统的结构非平稳随机振动

问题进行了分析。文献［4］通过激励功率谱的分解，
建立了多维非平稳地震激励作用下结构随机响应的虚

拟激励法。文献［5］提出了考虑轨道高低不平顺时进
行车桥耦合系统垂向非平稳随机振动分析的新方法。
文献［6］研究了基于正交分解法的非平稳随机振动响
应计算。文献［7］提出了一个针对结构非平稳随机响
应分析的快速虚拟激励方法。
综上所述，对于处在电磁场和变形场耦合作用下

构件的随机振动研究还不多见
［8-9］，尤其是在外加磁场

中对构件通入非平稳随机电流的非平稳随机振动研究

尚未查到相关文献。鉴于此，本文针对外加磁场中通
入非平稳随机电流的四边固支矩形薄板，将洛伦兹力

耦合项中的一部份假设为薄板的一种阻尼，另一部分

假设为非平稳随机分布载荷，研究了薄板的非平稳随

机振动问题。并讨论了磁场强度及洛伦兹力耦合项对
在非平稳随机电流下的随机位移响应的影响。

1 基本方程的建立

采用笛卡尔直角坐标系 O － xyz，其中 x、y 位于中
面内，z为法向坐标。仅考虑几何线性情况，由薄板的
小挠度理论及磁弹性基本理论，最终得到磁场中薄板

运动方程为
［10-11］

DM
4w + ρh 

2w
2 t

= Fz + Pz +
mx

x
+
my

y
(1)

式中，算子4
为重调和算子，定义为

4 = 22 = ( 
2

x2
+ 

2

y2
)(
2

x2
+ 

2

y2
) =

4

x4
+ 2 4

x2y2
+ 

4

y4
(2)

w x，y，( )t 是板的横向位移;DM = Eh3

12(1 － υ2)
是板的弯

曲刚度，E是材料的弹性模量，υ是材料的泊松比，h 为
板厚;Fz 表示 z方向上的电磁力;Pz 表示 z方向上的外
加载荷;mx、my 表示电磁力矩;ρ为材料的质量密度。

2 磁场中薄板的磁弹性随机振动方程

2. 1 薄板的随机振动方程
设矩形薄板长为 a，宽为 b，板厚为 h。板受横向

分布力 P(x，y，t)激励。不考虑外部黏性阻尼和内黏
性阻尼，则上述板的振动方程为

［12］

DM
4w(x，y，t) + C1 Ix

5w(x，y，t)
x4t

+

C1 Iy
5w(x，y，t)
y4t

+ ρh 
2w(x，y，t)
2 t

=

P(x，y，t) (3)

式中，Ix =
ah3

12、Iy =
bh3

12 是惯性矩，c1 为板内线阻尼系

数。
2. 2 薄板的磁弹性随机振动方程
矩形薄板在横向磁场 B(Bx，0，0)的作用下，通以

随机电流 J = (Jclx( t)，Jcly( t)，0)。由式(1)和式(3)，
可得到磁场中矩形薄板的磁弹性随机振动方程

DM
4w(x，y，t) + ρh 

2w(x，y，t)
2 t

+

C1 Ix
5w(x，y，t)
x4t

+ C1 Iy
5w(x，y，t)
y4t

=

Fz + P(x，y，t) +
mx

x
+
my

y
(4)

式中的电磁力和电磁力矩为
［11］

Fz = ∫
h /2

－h /2
( － JclyBx － JyBx)dz

mx = 0，my = 0 (5)
式中，Jcly为外加侧向电流强度沿 y 轴方向的分量;Jy

是矩形薄板内感应电流强度沿 y轴方向的分量，且有

Jy = σ(ey + w
t
Bx) (6)

式中，ey 为磁感应电场强度在分量，σ为电导率。
将式(5)、式(6)代入方程(4)中，不考虑感应电场

强度和外部介质的黏性阻尼，且设 P(x，y，t) = 0，经计
算可得板的磁弹性随机振动方程为

DM
4w(x，y，t) + ρh 

2w(x，y，t)
t2

+

C1 Ix
5w(x，y，t)
x4t

+ C1 Iy
5w(x，y，t)
y4t

+

σhB2
x
w(x，y，t)

t
= － hBxJcly( t) (7)

3 四边固支矩形薄板的随机位移响应分析

在一般实际工程中，随机干扰可以表示为
［13］

P(x，y，t) = Q(x，y) f( t)
式中，Q(x，y)是位置坐标(x，y)的确定性函数的分布
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力，f( t)是时间 t的随机过程，P(x，y，t)的均值和空间
－时间的互相关函数可以分别表示为［14］

mp(x，y，t) = Q(x，y)mf( t)

Ｒp(x1，y1，x2，y2;t1，t2) = E［P(x1，y1，t1)

P(x2，y2，t2)］ = Q(x1，y1)Q(x2，y2)Ｒf( t1，t2
{

)

(8)

式中，Ｒ f( t1，t2)表示过程 f( t)的自相关函数。
3. 1 通入随机电流为非平稳随机过程时板的位移响
应

将式(7)中最后一项(σhB2
x
w(x，y，t)

t
)假设为板

的一种阻尼，右端项( － hBxJcly( t))假设为随机分布载
荷，当通入非平稳随机电流时，随机分布载荷在时间上

是非平稳的。由式(8)可得随机分布载荷的均值和互
相关函数为

［15］5

mp(x，y，t) = － hBxg( t)mJsy( t)

Ｒp(x1，y1，x2，y2;t1，t2) = h2B2
xg( t1)g( t2)ＲJsy( t1 － t2{ )

(9)
式中，g( t)是关于时间 t的函数，mJsy( t)是随机电流 Jsy
( t)的均值。ＲJsy( t1 － t2)是随机电流 Jsy ( t)的自相关
函数。
由模态分析法，式(7)的位移响应为［15］167-168

w(x，y，t) = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
φij(x，y)Yij( t) (10)

式中，φij(x，y)表示板的第( i，j)阶固有振型，Yij( t)是
与第( i，j)阶主振型对应的模态响应，四边固支矩形薄
板的固有振型为

［15］167-168

φij(x，y) = (1 － cos 2iπxa )(1 － cos 2jπyb ) (11)

将式(10)、式(11)代入式(7)，并利用伽辽金积分原理
进行积分，最后可得

Ÿij( t) + 2ζijωijY·ij( t) + ω2
ijYij( t) = Gij( t) (12)

式中，Gij ( )t 为模态激励，其表达式为

Gij ( )t = －
4BxhJcly( t)
(2n + 1) 2ρhab∫

a

0 ∫
b

0
φij(x，y)dxdy (13)

而第 i，( )j 阶模态阻尼为

2ζijωij =
C1h

2

12(2n + 1)ρ
［a (2iπa )

4

+ b (2jπb )
4

］+

σB2
x

ρ
= 2ζ' ijωij +

σB2
x

ρ
(14)

令 a2 = 2 2iπ( )a
4

+ 2 2jπ( )b
4

+ 2iπ( )a
2

+ 2jπ( )b[ ]
2 2

，可

求出板的固有频率为

ωij =
DMa2

(2n + 1) 2ρ槡 h
(15)

假定系统的初始条件为零，式(12)的解可表示为

Yij = ∫
+∞

－∞
Gij( t － τ)hij(τ)dτ (16)

式中，τ为时间坐标的移动值，且 τ = t2 － t1。hij为模态

脉冲响应函数，且有

hij = 1
2π∫

+∞

－∞
Hij(ω)exp(λωt)dω (17)

式中，λ2 = － 1。
相应的模态频率响应函数为

Hij(ω) =
1

［(ω2
ij － ω2) + 2λζijωijω］

(18)

由式(10)、式(12)和式(16)，经计算可得板的横向随
机位移响应为

w(x，y，t) = ∑
∞

i = 1
∑
∞

j = 1
φij(x，y)∫

+∞

－∞
Gij( t － τ)hij(τ)dτ

(19)
随机位移响应的均值函数为

mw x，y，( )t = E w x，y，( )[ ]t = ∑
∞

i = 1
∑
∞

j = 1
φij x，( )y ×

∫
+∞

－∞ ∫
a

0 ∫
b

0

－ 4Bx

2n +( )1 2abρφij u，( )v ×

g( )t mJsyhij ( )τ dudvdτ (20)

位移响应的自相关函数为

Ｒw(t1，t2，x，y) =
16B2

x

2n +( )1 4 ab( )ρ 2 ×

∑
∞

i = 1
∑
∞

j = 1
∑
∞

k = 1
∑
∞

s = 1
φij(x，y)φks(x，y)∫

+∞

－∞ ∫
a

0 ∫
b

0 ∫
a

0 ∫
b

0
Hij(ω) ×

Hks( － ω)φij(u1，v1)φks(u2，v2)g(t1)g(t2)SJsy(ω) ×
exp( － λω(t1 － t2))du1dv1du2dv2dω
位移响应的自功率谱密度函数为

Sw(ω，t，x，y) =
16B2

x

2n +( )1 4 ab( )ρ 2∑
∞

i = 1
∑
∞

j = 1
∑
∞

k = 1
∑
∞

s = 1

φij(x，y)φks(x，y)∫
a

0 ∫
b

0 ∫
a

0 ∫
b

0
Hij(ω)Hks( － ω) ×

φij(u1，v1)φks(u2，v2)g
2( t)SJsy(ω)du1dv1du2dv2

(21)
将式(11)、式(18)代入式(21)可得薄板的位移响

应自功率谱密度函数

Sw(ω，t，x，y) = g2( t)SJsy(ω)
16B2

x

2n +( )1 4 ab( )ρ 2 ×

∑
∞

i = 1
∑
∞

j = 1
(1 － cos 2iπya )

2

1 － cos 2jπy( )b
2
×

［∫
a

0 ∫
b

0
(1 － cos 2iπya )(1 － cos 2jπyb )dxdy］

2

(ω2
ij － ω2) 2 + (2ζijωijω)

2 (22)

这是一个多输入、多输出问题，给定一组 x、y 的值
可得到该点的位移自功率谱密度函数。
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4 算例

本文以中碳刚板为例，板长为 a = 0. 8 m，板宽为
b = 0. 6 m，板厚为 h = 2 × 10 －3 m，材料的泊松比 υ =
0. 25，质量密度 ρ = 7. 8 × 103 kg /m3，弹性模量 E = 210
GPa，圆频率 珚ω = 314. 16 s －1，简约内阻尼系数 C1 =
0. 04 S。电导率 σ = 6. 3 × 106 (Ω·m) － 1，Bx = 0. 2 T，
考虑外加电流为非平稳随机电流，平稳随机电流密度

分量 Jsy ( t) 的功率谱密度为一常数，SJsy = 4 × 1012

(A /m2) 2 /Hz。当 g( t) = sin 珚ωt时，此时的激励为非平
稳随机激励。只考虑薄板的前一阶固有振型，即
ω11 =

DM{2 (
2π
a )

4

+ 2 (2πb )
4

+ ［(2πa )
2

+ (2πb )
2

］
2

}

9ρ槡 h =

254. 76 rad /s (23)

将 x = a
2 、y =

b
2 和式(23)，以及算例中所给参数

代入式(22)，可计算出板中心点的位移响应的自功率
谱密度，并画出其图形，如图 1 所示。

Sw(ω，t，
a
2 ，

b
2 ) =

16Bx

9( )ρ

2

sin2(珚ωt)SJsy(ω)

1
(ω2

11 － ω2) 2 + (2ζ11ω11ω)
2 = 6. 937 × 104 ×

sin2(珚ωt)
ω4 + 2． 531 × 105ω2 + 3． 264 × 10( )8 (24)

图 1 板中心点位移响应自功率谱密度图
Fig． 1 The auto-power spectral density map

of displacement at mid-center point on the plate

将式(14)中的耦合项
σB2

x( )ρ
去掉后，在相同参数

下，可以计算出不考虑耦合项时板中心点的位移响应

的自功率谱密度图，如图 2 所示。
该响应是非平稳随机振动过程，根据位移的自功

率谱密度函数推导出速度自功率谱密度函数以及加速

度自功率谱密度函数，并绘出其图形，如图 3 和图 5 所
示。

图 2 不考虑耦合项时板中心移位响应

自功率谱密度图

Fig． 2 The auto-power spectral density map of displacement

at mid-center point ignoring coupled parts

图 3 板中心点速度自功率谱密度图
Fig． 3 The auto-power spectral density map

of velocity at mid-center point on the plate

同理，可计算出不考虑耦合项时的速度自功率谱

密度函数以及加速度自功率谱密度函数，并绘出其图

形，如图 4、图 6 所示。

图 4 不考虑耦合项时板中心点的速度自功率谱密度图
Fig． 4 The auto-power spectral density map of velocity at

mid-center point ignoring coupled parts

功率谱密度反映随机过程的振动能量在频率域上

的分布。通过对功率谱密度的分析有助于理解随机振
动的物理机理，可得出具有不同固有频率的振动激扰

所蕴含的振动能量的平均密度，从而避免或改进振动

激扰以降低振动的发生或减小振动的破坏。
由于磁场中的薄板通以非平稳随机电流，就会产
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图 5 板中心点加速度自功率谱密度图
Fig． 5 The auto-power spectral density map of

acceleration at mid-center point on the plate

图 6 不考虑耦合项时板中心点加速度自功率谱密度图
Fig． 6 The auto-power spectral density map of acceleration

at mid-center point ignoring coupled parts

生随机变化的洛伦兹力，该洛伦兹力中的一部分假设

为非平稳随机均匀分布载荷，即可视为作用在板上的

非平稳随机激励，将会引起板的非平稳随机振动。从
图中可以看出，算例中不论是位移响应功率谱密度，还

是速度功率谱密度、加速度功率谱密度都随时间呈周
期变化，且由于电磁场和变形场的耦合项的存在使得

薄板的位移响应功率谱密度、速度功率谱密度和加速
度功率谱密度都发生了很大的变化。在考虑耦合项
时，振动响应能量分布在 150 Hz ～ 260 Hz 带宽范围
内，不考虑耦合项时振动响应能量分布在 245 Hz ～
260 Hz带宽范围内，可见耦合项对振动响应带宽有很
大的影响，对板的振动应力和疲劳寿命都产生显著影

响，也就是耦合因素对板的振动响应的影响不可忽

视，应加以进一步的分析。利用此性质可以在减振降
噪研究以及对结构系统的监测与故障诊断等实际问题

中发挥重要作用。

5 结论

本文对处在横向磁场中，通入非平稳随机电流的

四边固支矩形薄板，研究了薄板的非平稳随机振动问

题，并讨论了磁场强度及洛伦兹力耦合项对在非平稳

随机电流下的随机位移响应的影响。主要研究结论如
下:

1) 根据板壳磁弹性基本理论和连续体的随机振
动理论，导出了在外加磁场中通入非平稳随机电流薄

板的磁弹性随机振动方程。并计算出通入非平稳随机
电流时薄板的随机振动相关数字特征。

2) 针对通入随机电流为非平稳随机电流、载荷为
非平稳随机均匀分布载荷的情况，通过具体算例对磁

场中的四边固支薄板进行随机响应分析，得到板上相

应位置的位移功率谱密度函数和均方值函数，并绘出

了板中心点的位移响应功率谱密度图、速度功率谱密
度图及加速度功率谱密度图，由功率谱密度函数图形

形状的改变表明了洛伦兹力耦合项对随机位移响应的

影响。
3) 功率谱密度函数从频域方面描述振动的统计
特性，反映出振动能量对频率的分布规律。通过改变
通入薄板随机电流的功率谱密度函数可用来改变振动

能量对频率的分布律。
本文所得到结果可在减振降噪研究以及对结构系

统的监测与故障诊断等实际问题中，起到一定的参考

作用。
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