
基于非结构网格的可压缩多介质流体的

WENO 求解方法 

赵文赓，郑洪伟 

中国科学院力学研究所高温气体动力学国家重点实验室，北京海淀区 100190 

摘要  本文发展了基于非结构网格的可压缩多介质流体的高精度求解器。三阶精度 WENO 有限体积法用于

离散三角形网格单元。欧拉方程和关于物性参数的对流方程组成的准守恒形式方程组作为模型方程；为使

得方程组封闭，状态方程采用了刚性气体状态方程。与基于结构化网格的WENO格式沿一个方向扩展模板

不同，基于非结构化网格的WENO格式向周围所有方向进行扩展，并对各个模板上的低阶重构函数进行加

权获取高阶精度。另外，这些权系数跟每个单元的几何和拓扑信息有关系，不能像结构化网格下可以写出

解析表达式。在重构 P2过程中，采用加权最小二乘重构，使得该算法鲁棒性更好；在求解 P1重构 P2的线

性权重的过程中，直接推导出了系数矩阵的逆矩阵的代数表达式，避免了数值求逆矩阵的运算，提高了计

算效率，也使得算法更加鲁棒。多个数值试验表明，该算法可以获得高阶精度结果，同时在物质界面附近

不会出现压力和速度的振荡。 
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简介 

可压缩多介质流体的数值模拟是计算

流体力学领域重要的研究内容之一，许多流

动问题的研究都涉及到可压缩多介质流体，

如激波在不同介质中的传播、发动机中燃料

与气体的混合燃烧、爆轰波中的强激波和化

学反应流、液体中气泡的变形与坍塌、水下

爆炸等。相对于单介质流体，在可压缩多介

质流体中，不同介质之间存在着复杂的动态

界面。同时，这些不同介质之间存在高密度

比、高压力比以及强间断等。要在实验里快

速获得动态的流场数据是很困难的。因此，

开展可压缩多介质流体的数值计算具有很

高的理论意义和工程价值。 

对于可压缩多介质流体的数值计算，国

内外有很多研究。从上个世纪 70 年代至今，

许多学者提出了不同的方法用于多介质流

体的计算[1‐7]，常见的有 VOF方法、Level set

方法和 Ghost  Fluid 方法等。Abgrall[8]，

Shyue[4]等通过物质界面两侧的压力和速度

平衡的假设推导出了 γ的演化方程模型。 

虽然上述方法可以抑制间断附近的数

值振荡[9‐11]，但文献中很多采用两阶精度

计算算法，精度较低，数值耗散较大，物质

界面容易被抹平，流场中的小尺度结构也容

易被掩盖掉。为了获得准确的计算结果，一

种方法是将网格自适应与传统的计算格式

相结合[12‐14]；另一种方法采用高阶精度数

值算法，在较少的计算网格中也能获得较为

准确的流场信息。过去的十几年中，高阶精

度数值方法领域发展迅速[15, 16]，很多高阶

精度方法相继提出，例如 ENO/WENO 方法

[17]，DG 方法[18]，谱方法[19]等；进而，

发展可压缩多介质流体的高精度求解器成

为多介质流体计算中的一个热点。此外，随

着计算问题的几何外形越来越复杂，传统的

结构网格离散方法已经难以生成令人满意

的计算网格，而非结构网格优越的几何灵活

性可以适应任意复杂几何外形。为了能用于

复杂几何外形多介质流体问题的计算，基于

非结构网格的求解器具有更大的工程应用

价值。因而，本文将开展基于非结构网格的

可压缩多介质流体高阶精度求解方法的研

究。 

在上文提到的各种高阶精度算法中，

WENO 格式在求解含有激波等强间断的问

题中获得了巨大的成功[20]。ENO 格式首先

是由 Harten[21]提出来的，之后 Liu[17]和

Jiang[22]等人对 ENO 格式进行改进，提出了



WENO格式。WENO格式的主要思想是利用

对各个局部模板上的低阶重构函数进行加

权获取高阶精度。在光滑区，能够获得高阶

精度结果；在间断附近，通过自动调整权系

数，可以无振荡的捕捉间断。虽然WENO格

式在求解含有激波单一介质流体的计算中

获得了巨大的成功[20]，但是在可压缩多介

质流场中的应用并不多，尤其是非结构网格。

在非结构网格中，WENO格式的一个关键步

骤是如何在复杂的拓扑结构下得到比较鲁

棒的高阶重构。现以 3 阶精度WENO重构为

例，阐述两种不同的重构方法。Friedrich[23]

提出在每一个小的模板上都重构 P2，然后

将所有的模板加权得到最终的 WENO 格式。

按照该思路，最后的WENO重构精度不会高

于每一个小模板上的重构的精度。Hu[24]等

提出的另一种 WNEO 重构在每一个小的模

板上重构 P1，然后通过线性加权得到较高

阶的WENO重构。Friedrich 提出的方法中重

构需要更多的单元，非结构网格拓扑结构复

杂，这样的重构使得算法效率较低，因本文

而采用了 Hu提出的WENO重构方法。 

本文发展了基于非结构网格的可压缩

多介质流体的三阶精度 WENO 有限体积法

求解器。为了抑制间断附近的数值振荡，在

高斯点处，对原始变量进行三阶WENO重构。

与基于结构化网格的 WENO 格式沿一个方

向扩展模板不同，基于非结构化网格的

WENO格式向周围所有方向进行扩展，并对

各个模板上的低阶重构函数进行加权获取

高阶精度。另外，这些权系数跟每个单元的

几何和拓扑信息有关系，不能像结构化网格

下可以写出解析表达式。在重构 P2 过程中，

采用加权最小二乘重构[25]  ，即在最小二乘

法中，系数矩阵每行都乘以一个权重，该权

重与当前单元到中心单元距离成反比。加权

最小二乘重构使得算法鲁棒性更好；在求解

P1 重构 P2 的线性权重的过程中，直接推导

出了系数矩阵的逆矩阵的代数表达式，避免

了数值求逆矩阵的运算，提高了计算效率，

也使得算法更加鲁棒。时间积分采用了多步

的 Runge‐Kutta 时间离散。近似黎曼求解器

采用 HLLC黎曼求解器[26,  27]。该求解器对

于间断问题采用了近似的三波模型：左行波、

右行波和中间的接触间断，能够很好地求解

接触间断。综上，本文发展了基于非结构网

格的可压缩多介质流体的高阶精度 WENO

求解器，在间断附近无速度和压力的振荡，

在光滑区能获得高阶精度结果，在非结构网

格中鲁棒性好。 

基本理论 

2.1 控制方程 

不考虑传热、粘性以及化学反应等的影

响，描述多介质可压缩流体的方程为二维

Euler方程，其形式为： 
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式中，ρ, u, v, p 和 E 分别表示流体的密度，

x 方向的速度分量， y 方向的速度分量，压

力，以及单位体积上的总能量，e 表示流体

单位质量的内能。假设多相流中的每一种流

体都满足刚性气体的状态方程 

      , 1 , ,p t e t t     x x x （2） 

与气体相关的参数满足的方程[4]为 
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上式中 

1
, ,

1 1

  
  
 

       
 

此处，γ 为比热比，π 为材料常数，对于理

想气体，π = 0。综上，可压缩多介质流体的

控制方程为（1）和（3）组成的准守恒形式

方程组。 

 



2.2WENO重构 

在该部分，我们将详细介绍在非结构网

格上采用WENO有限体积法对控制方程（1）

和（3）进行离散。 

选取三角形的网格作为控制体，方程（1）

的半离散有限体积格式可以写成 
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此处，U0 为 u 在单元 0 上的单元平均值，n

为三角形单元边界的单位外法向量。方程（4）

中的线积分可以通过 s 个点的高斯积分进行

离散 
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其中，s 为高斯点的数目，ωj 为权重。在三

阶WNEO重构中，s = 2。 

 
图1 WENO重构的模板示意图 

 

在三角形单元内进行WENO重构时，需要构

造一个二次多项式 p2，并要求 p2 在模板中

的所有单元内的积分值分别与单元平均值

相等。三阶WENO重构的模板示意图如图 1

所示，共 10个单元。文献[24]中采用了最小

二乘的方法求 p2。设重构的二次多项式（6）。

（6）式中，ξ = x-x0，η= y-y0 。对于单元 i，

我们可以得到方程（7）。对于其他的 8 个单

元，我们可以得到类似的关系式，将 9 个方

程组成方程组（8）： 
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方程（8）中有 5 个未知数，9 个方程，可

以通过最小二乘的方法求解。将方程左右都

乘以系数矩阵的转置，可以得到： 

T TA A A                     （9） 

上式中有， 
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与 Hu[24]的文献中不同，本文采用了鲁棒性

更好的加权最小二乘，系数矩阵的每行乘以

一个权重： 
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在（11）中，权重反比于当前单元的形心到

中心单元的形心的距离，其具体形式为： 

   2 2

0 0

1
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i ix x y y
 

  
  （12） 

该权重与单元的几何形状有关，如果当前单

元距离中心单元越远，对应的权重也就越小。

相对应的的重构方程也就变为新的形式： 

ˆ ˆ ˆ ˆT TA A A                     （13） 

上式中，二次多项式仅仅与网格的几何位置

有关，与解无关，因而我们可以提前计算出

相应的系数，并存储起来。 

在WENO重构中，另一个重要的步骤是

在局部模板上重构线性的多项式。如图 1 所

示，所有的可选模板共 9 个：S1={0, i, j}, 
S2={0, i, k}, S3={0, j, k}, S4={0, i, i1}, 
S5={0, i, i2}, S6={0, j , j1}, S7={0, j, 
j2}, S8={0, k, k1}, S9={0, k, k2}。在每

一个模板内，我们可以定义如下的线性多项

式的形式： 
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在每一个高斯点上，例如 G1，我们可以寻

找一组非负的线性权重 γj使得 9个线性多项

式 p1 满足 
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此处 W(x, y)为 p2 在高斯点处的值。为了使

得重构的解为所有候选模板的凸组合，要求

γj 为非负，对于抑制间断附近的振荡非常有

效。对于 γj，有如下关系式： 
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对于单元 0，在二次多项式 p2 中 U0 的系数

应该等于所有的线性多项式 p1中 U0的系数

之和。将该方法应用到所有的 10 个单元并

与方程（5）、（15）和（16）相结合，这

样可以得到关于 γ的方程组： 
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在方程（17）中，所有的系数都只是网格有

关的参数，可以提前计算出来。我们选择方

程（17）中的前 8 个方程，将方程重新写成

如下的形式： 
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方程（18）常见的求解方法是直接对其

系数矩阵求逆。之后，结合方程（16）和（17）

的前两个方程，这样得到所有的 γ。然而，

在矩阵求逆的过程中，往往出现系数矩阵的

行列式为零导致计算失败。因而，我们提前

推导出（18）中系数矩阵的逆矩阵的代数表

达式，这样避免了程序中方程求逆的运算。

方程（18）可以重新写作： 
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其中，B 的表达式为： 
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然而，上述步骤不能保证所有的 γ值都

是非负的。进而采用 Hu 的文献中重组模板

的方法。例如，对于边界 i 上的第一个高斯

点，我们可以将 9 个模板重新分组为 3 个新

的模板：S1
new= {S2, S4, S5}, S2

new= {S3, S6, S7}, 

S3
new= {S1, S8, S9}。 

为了度量不同模板的振荡幅度，定义如

下形式的振荡因子和非线性权重[24]： 
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上式中，ωj代表非线性权重   

在WENO重构过程中，我们对原始变量

采用重构。时间积分采用了多步 Runge‐Kutta

时间离散，CFL 数为 0.3。 
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2.3 HLLC 近似黎曼求解器 

在单元的边界上，状态量的定义并不唯

一，需要使用近似黎曼求解器求解界面上的

通量。有许多不同的求解器，例如 Godunov，

LF，Roe，Engquist‐Osher，HLL 和 HLLC 等。

HLLC 求解器将解近似为为三个波：左行波，

右行波和中间的接触间断。该求解器对于接

触间断的求解有非常好的结果，因而本文可

以采用 HLLC求解器。在非结构网格中，HLLC

通量可以写作如下的形式[5]： 
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上标的通量定义如下： 
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其中， 
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上式中，aL, aR 和  ã 分别是左行声速、右行

声速和平均声速。在刚性气体状态方程下，

声速的表达式为： 
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为了离散方程（3），将其写成另外一种

形式： 

0
t


  


u       （27） 

数值通量为： 

u                           （28） 

这样，HLLC通量可以很容易地应用于方程（3）

中。对流方程中的 HLLC 格式的具体表达式

可参考相关文献。 

数值算例 

按照上述算法，本文计算了六个不同的

可压缩多介质流体算例，分别为二维涡演化

算例，气‐气界面对流问题，气‐气激波管问

题，界面平移问题，水下气泡爆炸问题和圆

柱容器内激波与物质界面相互作用问题。程

序采用 fortran 编写，使用 easymesh 划分三

角形网格。 

3.1 二维涡演化算例 

 

h =1/4          h =1/8 

 
h =1/16          h =1/32 

图 2  采用 easymesh 得到的三角形网格 

 

二维涡演化问题[20]是一个用来验证不

同算法精度的经典算例。该问题为单相流动，

流场中只包含一种流体。平均流动为{ρ, u, v, 

p}={1,1,1,1}，在平均流动中加入等熵扰动，

扰动量为： 
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此处，涡的强度为 ε = 5，比热比为 1.4。计

算域为(0, 10)×(0, 10)，为了节省计算时

间，我们选取的计算时间为 t = 0.5，选取的

计算网格如图2所示。对密度进行误差分析，

结果见表 1。 

 

 

表 1  精度分析（密度）

网格尺度 
1L
  error  1L

order 2L
  error 2L

order
L error

L order 

1/4  3.75E‐4  —  1.26E‐3  —  1.84E‐2  — 

1/8  4.85E‐5  2.95  2.06E‐4  2.62  5.25E‐3  1.81 

1/16  4.54E‐6  3.42  1.82E‐5  3.50  4.16E‐4  3.66 

1/32  4.70E‐7  3.27  1.38E‐6  3.73  2.52E‐5  4.04 

 

由表 1 可以发现，随着网格数量的增加，

计算误差越来越小；精度分析表明，该方法

可以得到三阶精度，说明该求解器可以获得

高阶精度结果。 

 

3.2 气‐气界面对流问题 

该问题为一维问题，两种不同气体沿着

x 方向对流，初始条件参见文献[28]。由于

本文主要着眼于二维非结构网格的多介质

流体计算，因而采用二维的程序进行计算。

计算域上下和左右边界采用周期性边界条

件，计算结束后，沿 y =0.1 取计算结果。

图 4 表示计算时长为 t = 1.0 时，两种不同

网格下的结果，从图中可以看出，物质界面

两侧不会存在振荡。 



  

a)  密度                        b)  压力 

图 4  物质界面对流情况（t =1.0） 

 

3.3 气‐气激波管问题 

我们测试两种不同气体组成的一维气‐

气 Riemann 问题[28]。物质界面初始位置位

于 x = 0 处，图 5 分别给出了 t =1.6时刻的

密度，速度，压强以及比热比的结果，从图

中可以看到，该方法能够很好地捕捉物质界

面，在物质界面的两侧不会出现压力和速度

的振荡。 

 

 

图 5  气‐气 Riemann 问题（实线为精确解，

点划线为数值解） 

 

3.4 界面平移问题 

在本算例中，计算域为扇形，扇形的内

径和外径分别为 1 和 2，如图所示。在域内

有另一种流体，该流体呈圆形，圆形位于(2.9, 

2.9)，半径为 r0 =  0.16。两种流体都满足刚

性气体状态方程。网格的尺度为 0.01，计算

时长 t = 0.36。图 6 表示 t = 0 时刻和 t = 
0.36 时刻的物质界面位置图。如前所述，

圆形的界面沿着 x-y 轴的对角线匀速运动，

从图中可以清晰地看到 t = 0.36 时物质界

面仍然保持圆形，并且移动的位置与理论分

析的结果一致。为了使结果更加清晰，我们

画出了两个时刻的密度分布图。从图 7 中可

以看到锐利的物质界面。除此之外，我们给

出了压力和速度的分布图，从图中可以看出，

该方法能够很好地捕捉到物质界面，并且界

面两侧的压力和速度都没有振荡。 

 
图 6 界面平移问题 

 
图 7 界面平移问题密度分布 

 

a）x 方向速度        b）y 方向速度   

图 8 界面平移问题速度分布图 

 

图 9 界面平移问题压力分布 

 

3.5 水下气泡爆炸问题 

该问题为二维轴对称问题，由于初始的

压力不同，气泡内部为高压区，静止的气泡

在水下会爆炸。计算区域为(0, 1) × (0, 1)和

网格如图 10所示，气泡的半径为 r0 = 0.2，

气泡外被水包围，气泡和水的初始状态参见

[28]。 
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如图 15 所示，最开始在左侧边界形成激波，

该激波向右传播并与左行的物质界面相作

用；之后，激波继续向右运动，在 t  =  0.50

时刻，激波在氦气内形成一个弓形激波，如

图 16 所示，右行激波同时导致物质界面开

始向右移动。当右行的激波遇到容器的壁面

之后，就会反射回来；反射回来的激波会重

新与物质界面碰撞并再次进入空气中。通过

图 17（t = 0.75），清晰地看到该过程。随着

时间推进，物质界面开始卷起，出现

Richtmyer‐Meshkov（RM）不稳定现象。此

时，反射激波位于物质界面的左侧。通过图

18（t = 1.0）可以看到该过程；并且，由于

RM 不稳定性产生的小尺度结构也可以在图

中清晰地观察到。可见，该方法能够高分辨

率无振荡的计算复杂流场。 

 

图 15  0.25t  时刻密度云图 

 

图 16  0.50t  时刻密度云图 

 

图 17  0.75t  时刻密度云图 

 

图 18  1.0t  时刻密度云图 

结论 

本文发展了基于非结构网格的可压缩

多介质流体的高精度 WENO 有限体积方法

求解器。三阶精度WENO有限体积法用于离

散三角形网格单元，欧拉方程和关于物性参

数的对流方程组成的准守恒形式方程组作

为模型方程；状态方程采用了刚性气体状态

方程。重构二次多项式过程中，采用加权最

小二乘重构；由低阶重构到高阶重构时，直

接推导出了系数矩阵逆矩阵的代数表达式，

避免了数值求逆矩阵的运算，提高了计算效

率，也使得算法更加鲁棒。多个数值试验表

明，该算法可以获得高阶精度结果，同时在

物质界面附近不会出现压力和速度的振荡。

多个数值算例表明该算法在间断附近无速

度和压力的振荡，在光滑区能获得高阶精度

结果，在非结构网格中鲁棒性好。 
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RESEARCH A Unstructured WENO Method for Compressible Multi-fluids 
Flow 
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100190, China 

Abstract A high-order accurate WENO finite volume method based on unstructured grids for 

compressible multi-fluids flow is proposed in this paper. The third order accuracy WENO finite 

volume method based on triangle cell is used to discrete compressible Euler equation and the stiffened 

equation of state is adopted. The primitive variables instead of the conservative variables are 

reconstructed. The weighted least square method, which is more robust than the least square method, is 

used in the reconstruction. During the procedure of solving linear weights for WENO, we deduce the 



detail algebraic expression of inverse matrix of coefficient in advance so that the procedure of matrix 

inversion is avoided. Several examples are presented to examine this algorithm. Numerical results 

show that there is no spurious oscillation of velocity and pressure across the interface and high-order 

accurate result can be achieved. 

Key words Compressible Multiphase Flows, WENO Finite Volume Method, High-Order Accuracy, 
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