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捕捉激波的群速度控制方法

李新亮，傅德薰，马延文
（中国科学院力学研究所 高温气体动力学国家重点实验室，北京　１００１９０）

摘　要：回顾及综述了群速度控制方法基本原理、发 展 过 程 及 最 新 进 展。群 速 度 控 制 方 法 是 通 过 控 制 色 散 误 差 以

捕捉间断的一种数值方法。该方法通过在间断两侧采 用 不 同 色 散 类 型 的 格 式，将 数 值 波 的 传 播 压 制 在 间 断 附 近，

避免数值振荡向周围扩散，从而达到抑制数值振荡 的 效 果。该 方 法 主 体 上 采 用 数 值 色 散 抑 制 振 荡，实 际 使 用 中 仅

需补充较低水平的数值耗散就可将振荡压制在可接受的范围内。因而群速度控制格式的总体耗散水平较低，易于

实现小尺度波的高分辨率捕捉，是复杂流动高分辨率数值模拟的有效方法。
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０　引　言

　　高精度激波捕捉方法在计算流体力学领域占有

重要地位。该方法要求具有较高的间断分辨率（即，
数值解间断尽量锐利），且间断周围数值振荡尽量小，
而在非间断区（光滑区）需具有较高的数值精度及分

辨率［１］。传统意义上讲，不低于二阶精度的激波捕捉

方法均可称为高精度 激 波 捕 捉 方 法。代 表 性 的 高 精

度激波捕捉格式有ＴＶＤ格式［２］，ＮＮＤ格式［３］，ＷＥ－
ＮＯ格式［４］以 及 高 阶 保 单 调 格 式［５］等。这 些 格 式 在

光滑区（非间断区）采用较高数值精度及较低数值耗

散的方法，以保证较高的数值分辨率，而在间断附近

则采用较低数值精度及较高数值耗散的格式以抑制

数值振荡。这些差分格式大多是通过数值粘性压制

数值波的传播，从而起到抑制振荡的效果。

　　 群 速 度 控 制 方 法 （Ｇｒｏｕｐ　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｃｏｎｔｒｏｌ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＧＶＣ）是傅 德 薰 等 人 提 出 的 一 种 新 型 激 波

捕捉方 法［６－７］，与 ＴＶＤ及 ＷＥＮＯ等 格 式 的 机 制 不

同，该格式并不直接通过耗散机制抑制激波，而是通

过色散控制捕捉激波。该格式利用色散误差控制数

值波传播的群速度，使得数值传播的方向指向间断，
以避免从间断发出的数值振荡污染流场。由于采用

数值色散抑制振荡，因而群速度控制格式总体上数值

耗散较小。且 该 方 法 实 现 简 洁，其 计 算 量 明 显 低 于

ＷＥＮＯ等高精度 激 波 捕 捉 方 法。利 用 该 思 想，先 后

构造了紧致型群速度控制格式［８］，优化型群速度控制

格式［９］，加权型群速度控制格式［１０］以及助波器型群

速度控制格式［１１，７］等多种群速度控制格式，为含间断

复杂流动的数值模拟提供了有效的高分辨率计算方

法。

１　群速度控制方法的基本思想

１．１　数值波的群速度：快格式、慢格式和混合格式

　　以线性对流方程

　　ｕｔ＋
ａｕ
ｘ＝

０，　　（ａ＞０） （１）

为例，讨论数值波的群速度。

　　对于方程（１），假设初值为如下单波：

　　ｕ（ｘ，０）＝ｅｉ　ｋｘ

其中 槡ｉ＝ －１为复数单位，ｋ为波数。采用线性差分

格式对式（１）的 空 间 导 数 项ｕ
ｘ

进 行 离 散，则 该 差 分

方程的解为：

　　ｕ（ｘｊ，ｔ）＝ｅｘｐ（－ａｋｒｔ／Δｘ）ｅｘｐ（ｉ　ｋｘｊ－ａｋｉΔｘｔ）
其中

　　珘ｋ≡ｋｒ＋ｉ　ｋｉ＝珘ｋ（α），　　　（α≡ｋΔｘ） （２）



书书书

为修正波数。对于给定的线性格式，该修正波数可以

通过理论分 析 得 到［１２］。而 对 于 非 线 性 格 式，该 修 正

波数的特性也可通过数值方法近似获得［１３－１４］。

　　该修正波数的虚部ｋｉ ＝ｋｉ（α）反应了格式的色

散误 差，即 数 值 波 传 播 的 相 位（或 波 速）误 差。当

ｋｉ（α）＝α时，数 值 波 传 播 速 度 与 精 确 解 相 同；当

ｋｉ（α）＞α时，数值波传播快于精确 解；反 之，则 慢 于

精确解。而对于一般情况，数值解中包含了多个波的

传播，因而观测到波传播的速度通常为波包的速度，
即波的群速度，该群速度定义为［６－７］：

　　Ｄ０（α）＝ｄｋｉ
（α）
ｄα

（３）

在整个波数范围内（０＜α≤π），Ｄ０（α）＞０的格式称为

“快格式”，对于快格式，数值波传播的群速度超过精

确解；在整个波数范围内Ｄ０（α）＜０的格式称为“慢

格式”，对于慢格式，数值波传播的速度低于精确解；
在部分波数范围内Ｄ０（α）＞０，在另外部分波数范围

内Ｄ０（α）＜０的格式称为“混合格式”。图１给出了

某些差分格式的群速度Ｄ０（α）＝ｄｋｉ／ｄα，从中可以看

出２阶中心格式以及６阶对称紧致格式为“慢格式”；

２阶迎风格式以及５阶迎风紧致格式为“混合格式”，
这两种格式在低波数范围内具有“快格式”特征。

图１　某些差分格式的群速度［６］

Ｆｉｇ．１　Ｇｒｏｕｐ　ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｆｏｕｒ　ｆｉｎｉｔｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｓｃｈｅｍｅｓ
［６］

１．２　数值振荡产生原因及群速度控制的基本思想

　　群速度控制理论将间断周围数值振荡的原因归

结为由色散误差导致的群速度误差。假设方程（１）的
初值具 有 间 断，则 根 据Ｆｏｕｒｉｅｒ分 解，该 间 断 可 分 解

为不同波数波的叠加，如图２所示。如果利用快格式

进行数值计算，这些数值波传播的速度均快于理论速

度ａ，而且不同波传播的群速度不同，通常情况下高

波数成分的传播群速度更快。经过一段时间后高波

数成分传播到了主波（间断）的前方，在间断前方形成

了数值振荡，而波后振荡不明显。同样，利用慢格式

计算时，所有数 值 波 传 播 的 速 度 均 低 于 理 论 速 度ａ，
但高波数成分传播得更慢，因而数值解解在波后有明

显振荡，而波前振荡不明显。

　　因而，如果混合使用“快格式”和“慢格式”，在波

前使用“慢格式”，在波后使用“快格式”，则可以尽量

压缩数值振荡的传播范围，从而起到抑制数值振荡的

作用。这就是群速度控制的基本思想［６－７］。

图２　间断分解为若干波的叠加

Ｆｉｇ．２　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃ　ｓｋｅｔｃｈ　ｆｏｒ　ｔｈｅ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

　　实际情况中，纯粹的“快格式”很难构造，而多数

格式为混合型格式（如图１所示）。很多情况下利用

低波数区为“快 格 式”的“混 合 格 式”来 代 替 纯“快 格

式”。这种情况下，由于这些“混合格式”在高波数范

围具有“慢格式”特征，会影响群速度控制的效果。但

通常这些格式在高波数区具有较强的数值粘性，具有

抑制振荡效果，因而数值振荡通常会被压制在允许范

围内。

２　群速度控制方法的具体实现及应用

２．１　二阶精度的群速度控制格式

　　在文献［６］中，傅德薰等除了介绍了群速度控制

的基本思想，还给出了一种具有二阶精度的群速度控

制格式，这是最早的群速度控制格式。该格式利用２
阶迎风型格式作为“快格式／混合格式 （ＭＸＤ）”，利

用二阶中心 格 式 作 为“慢 格 式（ＳＬＷ）”。此 外，该 方

法利用激波形 状 函 数（Ｓｈｏｃｋ－Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，简

称ＳＳ函数）判 断 激 波 前 与 激 波 后。ＳＳ函 数 的 定 义

为：

　　ＳＳ（ｕ）＝ｓｉｇｎ（ｕｘ
·

２　ｕ
ｘ２
） （４）

对于向右传播的间断波，ＳＳ（ｕ）＝－１为波前；ＳＳ（ｕ）

＝１为波后。图３为数值解中间断波的示意图，图中

标示了ＳＳ函数如何区分波前和波后。

　　对于正通量，该二阶精度群速度控制格式的数值

通量为：

　　Ｆｊ＋１／２ ＝
１＋ＳＳ（ｕｊ＋１／２）

２ ｆＭＸＤｊ＋１／２＋

１－ＳＳ（ｕｊ＋１／２）
２ ｆＳＬＷｊ＋１／２

其中：

　　ｆＭＸＤｊ＋１／２ ＝ （３ｆｊ－ｆｊ－１）／２
　　ｆＳＬＷｊ－１／２ ＝ （ｆｊ＋１＋ｆｊ）／２
分别为作为“快格式／混合格式”使用的二阶迎风格式

以及作为“慢格式”使用的二阶中心格式的数值通量。

ＳＳ函数的值可由式（４）数值离散给出。
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图３　数值解中传播的间断波示意图［８］

Ｆｉｇ．３　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃ　ｓｋｅｔｃｈ　ｆｏｒ　ａ　Ｎ－Ｓ　ｓｈｏｃｋ［８］

２．２　紧致型群速度控制格式

　　在文献［８］中，马延文和傅德薰利用文献［６］的群

速度思想，构造了紧致型群速度控制格式。该方法利

用文献［６］的三阶迎风紧致格式作为“快格式”（实际

上，该格式为混合格式，但在低波数范围内呈现快格

式特征）；利 用 四 阶 中 心 紧 致 格 式［１２］作 为“慢 格 式”。
利用以上两种基础格式，构造出一种含自由参数的紧

致型差分格式［７－８，１５］：

　　 １６Ｆｊ＋１＋
２
３Ｆｊ＋

１
６Ｆｊ－１－２σδ

０
ｘＦｊ＝δ０ｘｆｊ－２σδ２ｘｆｊ

（５）
其中Ｆｊ／Δｘ是函数ｆ／ｘ的逼近式，

　　
δ０ｘｆｊ ＝ （ｆｊ＋１－ｆｊ－１）／２

δ２ｘｆｊ ＝ｆｊ＋１－２ｆｊ＋ｆｊ－１
分别为一阶 及 二 阶 导 数 中 心 差 分 算 子。σ为 自 由 参

数。显然，当σ＝０时，格式为四阶对称紧致差分（“慢
格式”）；当σ＝±１／６时，格 式 为 三 阶 迎 风 紧 致 差 分

（“快格 式／混 合 格 式”）。通 过 调 节 该 自 由 参 数 的 数

值，在激波（间断）前实现慢格式，在激波（间断）后实

现快格式，从而实现群速度控制。

　　对于正通量，紧致型群速度控制格式的具体表达

式如下［８］：

　　（１６－σｊ＋１／２
）Ｆｊ＋１＋（２３－σｊ＋１／２＋σｊ－１／２

）Ｆｊ

　　　＋（１６＋σｊ－１／２
）Ｆｊ＋１ ＝

　　　　　［δ０ｘ－２（σｊ＋１／２δ＋ｘ －σｊ－１／２δ－ｘ）］ｆｊ
其中

　　σｊ＋１／２ ＝σ０［１＋γ０ＳＳ（ｕｊ＋１／２）］
Ｐｊ＋１－Ｐｊ
Ｐｊ＋１＋Ｐｊ

ｃ

１≤σ０≤２，０．８≤γ０≤１是格式中的常数。δ－ｆｊ＝ｆｊ－

ｆｊ－１，δ＋ｆｊ＝ｆｊ＋１－ｆｊ 是向后、向前差分算子。Ｐ和ｃ
分别为当地的压力及声速，利用这两个参数的目的是

探测激波的强度，并由此强化或弱化σ的变化范围。

　　对于负通量的紧致型群速度控制格式同理构造，
具体表达式见文献［８］。

　　图４为采用该群速度控制格式计算Ｓｏｄ激波管

问题，得到ｔ＝０．１４时刻的流场 分 布 图（图 片 引 自 文

献［８］）。从中可以看出，该计算具有很高的激波分辨

率及较低的数值振荡水平。从该格式的表达式可以

看出，格式并没有人为添加额外的数值耗散。计算结

果显示，格式的整体耗散保持在较低的水平，大致与

迎风紧致格 式 持 平，但 激 波 捕 捉 能 力 得 到 了 很 大 提

升。需要指出的是，在文献［８］中，并没有利用到局部

特征分解，而 是 直 接 基 于Ｓｔｅｇｅｒ－Ｗａｒｍｉｎｇ分 裂 后 的

通量进行差分计算。如果利用了局部特征分解，则激

波附近的数值振荡还可以进一步降低［１６］。

图４　Ｓｏｄ激波管问题ｔ＝０．１４时刻的流场分布［８］

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｆｌｏｗ　ａｔ　ｔ＝０．１４ｏｆ　Ｓｏｄ　ｐｒｏｂｌｅｍ［８］

２．３　八阶精度的优化型群速度控制格式

　　在文献［９］中，李新亮等利用群速度控制思想，构
造了八阶 精 度 的 普 通 型（非 紧 致）群 速 度 控 制 格 式

（ＧＶＣ８）。在格式的构造过程中还采用了基于算例的

优化技术，针对具体算例（Ｓｏｄ激波管问题），以鲁棒性

为目标，对格式的系数进行优化，从而在保证计算精度

及激波分辨率的情况下，提高了方法的鲁棒性。

　　针对方程（１），构造线性差分格式：

　　ｕ′ｊ ＝ （Ｆｊ＋１／２－Ｆｊ－１／２）／Δ
其中：

　　Ｆｊ＋１／２ ＝ｂ１ｕｊ＋４＋ｂ２ｕｊ＋３＋ｂ３ｕｊ＋２＋

　　　 ｂ４ｕｊ＋１＋ｂ５ｕｊ＋ｂ６ｕｊ－１＋ｂ７ｕｊ－２＋

　　　 ｂ８ｕｊ－３＋ｂ９ｕｊ－４ （６）

格式使用９个网格点构造数值通量，理论上最高可具

有９阶精度。ＧＶＣ８要 求 格 式 具 有８阶 精 度，因 而，

有一个参数可以自由调节。通过优化调节该系数，得
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到两组不 同 的 线 性 差 分 格 式，使 得 一 组 为“快 格 式”
（实际上是混合格式），另外一组为“慢格式”。在格式

的构造过程中，系数的优化除了考虑格式的群速度特

性，还根据算例进行了系数优化，使得格式具有更好

的鲁棒性。

　　在该格式采用更为简洁的判据以判断某点位于

激波的前方还是激波的后方。判据为：对于向右传播

的波，如果 ｕｊ－ｕｊ－１ ＜ ｕｊ＋１－ｕｊ ，则认为该点（ｊ
点）位于波后，否则，则认为该点位于波前。如示意图

５所示，通常情况下，越靠近激波（间断），数值振荡越

激烈，因而振荡（变差）大的方向为激波所在的位置。

图５　激波附近数值解示意图

Ｆｉｇ．５　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃ　ｓｋｅｔｃｈ　ｆｏｒ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｎｅａｒ　ａ　ｓｈｏｃｋ

　　对于正通量（方 程（１），ａ＞０），ＧＶＣ８格 式 为 式

（６），格式的系数为：

　　ｂｋ＝
ｂ（１）ｋ ，　ｗｈｅｎ　 ｕｊ－ｕｊ－１ ≤ ｕｊ＋１－ｕｊ
ｂ（２）ｋ ，烅
烄

烆 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
系数的具体值如表１［９］。

表１　ｂ（１）ｋ 和ｂ（２）ｋ 的值［９］

Ｔａｂｌｅ　１　Ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ｂ（１）ｋ ａｎｄ　ｂ（２）ｋ ［９］

ｋ　 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６　 ７　 ８　 ９

ｂ（１）ｋ
１７
７０００－

２８３
２１０００

５３
２１０００

６２６９
２１０００

４４２９
４２００－

１０５３１
２１０００

４２５３
２１０００－

３６１
７０００

３
５００

ｂ（２）ｋ － ４８７５
８９３
２１０００－

４０６３
２１０００

１４５０１
２１０００

２３７１
４２００－

２２９９
２１０００

１３７
２１０００

３１
７０００ －

１
１０００

文献［９］通过Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题以及可压缩各向同性湍

流ＤＮＳ对该格式进行了测试，结果显示，该格式具有

较低的数值耗散及较高的尺度分辨率。此外，该格

式的另外一个优点是构造简洁，计算量小。数值测试

显示，其计算量接近９阶精度的线性格式，远低于５
阶精度的 ＷＥＮＯ格 式。该 格 式 的 不 足 是 鲁 棒 性 略

弱，尤其是对于高 Ｍａｃｈ数的算例。

２．４　加权型群速度控制格式（ＷＧＶＣ）

　　利用群速度控制思想，何志伟等人构造了加权群

速度 控 制 格 式（ＷＧＶＣ，Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｇｒｏｕｐ　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ
Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｓｃｈｅｍｅ）［１０］，并 进 一 步 构 建 了 ＷＧＶＣ－ＷＥ－
ＮＯ混合格式，提升了格式的鲁棒性。

　　ＷＧＶＣ格式离散的正通量表达式为：

　　Ｆｊ＋１／２ ＝ωｍｆｊ＋１／２（σｍ）＋ωｓｆｊ＋１／２（σｓ） （７）
其中ｆｊ＋１／２（σ）是含有自由参数σ，且经过优化的线性

格式。随着 参 数σ的 变 化，该 格 式 可 以 表 现 出“慢 格

式”以及“混合格式／快格式”的特性。两个自由参数

σｍ 和σｓ 以 及 权 重ωｍ、ωｓ 根 据 流 场 特 性 数 值 计 算 产

生［１０］。在波前区，σｓ≈１，σｍ ≈０，格式（７）表现出“慢
格式”特征；反之在波后区格式表现出“混合格式／快

格式”特征。格式的群速度特性由参数σｍ 和σｓ根据流

场的光滑性质自适应给出。在此基础上，何志伟等人

构 造 了 ＷＧＶＣ－ＷＥＮＯ 混 合 格 式，在 间 断 区 借 助

ＷＥＮＯ格式提升格式的鲁棒性。图６为Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ
问题的计算 结 果（２０１网 格 点），从 中 可 以 看 出，与７
阶 ＷＥＮＯ格式 相 比，７阶 精 度 的 ＷＧＶＣ－ＷＥＮＯ混

合格式具有更好的数值分辨率。

２．５　群速度助推法

　　在文献［１１］中，马延文等提出了一种群速度助波

器（Ｇｒｏｕｐ　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｂｏｏｓｔｅｒ，ＧＶＢ），可将常规线性差

分格式改造成群速度控制格式。

　　对于微分方程：

　　ｕｔ＋
Ｄ（ｆ）＝０ （８）

　　半离散格式为：

　　ｕｔ＋
Ｄｈ（ｆｊ）＝０ （９）

图６　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题计算结果：ＷＧＶＣ－ＷＥＮＯ７ｖｓ．ＷＥＮＯ７，２０１网格点［１０］

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｏｒ　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ　ｐｒｏｂｌｅｍ：ＷＧＶＣ－ＷＥＮＯ７ｖｓ．ＷＥＮＯ７，２０１ｐｏｉｎｔｓ
［１０］
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其中Ｄｈ 为“慢格式”型差分算子。实际上，很多迎风

型差分算子为慢格式（例如三、五、七阶迎风偏心型差

分）［７］。通过添加“助波器”，可将式（８）改造成群速度

控制格式。改造后的格式为：

　　ｕｔ＋
Ｄｈ［ＷＢ（ｆｊ）］＝０ （１０）

其中，算 子ＷＢ 为 群 速 度 助 波 器，通 过 添 加 该 助 波

器，可以将原先的“慢格式”改造成群速度控制格式。
常见的助波器形式为［７，１１］：

　　ＷＢ（ｆｊ）＝ｆｊ＋σ
（－１）ｋ

２ｋ δ
２ｋ
ｘｆｊ （１１）

其中ｋ＝２，４，６或８。如果基础差分格式Ｄｈ 为三阶

精度，建议选取ｋ＝２；如果Ｄｈ 为五阶 精 度，建 议 选

取ｋ＝４，以此类推。δ２ｋｘ 为２ｋ阶导数的中心差分算

子，σ为格式 常 数。格 式 的 具 体 形 式 见 文 献［７，１１］。
该方法的优点是易于在原有迎风格式程序基础进行

改造。对于原有的迎风型差分格式代码，可以在嵌入

一 段 子 程 序，将 原 先 的 物 理 量 ｆｊ 替 换 成 ｆ^ｊ＝
ＷＢ（ｆｊ），然后再 进 行 原 先 的 差 分 运 算，非 常 便 于 改

造。该方法的不足之处是鲁棒性有待提高［７］。

２．６　其他群速度控制格式

　　除了前文介绍的方法，还有很多研究者利用群速

度控制思想进行了激波捕捉格式的构建及应用。

　　Ｚｈｕ等人［１７］运用群速度控制思想并结合系数优

化，构建了紧致型群速度控制格式，并通过飞船返回

舱高速绕流算例进行了测试。结果显示，该方法具有

较好的鲁棒性及激波分辨率。周超红等人［１８］利用群

速度控制思想，构造了三阶及四阶精度的群速度控制

格式，并将该方法推广到求解浅水波方法，数值实验

表明，该方法可以很好地控制非物理振荡并能保证计

算精度。田保 林 等 人［１９］根 据 数 值 解 的 群 速 度 特 性，
在三阶迎风紧致格式的基础上引入了群速度控制机

制，使其能够正确模拟含有强激波和强接触间断的复

杂流动。计算结果表明，该方法对激波和接触间断的

分辨效果是令人满意的。Ｃｈｅｎｇ等人［２０］在原群速度

控制格式的基础上，进一步减小了数值耗散，构造了

一种低耗散的群速度控制格式。高慧等人构造具有

六阶精度的紧致型群速度控制差分格式 ［２１］，并通过

Ｓｏｄ激波管问题、定常激波问题以及二维激波反射等

问题进行了测试，结果显示，该方法具有网格基架点

小和捕捉激波能力较强的优点。

３　结论及展望

　　低耗散、高分辨率激波捕捉方法是近年来计算流

体力学领域研究的热点。群速度控制方法则是近年

来提出的一种新型的激波捕捉方法。不同于大多数

通过耗散压制数值振荡的方法，群速度控制方法主张

通过控制色散误差抑制数值振荡。该方法根据数值

波传播的特性，将格式区分为“快格式”和“慢格式”，
并通过在间断前使用“慢格式”，在间断后使用“快格

式”的方法，限制数值振荡的传播，从而起到抑制间断

附近数值振荡的效果。由于该方法主体上采用数值

耗散抑制振荡，实际使用过程中仅需再添加少量数值

耗散就可将振荡抑制在可接受的范围内。因而，该格

式的总体耗散水平较低，适用于多尺度复杂流动的高

分辨率数值 模 拟。此 外，与 ＷＥＮＯ等 格 式 相 比，群

速度控制格式实现简单，计算效率较高。

　　群速度控制格式也有需要改进之处。通常情况

下纯粹的“快格式”比较难于构造，因而经常使用“混

合格式”代替“快格式”，这种情况下高波数振荡仍需

要一定的耗散来压制。但由于大多数“混合格式”本

身的耗散特性具有压制高波数振荡能力，因而通常状

况下无需额外添加粘性（或仅需添加较弱的格式粘性

即可）。此 外，群 速 度 控 制 格 式 的 鲁 棒 性 与 ＷＥＮＯ
等格式相比仍略显不足，这可以通过构建混合型格式

等方法来弥补。相信随着数值计算技术的完善和发

展，群速度控制格式也会逐渐发展并会获得较好的应

用。

　　致谢：感谢国家超级计 算 天 津 中 心，中 国 科 学 院 网 络 中 心 超 级 计

算中心以及国家超级计算济南中心提供计算机时。
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