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摘  要：该文基于一种弹塑性损伤本构模型，分析了材料在有限变形下的力学行为及结构力学响应。将模型建立

的本构方程进行线性化处理，嵌入到有限元计算软件 ABAQUS 的子程序中，实现模型在结构计算中的应用。针

对铝合金材料(6061-T6)，建立了两种不同的结构模型进行数值模拟。模拟结果与实验结果对比表明，模型能较好

地描述材料的变形过程及结构的力学行为。最后基于模型的理论基础，分析了材料在超出弹性范围时的复杂变形

行为。 
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Abstract:  The mechanical behavior and structural response of materials under finite deformation are analyzed 

by using an elasto-plastic damage constitutive model. The constitutive equation of the present model is 

transformed into a linear format, and implemented into the finite element simulation tool ABAQUS. For the 

aluminum alloy 6061-T6, two kinds of structures are modeled for numerical simulation. From the comparison 

between the simulation and experimental results, it is found that the present model has the ability to describe the 

deformation processes and structural response of material. Based on the theory behind the present model, 

complicated deformation behavior beyond the elastic stage is also analyzed. 
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在航天航空工业和汽车工业中，往往需要准确

掌握构件的承载能力和使用寿命等信息，因此确定

材料的力学行为和结构力学响应相当重要。固体材

料在受载时往往会经历弹性、塑性、损伤等不同的
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阶段，不同的变形阶段涉及到不同的本构理论，需

要确定不同的材料参数。而当材料的变形超过弹性

变形范围时，变形通常会诱导各向异性以及对材料

对变形历史的依赖性，基于不变量的等效理论往往

不再适用。因此确定材料的力学行为十分困难，给

工程应用带来了很大的不便。 

另一方面，考虑到在工程应用中材料的变形常

常超出小变形的范围，研究材料在有限变形下的力

学行为也受到了广泛的重视[1―4]。例如，khan等[1―3]

对屈服面演化的研究；Li等 [4]针对铝合金材料

(6061-T6)的延性断裂所做的实验研究。 

为了满足工程应用和材料力学行为的研究需

要，一个有优势的本构模型应该具备以下特征：1) 

能一致描述材料的弹塑性损伤力学行为；2) 能适用

于有限变形条件；3) 能处理复杂变形及变形诱导各

向异性等问题；4) 能方便地应用于工程结构计算。 

在理论研究方面，一些学者基于连续介质力学

提出了适用于有限变形的弹塑性损伤本构模型。目

前这些本构模型主要分为两类，一类基于势函数，

建立在不可逆热力学框架下，并引入内变量[5―7]；

例如，Voyiadjis等[5]在有限弹塑性变形的基础上引

入四阶损伤刚度张量；Brünig[6]基于变形分解机制，

提出了弹塑性连续介质损伤模型，并采用两种变形

率张量来分别描述由位错引起的塑性变形和由微

空洞的衍生引起的损伤。另一类基于等效原      

理[8―10]，例如，Bruhns等[8]将应变率分解为弹性和

塑性部分，并分别与有效应力率建立直接关系，同

时在弹性的本构关系中考虑各向同性损伤，建立了

一种自洽的弹塑性损伤本构模型；Shen等[9]提出损

伤等效应力的概念，建立塑性屈服准则，并利用有

限元软件研究金属成型中的弹塑性损伤变形。 

基于连续介质力学的研究方法，能方便的运用

到数值模拟中，计算量较小，但这一类宏观模型很

难将材料变形与物理机制结合起来，采用的计算参

数缺乏明确的物理意义，并且在处理复杂变形等问

题时具有一定的局限性。为克服这些困难，同时考

虑到材料的力学行为取决于他的微结构性质，一些

学者将连续介质力学和微观物理力学相结合，建立

了基于微观物理机制的连续介质模型[11―13]。例如，

虚内键模型[11]和准连续介质模型[12]就是在连续介

质力学的模型框架下描述原子的力学响应。基于物

理机制的宏观模型不仅能在数值计算中实现，同时

能解释材料的力学行为，为准确地掌握和分析材料

的力学行为提供了一种有效的方法。 

本文利用一种基于微观物理机制的宏观模型

(构元组集模型)来研究金属材料在有限变形时的弹

塑性损伤力学行为及其结构力学响应。构元组集模

型是一种基于物理机制的宏观模型，以原子键、原

子键的物理性质及演化特征为基础的，引入“构元”

的概念来代表不同的物理变形机制，并且材料的宏

观性质由所有构元的性质和耦合规律来决定。材料

的总变形是各种变形机制控制下变形的叠加，因此

提出“组集”的思想。模型的建立首先是根据对泛

函势和 Cauchy-Born准则，用弹簧束构元和体积构

元共同描述材料的弹性变形和损伤行为[14―16]，接着

考虑滑移作为晶体塑性的主要变形机制，用滑移构

元描述材料的塑性行为[17―20]，由这三种构元组集得

到的弹塑性损伤一体化本构模型称为构元组集模

型，并在有限变形条件下建立了由 Kirchhoff应力的

Jaumann导数和变形率组成的本构方程。 

在本文的研究中，将模型在有限变形条件下建

立的本构方程进行线性化处理，并嵌入到商业有限

元软件 ABAQUS 的子程序 VUMAT 中，实现模型

在结构计算中的应用。针对铝合金材料，建立了两

种缺口圆棒模型(缺口半径分别为 20mm和 5mm)，

通过模拟得到结构的载荷位移曲线以及颈缩率的

演化曲线。将模拟结果与实验结果对比，并考察圆

棒中心处的损伤及塑性变形的演化，同时分析材料

弹塑性损伤力学行为的物理机制。 

1  材料模型 

目前，构元组集模型已经完成小变形条件下的

建立和验证工作[14―16, 21]，并推广到了有限变形条件

下[17]，研究有限变形下后继屈服面在拉-剪[18―19]及

拉-拉应力空间中的演化[22]，因此，本文中只给出

材料模型推导的关键部分。 

1.1  弹性损伤本构关系  

基于对泛函势和Cauchy-Born准则[23]，将具有

相同取向的原子键作为一组，提出弹簧束构元来描

述原子间对势的作用，同时提出体积构元来描述原

子与其他原子以及原子和电子云之间的作用。由这

两种构元来共同描述材料的弹性变形和损伤。有限

变形下的弹性损伤本构关系是由Kirchhoff应力的

Jaumann导数 (W )e


和变形率 eD 建立的[18]： 

( ) :e e eC D


W             (1) 
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式中， eC 为弹性损伤刚度张量，其分量表示为[18]： 
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式中： ( )s 为弹簧束构元上的变形； ( )( )sf  为弹簧

束构元上力的响应； in 代表构元在方向矢量n上的

分量； 是体积构元上的变形， ( )p  是体积构元

的力响应对变形的导数。 

由于损伤的本质是原子间力的减少和缺失，因

此，损伤的影响可以通过弹簧束构元和体积构元来

反映。而在本文的研究中，暂时不考虑体积构元的

损伤。 

1.2  弹塑性损伤本构关系 

考虑晶体滑移作为金属材料的主要塑性变形

机制，将单晶体推广到多晶体，提出滑移构元来描

述材料的塑性变形[18]。滑移构元描述材料的塑性变

形响应与晶体滑移理论类似，但构元组集模型与晶

体滑移模型最大的区别有两点：首先，弹性理论不

同，晶体塑性理论采用的是线弹性理论，而构元组

集模型则通过弹簧束构元和体积构元来描述材料

的弹性变形及损伤。其次，构元组集模型提出滑移

构元来描述材料的塑性变形。对于单晶体，滑移构

元等同于滑移系；对于多晶体，滑移构元是大量随

机分布的滑移系按照取向的分组，描述了不同晶粒

内部具有相同运动学特点的滑移系的宏观平均  

性质。 

滑移构元均匀的分布在空间中，对于第个滑
移构元，运动学变量和动力学变量分别为滑移量

( ) 以及分解剪切应力 ( ) 。根据 Schmid定理，当

分解剪应力达到其临界值时，滑移构元开动，当分

解剪应力的增量与其临界值的增量保持一致时，滑

移构元持续开动。在滑移过程中，可以用一个简单

的线性关系来表示临界分解剪应力率与滑移率之

间的关系： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cr cr cr
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式中， h 为滑移硬化模量，表示第 个滑移构元

滑移一单位时对第  个滑移构元分解剪应力临界

值的影响。当 ( )

1

0
m

h 







  时，滑移构元沿主动开

动方向开动，主动开动方向上的临界分解剪应力值
( )

cr
 由于硬化而改变，被动开动方向上的临界分解

剪应力值  
cr
 由包氏效应影响系数 b 决定，反之  

亦然。 

Kirchhoff应力的 Jaumann导数可以写为： 

( ) ( ) ( )

1
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(4) 

式 中 ， 对 所 有 开 动 的 滑 移 构 元 求 和 。
( ) ( ) ( ) ( ): eP C Q Q         。 ( )P  和 ( )Q  分

别为对称和反对称张量：
1

(
2

P     s n( ) ( ) ( )  

) n s( ) ( ) ，
1

(
2

Q       s n n( ) ( ) ( ) ( ) )s( ) 。

对于第个构元， ( )s 为沿滑移方向的方向矢量，
( )n 为垂直于滑移方向的方向矢量。 

定义 epdC 为弹塑性损伤刚度张量为： 

1 ( ) ( )

1 1

( )
m m

epd eC C g  


 
 

 

 =      (5) 

式中，弹性损伤刚度张量 eC 由式(2)计算得到；且 
( ) ( ):g h λ P 

   。 

由于弹簧束构元和滑移构元均匀地分布在空

间中，不同方向的构元经历的变形与物理状态随变

形历史各不相同，从而可以方便地描述材料的变形

诱导各向异性与历史依赖性等问题。同时，模型兼

具了连续介质力学和微观物理方法的优势，具备了

应用到工程实践的理论基础。 

2  本构方程的线性化 

有限元软件 ABAQUS 以其优越的性能被广泛

的用于结构力学分析。在计算中，由软件将位移(位

移增量)或者应变(应变增量)，传入到子程序中，计

算得到应力(应力增量)。为实现模型在结构计算中

的应用，需要将式(4)中的本构方程进行线性化的处

理，并嵌入到 ABAQUS的子程序中。 

本构方程线性化的推导过程将基于更新的 
Lagrange方法。其思想是在时间[ , ]t t t  的增量求

解期间所有的变量都以时刻 t(此步长开始的时刻)
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的构形作为参考构形来定义。这样在计算中对于不

同时间步长的增量求解，不断地修改参考构形。下

面将给出具体推导过程。 

Kirchhoff应力的 Jaumann导数可以写为： 

      
W W   


    

           
(6) 

式中：W 为反物质旋率张量，为反对称张量；由式

(6)，kirchhoff 应力的物质应率的分量为：
                  

+

( ) ( )

( )

ijij ip jp ip pj

ij ip jp jp ip ip pj

epd
ijkl ik jl kj il kl jp ip ip pj

W +W

L D L D

C D L L

   

  

     





   

      

   



(7) 

式中，L为应度为度张量。 

基于更新的 Lagrange方法，在参考构型中第二 

Piola-Kirchhoff 应力 T 与 kirchhoff 应力 相等，并
且第二 Piola-Kirchhoff 应力的物质应率 T 与
kirchhoff 应力的物质应率存在以下关系： 

ij ij ip pj jp ipT L L     

            

(8) 

将式(8)代入式(7)，得到： 

( )epd
ij ijkl ik jl kj il klT C D            (9) 

由于Green应变率 E 与变形率D在现时构形中

相等： E D 。式(9)可以表示为： 

:T C    E                  (10) 

式中， C 是满足Voigt对称性的刚度张量，其分量

可以写为： 
epd

ijkl ijkl ik jl kj ilC C              (11) 

由此得到了由式(10)表示的线性化的本构方程。 

3  迭代流程 

在子程序 VUMAT中，每个增量步的具体计算

过程如下： 

1) 应变增量 ( )nE 由 ABAQUS 计算得到并传

入到子程序中； 

2) 由于 ( ) ( )n nD   ，可由 ( ) ( ) ( 1)n n n
e pD D D  

计算得到弹性变形率， pD 为塑性变形率，其初始

值为 0； 
3) 弹 性 变 形 为 度 的 增 量 为 eF   

( 1)( ) n
e e eD +W F  ；其中， eW 为反物质旋率的弹性

部 分 ， 其 值 设 为 0 ； 弹 性 变 形 为 度 为
( ) ( 1)n n

e e eF F F    ； 

4) 弹簧束构元和体积构元上的变形可由变形

为度 ( )n
eF 计算得到，同时通过计算能得到这两种构

元的力响应； 

5) 由式(2)可计算得到弹性损伤刚度张量 eC ；

由
( )( ) 2

1

( )e ( ) ( )
s

n
s

s

τ f p I  



   n n 计 算

Kirchhoff应力 τ ( I 为单位张量) [18]； 

6) 根据广义的 Schmid定理，滑移构元上的分

解剪应力为： ( ) ( ):τ P   。对于持续开动的滑移

构元，滑移率 ( ) 可以通过分解剪应力率 ( ) 以

及硬化模量 h 由式(3)计算得到[18]； 

7) 计 算 得 到 塑 性 变 形 率 的 试 探 值

( ) ( ) ( )

=1

=
m

n
pD P 


  ； 

8) 计 算 得 到 变 形 率 的 试 探 值 ( )nD   
( ) ( )n n
e pD D  。将试探值 ( )nD 与给定值 ( )nD 进行比

较：如果 ( ) ( )n nD D   ( 为计算精度)满足，则

进入第 10)步，否则，回到第 2)步由 ( )n
pD 计算得到

当前步的 ( )n
eD ； 

9) 弹塑性损伤刚度张量 epdC 由式(5)计算得到； 

10) 由式(10)计算得到第二 Piola-Kirchhoff 应

力的增量 ( )nT ，并计算总的第二 Piola-Kirchhoff

应力 ( ) ( 1) ( )n n nT T T   。 

4  数值模拟 

本文的数值模拟将针对Li等[4]关于铝合金材料

(6061T6)的实验结果进行。该实验选取几种不同的

拉伸试件，采用 200kN CMT520试验机，通过位移

加载的方式得到载荷-位移曲线。 

本文的计算主要选取了其中两种缺口圆棒(缺

口半径分别为 20mm 和 5mm)。并通过相关软件从

实验得到的载荷-位移曲线图中读取数据。 

图1(a)和2(a)分别为两种的圆棒的结构及尺寸图， 

图 1(b)和 2(b)为网格划分图，单元数目分别为 362 

         
(a) 结构及尺寸图            (b) 网格划分图 

图 1  缺口半径为 20mm的圆棒结构及网格划分图 

Fig.1  Geometry and mesh grid for notched bar 

 (notch radii: 20mm) 
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和 248，最小单元尺寸均为 0.12mm。考虑到结构的

对称性，取八分之一的圆棒，并采用缩减积分的三

维八节点单元进行结构计算。 

    

 

R

      
(a) 结构及尺寸图          (b) 网格划分图 

图 2  缺口半径为 5mm的圆棒结构及网格划分图 

Fig.2  Geometry and mesh grid for notched bar  

(notch radii: 5mm) 

4.1  构元的离散 

由于弹簧束构元和滑移构元均匀的分布在空

间中，数值计算中需要将构元进行离散。对于三维

问题，通常将弹簧束构元在空间中离散到 46 个独

立的方向，如图 3(a)所示。将弹簧束构元的方向作

为滑移构元的法向，对于每一个法向，在其垂直平

面内，均匀地取 12个滑移方向，如图 3(b)所示，滑

移构元在空间中离散的数目为 46×12=552。 

 1

0z

1
0

x
1

1

0
y

1
 

(a) 弹簧束构元的 46个离散方向 

 

 
(b) 垂直于弹簧束构元的 12个滑移方向 

图 3  构元在三维空间中离散示意图 

Fig.3  Discrete directions of components in 3-D space 

4.2  参数标定 

通过实验结果，可确定弹性模量为 E=68.9GPa，
泊松比为 =0.33 ，初始屈服应力为 ys =310MPa。 

4.2.1  弹簧束构元的参数确定 

考虑用幂指数函数能较好的反映材料宏观的

应力-应变曲线，因此弹簧束构元的响应曲线为[18]： 

( )
0+

( )
0-

( )
( )

0 0 0 + 0( )
+
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0 0 0 0
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≤ ≤，

-

-

-
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(12) 
式中， 0H 为弹簧束构元的初始刚度，将式(2)中的

刚度计算式与广义胡克定理对比，可由弹性模量和

泊松比计算得到弹簧束初始刚度。在三维问题中，

有： 0

15E

4
H




  
； 

损伤临界值 0 和参数k通过拟合结构的载荷位

移曲线得到。随着加载，当弹簧束构元上的变形超

过损伤临界值时，弹簧束构元刚度会发生折减，因

此能自然地反映出宏观损伤。 
( )s
h 为加载历史，能反映弹簧束构元沿拉伸(或

压缩)方向记载的最大值，因此在加载过程中能反映

出材料对变形历史的依赖性。 

4.2.2  体积构元的参数确定 

由于在本文的研究中不考虑体积构元的损伤，

体积构元上的力响应可以通过弹性模量和泊松比

计算得到。在三维问题中，体积构元的力响应计算

为[18]： 
(4 1)

( )
2(1 )(1 2 )

E
p

 
 




 
          (13) 

4.2.3  滑移构元的参数确定 

1) 初始临界分解剪应力的值由拉伸屈服应力

决定：
ys0

cr 2


  。 

2) 滑移构元的力学性质由式(3)中的滑移硬化
模量 h 来反映。硬化模量由两部分组成，其表达

式为： 
( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )= : ( ) :kl ks klh h P P h h P P        

  
 

(14) 

式中： ( )
ksh  为自硬化系数； ( , )

klh   为潜在硬化系数。 

考虑到幂指数函数能很好地描述材料宏观的

力学行为，对于持续开动的滑移构元，其响应函数
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可以表示为： 
( )

0( + ) km
kc              (15) 

由式(15)，自硬化部分可以表示为： 
1( )

0(| | ) km
k kh c m 

               (16) 

其中，

1
0

cr
0

km

kc


  

  
 

。 

结合式(14)和式(16)，有： 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
: (| | )

2
km

ks ks k kh h P P h c m    
      

 

     
(17) 

因此，自硬化系数 ( )
ksh  的表达式写为： 

1( ) ( )
02 (| | ) km

ks k kh c m            (18) 

式中， kc 和 km 分别为随动硬化参数。  

考虑到先开动的滑移构元影响次开动和未开

动的滑移构元，以及硬化矩阵具有对称性，潜在硬

化系数 ( , )
klh   为： 

( , ) ( ) ( )min( , )kl ks ksh q h h              (19) 

式中，q是潜在硬化系数。 

3) 由于实验中只给出了单轴拉伸时的载荷位

移曲线，因此无法确定先开动的构元对次开动和未

开动的构元的影响，也无法确定主动开动方向的临

界值对被动方向的影响，因此本文的计算中潜在硬

化系数 q取为 1.0×105，包氏效应影响系数取为 0。

自硬化参数 ck和 mk通过拟合实验中材料在单轴拉

伸时的应力-应变曲线来确定。 

图 4 为模拟得到的单轴拉伸下的应力-应变曲

线与实验结果的对比。表 1为计算参数，对两种结

构不同的试件，计算参数保持一致。 

应
力

/M
P

a

 
图 4  模拟得到单轴拉伸时的应力-应变曲线与实验结果的

比较 

Fig.4  Comparison of simulated and experimental stress-strain 

curve under uniaxial loading 

 

 

表 1  计算参数 

Table.1  Simulation parameters 

E/GPa  0  k 
0

cr /MPa cs/MPa ms q b

68.9 0.33 0.0022 0.01 155 1000 0.1 1.0×105 0.0

4.3  数值模拟结果 

4.3.1  材料的结构力学响应分析 

图 5(a)和图 5(b)为模拟得到的两种缺口圆棒的

载荷位移曲线与实验结果的对比，模拟结果与实验

结果的最小二乘拟合误差分别为 11.003(缺口半径

20mm)和 7.55(缺口半径 5mm)。此外，图 5也给出

了圆棒颈缩率随位移的变化曲线。 

 
(a) 缺口半径为 20mm 

 
(b) 缺口半径为 5mm 

图 5  缺口圆棒载荷位移曲线与实验结果的对比 

以及颈缩率的演化曲线 

Fig.5  Comparisons of simulated and experimental 

force-displacement response and evolution of necking for 

notched bars 

颈缩率 主要考察的是圆棒中间横截面积最
小处的缩减率，其计算如下： 

100%
A A

A



 
－

          (20) 

式中：A为变形前缺口圆棒横截面积最小处的面积；

A为变形后的同一位置的横截面积。 

图 6为缺口半径为 20mm的缺口圆棒的轴向对

数应变云图，图 6(a)为弹性阶段，图 6(b)为载荷下

降阶段。从图中对比可以看出，缺口圆棒中间处出

现了应变集中及颈缩现象。 
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0.000
0.002
0.003
0.005
0.006
0.0070.007
0.006
0.005
0.003
0.002
0.000

 

0.000
0.038
0.075
0.113
0.151
0.1880.188
0.151
0.113
0.075
0.038
0.000  

       (a) 弹性阶段         (b) 载荷下降阶段 

图 6  缺口半径为 20mm的缺口圆棒轴向对数应变云图 

Fig.6  Contour plots of logarithmic axial strain for notched bar 

(notch radii: 20mm) 

从图5~图6可以看出模型计算得到的载荷位移

曲线与实验符合较好，能较好的描述材料的结构力

学响应。两种缺口圆棒在弹性阶段，结构横向变形

较小；随着加载，结构局部产生塑性变形，圆棒中

间处横向颈缩现象越来越明显；在结构的载荷下降

时，圆棒中心处出现较大的变形，颈缩量增长较快。 

4.3.2  材料的塑性损伤力学行为分析 

材料的变形在超出弹性范围以后，尤其当损伤

和塑性变形同时产生时，其力学行为往往十分复

杂。为进一步考察结构在加载过程中的损伤与塑性

行为，针对圆棒的中心点，分析其损伤率随等效塑

性应变的变化。图 7(a)和图 7(b)分别为两种圆棒的

中心点处损伤率随等效塑性应变的演化曲线。 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
0.0

0.2

0.4

0.6

等效塑性应变  
(a) 缺口半径为 20mm 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.0

0.2

0.4

0.6

损
伤
率

等效塑性应变  
(b) 缺口半径为 5mm 

图 7  缺口圆棒中心处损伤率随等效塑性应变演化曲线 

Fig.7  Evolution of relationship between damage and 

equivalent plastic strain 

 

 

宏观损伤率的计算公式为： 

am 1
C

D
C

                 (21) 

式中：C为加载前的有效刚度；C 为加载后的有效

刚度。 

从图 7可以看出，在缺口圆棒中心点处，材料

先进入塑性，随后有效刚度下降，损伤量增长较快。

随着塑性应变的增加，损伤量逐渐趋于平缓。 

4.4  讨论 

由于模型中由弹簧束构元反映损伤，由滑移构

元反映塑性变形，而这两种构元均匀分布于空间

中，能自然地反映加载过程中材料在不同方向上的

损伤和塑性行为。另外，由于构元上的状态变量随

加载而改变，能记录加载历史。因此，模型能有效

描述变形诱导各向异性、材料对变形历史的依赖性

等问题，并能分析材料超出弹性范围后的复杂变形

行为。 

弹簧束构元和滑移构元上的计算参数取决于

材料在单轴拉伸时的应力-应变曲线。对于同种材

料，即使结构尺寸不同，但都采用同样的参数进行

计算分析。计算结果与实验结果对比显示，构元组

集模型能较好的描述结构从开始受载到破坏时的

变形行为。 

5  结论 

本文基于构元组集模型的理论基础，分析材料

在有限变形下的力学行为及结构力学响应，主要结

论如下： 

(1) 将模型在有限变形条件下的本构方程进行

线性化处理，设计相应的迭代流程，将线性化的本

构方程嵌入到有限元计算软件中，实现模型在结构

计算中的应用； 

(2) 模型能适用于有限变形的条件下，并能一

致描述材料在弹性、塑性、损伤等不同阶段的力学

行为及其结构力学响应； 

(3) 模型能反映变形诱导各向异性以及材料对

变形历史的依赖性，同时能处理复杂变形等问题； 

(4) 模型能方便简单地应用到数值模拟中，且

计算参数根据材料的力学性能确定，并具有明确的

物理意义。对于同种材料，都采用相同的参数进行

计算分析。 
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