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摘要 ： 利用颗粒模型研究脆性材料 的渐进破坏问题
，
将面 临着宏 细观参数的匹配及细观破裂程度 的统计评价等问

题 。 本文基于连接键颗粒模型 ，
提出 了利用宏细观应变能等效表征细观弹性参数 的方法 ，

给出 了 弹性参数修正 因子

的一般表达式 ，并通过算 例研究了 修正因 子与颗粒平均邻居数的对应关系 ；形 成了 个体 弹簧断裂的能量表述方法及

基于断裂能 的能 量修正方法
，
并给 出 了相应 的参数标定步骤 ； 提出 了破裂度 、破裂梯 度及破裂方 向等表征材料细观

破裂程度 的评价指标 ， 并通过单轴压缩算例 验证 了上述指标的合理性及 可行性 。
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1前言

脆性材料破坏的核心 问题是材料内 部的破裂 。 应变强度分布准则 和颗粒模型可 以分别从不同

的角 度表述代表性体积单元 的破坏演化过程 。 类似于宏观地质体的破坏过程 ，代表性体积单元的

啤坏 阶段可以分为既有损伤 、局部再损伤 、贯穿性破坏等三个 阶段 ，宏观应力应变关系 则包括 了线

性
、
非线性以及软化等三个过程 。

应变强度分布准则
Ｍ表述在既有损伤 阶段 ，采用平均弹性模量 ；

局部再损伤和贯穿性破坏阶段

引入 了 两种形式的应变强度杏度 函数 ，利用该 函数可 以 给出 不同应变下的破裂面积 。 应变分布准

则可 以较为准确地描述代表性体积单元宏观应力应变 曲线的整个过程 。 由 应变强度分布 函数可 以

表征材料 内部的破裂面积 ；
并定义了材料破坏的破裂度 。

颗粒模型＿主要通过颗粒间连接键的断裂滑移表征材料的损伤破裂过程 。 由于颗粒大小的随

机性及颗粒排布方式 的随机性 ，使得裂纹可 以沿着较为任意的方 向扩展 ，
这是该模型 的天然优势 。

然而 ， 为 了与宏观模型进行等效 ，
颗粒模型面临着细观弹性参数及断裂能的标定 、细观破裂程度的

统计方法等多种 问题 。 为此
，本文 以应变强度分布准则的基本理论为 基础 ，通过宏细观应变能及断

裂能的等效实现 了细观参数 的标定 ，通过 引人破裂度
1

5
1

、
破裂梯度及破裂方 向 等实现了细观破裂程

度的定量表述 。

2 细观弹性参数的标定

颗粒模型表征代表性体积单元的 弹性阶 主要的 问题在于颗粒之间相互作用的弹簧刚度 的

选取方法 。 对于均匀球形模型 ，文
［
6

］
给 出 了 刚度计算公式为

＆

＝ Ｋ
，

＝专
，

（ 1 ）

其中
， 忆 ，反为两个细观弹性参数 （法 向 刚度及切 向 刚度 分别表示材料 的宏观弹性模量 、
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剪切模量以及颗粒的半径 。

用该公式计算代表性单元的宏观应力应变关系 ，计算结果与传统有限元 的结果存在
一

定 的差

别
，最大差别约为 1 0％左右 。 为 了进

一步标定颗粒模型 的细观弹性参数 ，文章提 出 了
一种利用宏细

观应变能等效来标定颗粒接触刚度的方法 。

设代表性体积单元的体积为 Ｋ该区域 内包含 的球的个数为 假设小球之间 的接触为 ｒｎｗ
；则

有颗粒系统 的弹性能为

对应的连续弹性体的能量为

Ｌ
， 

＝

ｊ＾
ａｒ

＾
ｓ

＾
ｄｄ（ 3 ）

ｎ
2

令细观与宏观的应变能之比为 ，对于给定 的颗粒分布 ， 可得到修正后的接触刚度系数

为 ：

＝
＾（ 4 ）

2 2

对于非球形 ，修正后的法向 刚度及切 向 刚 度可表述为

＿

ＴｒＥ （ｒｔ

＋ ｒｆ＾Ｇｆ⑷

2
（…）

－

丁
， 尾 －

丁⑶

其中 ，
Ｆ为相互接触的非球形颗粒的平均半径 ，

／

＂

，

为接触颗粒 中较小的半径值 ， ￣ 为接触颗粒 中

较大的半径值 。，

可以看 出
，该模型中 刚度系数与球的半径具有线性关系 ，事实上 ， 当球的半径不同时 ，球的表面

积和球的体积相差
一

个尺度 ，

一

大球可能接触的球数与其半径的平方成正比 ，而球 的体积与其半径

的立方成正 比 。 当球的尺寸发生变化时 ， 刚度系数将随之发生变化 。 在此提 出 了新 的刚度 系数计

算方法 ：

＝（ 6 ）

＋ｒ
，


＋
ｒ

（

Ｘ （
1 2ｉｉｒＧｒ

，

ａ －
—

－


＼ 1 ）

Ｌ
ｅＬ

ｅ

可 以看出 ，弹簧刚度系数具有平均意义 ，
与其颗粒直径和接触类 ＩＭＰａ压应力

型有关 。 该方法考虑了 弹簧的个性 ， 同时也引 人了宏观的整体特性 。

为 了验证颗粒细观弹性参数 的标定方法 ，
建立长宽均为 1 0 ｃｍ 的：

：

：

：

：

：

：

：

：

§ ：

：

：

：

：

丨

：

：

：

丨

：

：

：

：

二维颗粒流模型 ，并在模型顶部及底部各放置
一钢板 （采用有限元单＆

元进行离散 ） （ 图 1 ） 。 数值计算时 ，
底板 固定 ，

在顶板上施加 Ｉ ＭＰａ 的压
：

丨

：

丨

：

丨

：

丨

：

丨

：

丨

：

丨

：

丨

＾ ：

：

应力 ，统计颗粒应变能与颗粒数量 、颗粒半径 、颗粒排布 、颗粒级配之
：醒塵

间 的关系 。 颗 粒体 系 的 输入 弹 性模 量为 3 0ＧＰａ ， 泊松 比 0
．

3
， 密 度

2 5 0 0 ｋｇ
／ｍ

3

ｏ

图 1 细观弹性参数标定模型

共进行了 5 种工况下的分析 ，分别为 ：

工况 1 ： 保证颗粒总面积与试样面积
一致 （ 0 ． 0 1 ｍ

2

） ，改变颗粒半径及颗粒数量 （颗粒数量 2 0 0 ̄

5 0 0 0 0 ） ，共 1 2 组算例
；

工况 2
： 保证颗粒半径一致 （ 0 ． 7 2 8ｍｍ ）

，
改变颗粒数量 （ 5 0 0 0 ￣ 7 0 0 0 ） ，共 6 组算例 ；

工况 3
：保证颗粒半径及数量一致 （半径 0 ． 7 2 8 ｍｒａ ，数量 6 0 0 0 ） ，改变颗粒排布方式 ，共 6 组算例

；

工况 4
：保证颗粒数量一致 （ 6 0 0 0 ）

，
改变颗粒半径 （ 0 ． 6 7ｍｍ￣ 0

．
8 2ｍｍ ） ，共 6组算例

；

9





颗粒材料计算力学及其应用


工况 5
：
设颗粒半径服从均匀分布 ，保证期望一致 （ 0 ． 7ｍｍ ）

，改变标准差 （ 0 ￣ 0 ． 3 5ｍｍ ）
，共 6 组算例 。

经过分析 ，颗粒体系 的平均邻居数是影响颗粒细观应变能的主控量 ， 因此对各工 况下颗粒体系

应变能与 平均邻居数 的关系进行统计分析 （如 图 2 ）
，采用型如 ｙ

＝的 公式进行拟合 ，得拟合结果

如 图 3 所示 ，
拟合公式为 ｙ

＝
 9 ． 1 3ｆ

2 Ｍ

，
拟合相关系数 0 ． 9 6 7 。
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图 2 颗粒应变能 与平均邻居数的关 系图 3 颗粒应变 能与平均 邻居数拟 合关系

利用 9 1 6 1 2 个有限元三角 形单元计算获得的试样应变能为 0
． 1 5 1Ｎ

？

ｍ
，
根据上述定义可获得修

正系数 《 随平均邻居数的变化关系 （ 图 4 ）
，
具体表达式如 8 式所示 。 由 图 4 及式 8 可得 ， 当平均邻居

数为 5 时 ，修正系 数为 1 。
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图 4 修正 系数 《与平均邻居数 ｉＶｉ的关 系

ａ
＝

 6 0 ． 5Ｎ；

2 Ｍ

 （ 8 ）

3 个体弹簧断裂的表述方法

弹簧可 以 自 由 断开 ，是颗粒模型表征材料特性的优势 。 材料 内部的 断裂过程是外力对代表性

单元所做 的功通过材料的弹性能转化为局部断裂能的过程 。 假设断裂 瞬间材料 的变形没有改变 ，

断裂产生 的动能还没有表现 出来
，
因此可以认为断裂能直接消耗弹性势能 。 目 前表征弹簧的断裂

主要包括两类模 型 ，

一类是线性断裂模型 ，

一类是弹簧损 伤模型 。 鉴于在颗粒尺度上 ，
材料的非线

性及损伤特性失去了颗粒模型 的优势 ， 因此本文仅讨论线性断裂模型 中的参数标定 问题 。

该模型认为 ， 当材料达到断裂应变时 ，
弹性能全部消失 。 这意味着文 ［

6
］给定 的模型在断裂时 ，

与断裂弹簧相关的两个颗粒所代表的 弹性区域的 弹性能全部转化为断裂能 。 如果裂纹的特征 面积

为 Ｓ
，断裂能为 ＾ ， 消耗 的弹性能为 ＳＧ

／。 设断裂能代表的区域为 Ｓ Ｚ）
，
则随着颗粒半径的增大 ，断裂能

1 0
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消 耗弹性能代表的 区域 ＳＤ也将增大 ，
这并不合理 。 事实上 ，断裂能的消耗仅与破裂面积有关 ，

不应

当与体积成正 比 。

在 ＳＺ＞ 区域内 的弹性能可表述为

金
外 务

2

⑷

设断裂能为 ＜Ｇ
ｆ ，则如果 ， 即 Ｇ

ｆ
＞ ＼

－^ －ｕ
2

 ， 则表明计算消 耗的弹性能 比
2ｒ

ｓ
＋ｒ

， 2 ｒ
ｓ
＋ｒ

，

实际的少了 ；
反之

，计算的多 了 。

在线弹性断裂模型 中 ， 断裂瞬间 两颗粒间 的位移保持不变 ， 弹簧的应力也不能改变 ，
因此引人

断裂能是该模型面 临 的难题 。 本文提 出 了 借助改变断裂颗粒及相邻颗粒动能的方法来削 减断裂

能 。

令剩余弹性能为

（ 1 0 ）

当该能量大于零时 ，
说明 弹性能全部消失后还不足 以弥补应 当损失 的断裂能 ；

反之 ，说 明失去

的弹性能大于了断裂能 。

设断裂颗粒及周边颗粒的总质量为 若断裂时刻 ，颗粒的速度为 、 ，修正后的速度为

则有

ｖ

1

ｍ

＝
ｖ

0

－（ 1 1 ）

4 断裂能 Ｇ拙标定方法

Ｇ／是脆性材料的宏观参数 ，在常规的材料实验中 ， 只 能给 出应力应变关系 ，无法确定断裂能 。 本

文借助颗粒模型 和宏观实验 ，给 出 了
一

种特定颗粒模型下确定 Ｇ
／的 方法 。 颗粒 流计算时输入的强

度参数包括断裂拉应变 、断裂剪应变 、 摩擦角 以及断裂能 ，
但这些参数并非代表性单元尺度的材料

参数 。 为此 ，
需要通过宏观材料试验标定颗粒尺度的参数 ，

标定步骤如下 ：

（ 1 ）给定材料宏观实验的几何尺寸 ，施加位移边界条件 ；

（ 2 ）给定颗粒模型 的线性比例极限应变 、断裂应变以及摩擦角 ；

（ 3 ）设定断裂能参数 Ｇ／计算时仅反分析该参数 ）
；

‘

（ 4 ）在颗粒模型中施加位移边界条件 ，按照 动态松弛法计算 ，
直至达到稳定状态

；

（ 5 ）获得模拟试样 的位移场及力场 ；

（ 6 ）记录边界上作用于所有颗粒上的力所做 的功々 ；

（ 7 ）返回第 3 步 ，变化断裂能参数 ，并记录参数变化后 的七 。

（ 8 ）根据宏观实验获得 的边界位移 －力 曲线 ，可以得到不同加载条件下边界荷载所做的功 计

算／
＝Ａ厂Ａ， ；

（
9

）绘制 （；／与／的关系曲 线并进行拟合 ，
对应／＝ 0 的 Ｇ

，即为反分析得到 的断裂强度参数 。

5 描述赖粒模型代表性单元灾变的特怔量一破裂度

在地质灾害 中 ，
破裂度是预测形成某种地质灾害 的重要特征量

Ｍ
；在应变强度分布准则 中 ，

破

裂度是预测代表性体积单元完全断裂的物理量 。 在颗粒模型 中 引人破裂度 ，需要根据代表性单元

的破裂特性作深人的研究 ，
此处仅给出 破裂度分析的基本框架 。

（ 1 ）给定颗粒分布及弹性状态下代表性单元的受力状态 ；

（ 2 ）计算所有可能的接触 ，并按照接触对 中较小半径颗粒的横截面积进行统计 ，
给 出接触总面

1 1
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积 Ａ
，
；

（ 3
）施加荷载 ，

统计破裂 面积 儿，及破裂位置 。

首先定义 总体破裂度 ， 为

Ｄ ＝ＡＪＡ
，（

1 2 ）

其 中 ，

ｉ？ 为标量 ， 表示整个代表性体积单元 的损伤状况 。

其次
，
当代表性体积单元 内 部存在非均匀分布 的破裂 时 ， 标量 Ｄ 无法完 全表述 ，

需要定 义 新 的

特征量 。 假设代表性单元为长方体 ，
以某一底 角 为原点 ，

建立破裂 度 和坐 标的统计函数 ， 统计破裂

面积与破裂位置 的关系 ， 为

ｆＤ ｛
ｘ 0 ， ｙ 0 ，

ｚ 0 ） 

＝
Ａｂ

（
0 ＜ ｘ ＜ ｘ

0 ，
0 ＜

ｙ
＜ｙ 0 ，

Ｑ ＜ ｚ ＜ ｚ
0 ）（ 1 3 ）

其中 ，
包含 了这个破裂场 的所有信息 。

计算 ／Ｄ 对空 间 的梯度 ，
可 以得 出 三个矢量 函数 ，

定义为 ：

ｆＤ
ｉ
｛ｘ ， ｙ，

ｚ
）

＝（ 1 4 ）

ｏｘ
ｉ

由 于上述矢量 函数过于复杂 ，
无法直接使用

，
因此需要把矢量 函数简化为普通矢量 。 定义

ＤＤ
， 

－

ｆ
Ｄ

；

ｄｘｄｙｄｚ（ 1 5 ）

为 破裂梯度矢量 ， 其 中 ｉ
，

＋ 是代表性体积单元在 ｉ方 向 的长度 。 此处
，
破裂梯度矢量代表在不 同

方向 上的贯穿程度 。

定义

ｎＤＤ
ｉ 

＝

Ｊ

ｆＤ＾ｘｄｙ
ｄｚ（ 1 6

）

ｎ

为破裂方 向 矢量 ，
归一化 的破裂方 向矢量代表 了 裂纹的整体方 向 。

上述破裂梯度矢量及破裂方向 矢 量为描述 内部不均匀破裂 提供 了一个特征量
，
与代表整体情

况的破裂度共同形成 了对破裂情况 的统计描述 。

为 了对上述表征方法进行验证 ，
建立高 1 0 ｃｍ 、宽 5 ｃｍ 的二维单轴压缩数值模 型 ，

并采用 1 3 0 9 7

个颗粒进行离散 （ 最小颗粒半径 0 ． 2 2 8 ｍｍ
，最大颗粒半径 0

．
4 2 2 ｍｍ ） 。 模型底部法 向 约束 ， 顶部施加

竖直向 下 的准静态速度载荷 。 颗粒体 系的 密度 为 2 5 0 0 ｋ
ｇ
／ｍ

5

， 弹性模量为 3 0 ＧＰａ
， 泊松 比为 0 ． 2 2

， 抗

拉强度及黏聚 力均为 3 Ｍ Ｐａ ， 内摩擦角 3 0
°

。

该模型 的宏观应力应变 曲 线及破裂 度变化 曲 线如 图 5 所示 ，
峰值后轴 向微应变为 2 5 8 时的破裂

场 （ 图 5 中 Ｐ 1 位置 ）如 图 6 所示 （ 图 中黑色线段表示剪切破坏 ， 红色线段表示拉伸破坏 ） 。





Ｉ；＊

0 2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0

Ａｘ ｉａ ｌｓｔｒａ ｉｎ ／ 1 0

＊ 6

图 5 轴 向应 力 及 总破裂 度 随轴 向应变 的 变化 规律图 6 峰值后轴 向微 应变 2 5 8 时 的 破裂场

对图 6 所示的破裂场进行统计 ， 可得 ：

1 2
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总体破裂度 ：

4
．
2％

，
试样已经出现贯穿性破坏 ；

破裂梯度矢量 ：
ＤＤ

Ｘ

＝
 1 ．

5 3
，

，
ＤＤ＾ ｌ ．

6 9
，表明 ｘ

， ｙ方向破裂程度近似 ；

破裂方向矢量 ： 7 1＾

＝
 0

．
4 4

，

＾＾

＝
 0

． 9 0
， 表明整体裂纹与 》轴夹角 为 6 4 度或 1 1 6 度 。

6 结语

为 了使颗粒模型更好地表征材料 的宏观力学行为 ， 本文提出 了基于弹性应变能等效及断裂能

等效的细观参数标定方法 ，并形成了 破裂度 、
破裂梯度及破裂方 向等表征材料细 观破裂程度 的评价

指标 。 本文通过相关算例给 出 了 细观 弹性修正因子的表达式 ，并验证 了利用破裂度等指标表征材

料破坏特征的可行性 。

本文所提出 的方法是构建材料宏细观力学行为内在联系 的有效尝试 ，大量的实验验证及数值

验证是后续的主要工作 。
？
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