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N o w w e d is e u s s t h e d i s P e r s i o n r e la t io n
.

W h e n th e d e P t h o f t h e l o w e r la y e r fl u id 1 5 v e r y s rn a ll
,

h Z
~ 0

,

fr o m (2 6 a )
,

O ~ 0
,

t h e n

t h e d is p e r s i o n r e la t io n
(2 5 ) b e e o m e s

a Z = g人 th k h l (2 7 )

( 27 ) 15 J u s t th e d l s P e r s io n r e l a t i o n of r u P P e r la y e r w a te r w a v e s
.

W h e n t h e d e n s i t y o f t h e lo w e r la y e r fl u i d 15 v e r y l a r g e ,

下~ 0
,

w e e a n im a g l n e t h a t t h e

lo w e r
一

la y e r fl u i d 15 J u s t l i k e a s o l id a n d t h e d is P e r s io n r e l a t io n s h o u ld a g r e e w i t h t h a t fo r th e

t o p la y e r w a t e r
.

(25 ) h a s e o n if r m e d th a t fa e t
.

I f th e fl u id in t h e l o w e r la y e r 15 v e r y t o u g h
, v e r y s ti c k y a n d h a r d l y d i ffe

r e n t fr o m th e s o l ld
,

}
v 亡

}~ 美
,

t h e n , 。 :
~ 左

,

n ~ o
,

t h e d is p e r s i o n r e l a t一o n ( 2 5 ) b e e o m e s t h a t of r t h e t o p l a y e r

fl u i d t o o
.

I f t h e v i s c o s i t y a n d e la s t l c i t y o f t h e l o w e r
一

la y e r fl u i d a r e a l l s m a ll
,

t h e fl u i d i n t h e lo w e r

Ia y e r e a n b e th o u g h t t o b e a n 泛d e a l o n e ,

th e n , l刀 ~ 的
,

贝 ~ 之h k h Z ,

t h e d主s Pe r s zo n

r e l a t i o n
(2 5 ) b e e o m e s

a 4
(户 2 e t h kh Z e t h hk l + 户l )一 a Z户2 ( e t h -hA Z + e t h kh , ) g k + (户厂 户,

)g
Zk Z = o (28 )

T h一5 l s s u s t t h e d i s p e r s i o n r e l a t i o n fo r a t w o Ia y e r n u i d I 9 ]
.

U s l n g ( 9 )
,

it e a n b e P r o v e d t h a t th e d l s p e r s l o n r e l a t io n ( 2 5 ) 15 e o n s is t a n t w i t h ( 3
.

2 0 )

i n 【3」
.

F r o m (2 4 )
,

t h e a m p l x t u d e r a t l o b e t w e e n th e 至n te r fa e e w a v e a n d t h e
批

e s u r fa e e w a v e 15

b

a

I t 15 v a l t l a b le t o m e n t i o n th e

= c h k h一 续
C a S C

6

o f P u r e

s h kh l

e la s ti c i ty
,

(29 )

V = 刀卫 15

lm a g l n a f y
·

m e a n s t h a t

D a l r y m P le
’

s

贝 m u s t b e

w a v e d o e s

r e a l

fl o t

a e c o r d i n g t o ( 26 a T h e r e of r e ,

0
.

F r o m ( 9 )

k d e t e r m i n e d b y ( 2 5 )
竺

:

T匕 a l、
ō
t立O

d e e a y in t h e e a s e P u r e e la s t 一e it y
.

I t 25 t h e s a m e a s M a l la r d

e o n e l u s i o n
.
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U s u a l ly a n u m e r ie a l m e t h o d m u s t b e u s e d t o s o lv e t h e r o o t 左= k
;
+ k

; o f th e d i s Pe r s z o n

r e l a t i o n ( 25 ) T o s h o w t h e e限 e t o f e a e h af e t o r o n w a v e a t t e n u a t i o n ,

t o s u P P ly a s im P le of r m u l a

of r e n g i n e e r i n g d e s 一g n , a n d t o P r o v id e a r e l ia b le m e t h o d t o e h e e k t h e n u m e r ie a l r e s u l t s
,

it 15

n e e e s s a r y t o s im P I
,

fy ( 2 5 ) t o g e t a s lm P le e x P ll c i t e x P r e s s l o n fo r w a v e a t te n u a ti o n

c o e m e i e n t
.

U n d e r t h e a s s u m P t l o n th a t th e d e P t h o f t h e l o w e r l a y e r fl u id 15 i n if n i t e a n d th a t w a v e le n g th

15 lo n g a n d y 。 15 v e r y la r g e o r v e r y s m a ll
,

【3」 g o t t h e e x p ll e ; t e x p r e s s i o n s of r t h e w a v e
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,

N o
.

3 hZ o u & W a n g : T h e W a ve A t t e n u a t旧n o n t h e M u d 日e d

a t te n u a it o n

a PP il e a t io n

e o e iff e i e n ts

.

T h e e x P li e it

r a n g e o f th e

a re sm a l l
, 50

e x P r e s s io n s w i l l b e d e r i v e d h e r e w i t h o u t if r s t t w o a s s u m P t io n s a n d

2 1 9

t h C

w h e r e k o 15

t o r o f w a v e

r e a l
,

k 1 15

a t te n u a t i o n

e x Pl ic i t e x P r e s s i o n s w il l b e e x t e n t e d
.

U s u a ll y t h e w a v e a t t e n u a ti o n

w e le t

k = k o + k l = k o + k 一
r
+ i k ,

( 30 )

e o m p l e x e o r r e c ti o n a n d Ik
, / ko l << 1

.

T h e r e fo r e , e x p (一 k ` x ) 15 a fa c
-

a n d k
;

15 th e w a v e a t te n u a ti o n e o e伍 e ie n t
.

3
·

l 性 = v + 16 P/
a ~ 0 o r k 2

1
、 。

l厉 <<

F r o m (9 )
,

}心耐 }三端 }
v 旧

! a/ 《 1

m ·

~
( 一 l一 )

(
1·

合
艺、 “

V ·

;a)
w h e r C 15 t h e m o d u l e o f a c o m Pl e x

.

E x P a n d i n g (2 5 ) i n Po w e r s o f sm a ll k乃n ,

w e 罗 t

k
l 一 —

t n 刀 2 122
刀1

( e th hk Z一 t h hk Z ,一京
k 2 ( th hmz

2 5二 h Zo Z· 4 )

」
· 口 〔、 3

“
3 )rsseeseL

hkh一一0

( l ) h Z~ o
,

ko h : << Jo jh
: << 1

。 一 、。 ,

f李
(、

,

) 2 一 、 2

、
2

1
一

L j 一

」

Su b s ti t u t i n g in t o ( 35 )
, e x p a n d i n g (2 5 ) i n p o w e r s o f sm a l l k : ,

t h e n

a Z = 沙
。t h k 。 h :

D 二
P 1

Ll m K 一) =

—
K O n Z

P 2

端
,

a 卜
+ -

里立兰
-

3心 } ,

elz耐 」合s h , k。” 1+ k。” 1

(34)区
·

s i n e e !励
21 << x

, a h ; / {
v r

l<< l
, 50 刀 << 1 i n (3 6 )

.

(2 ) kh Z << l
,

l阴 h ZI >> l
,

kh , << l

T h e if r s t tw o t pmr
s i n ( 3 3 ) s h o u ld b e r e t a i n e d fo r 0 a n d t h e if r s t 15 t h e m a i n

E x p a n d i n g ( 25 )
,

w e h a v e

o-2 = g女吕(人
1+ hZ

l 「八
、

k o h ,h 2
.

: a ,介。人1八2

K l
= , 二 - 丁了一 , , 二一一丁 ! 叹 i 一 丫 ) ~ 二一一份- T - ~ 宁

—
宁

艺 Lh l + 力2 ) L
’

h l + h Z g

k 。棍

袖
2

`h ’ ` 2

」
I n (38 ) t h e r e 15 a n iam g in a r y P a r t i n th e t h ir d t e r m o n ly

, a n d

「v丽画蔽 (子赢
+ `

)
脚 = m

;
十 l m

;
= 凡

_L 创 a 龙v 吸一 l + 一)

v << G巾
。

, 》 G / p口

,

了ht 、 2

、
`
m戈

一
丽丁7

一阴 t h m
,

人
,
+

李。
,

51。 : 脚
`

。
, s e e h , m

,

* ,

之

(n :

子+ m子)内
: (c o s Z脚 `人2 + thZ 。

:

人: s i n Z胡 , h Z
)

U si n g 1m h 2 1>> l

寸丽
D =

—
口

Im k l
(h , 八 2 ) ,左

4 ( 1+ h ;角 2 ) 3理

l

、
场 ))泛1 h Z

V >> G巾
。
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G巾
a

一

八 厂丁一
,

、 们 /
,

{下厂
-
八

s l n l乙 / -二; -夕 - - n , 1 s e c 几 l 二认二 , 厂一 I 尸二尸丁 se se
.

n , !

\ l\ 甘 / P叮 7 \ ` 。 / P口 丫 。 / P J 7

「一了
. ,

,

厂
,

/一丁一八
.

。

厂丁一
,

门
刀 , 十 [ 11 一

l 不艺二气 , es es / 二二一夕 - - 月 , 1 5 1『 / 尸二尸丁 - - 八 , l

\
` 。 / Pa l\ 行 / P 6 7

、 J 。 / P a 」

O一一22D

a

G巾。

·

、人一
2 )

1·

/「
2 ( 1

一
)
3·

德翻
2 2

」 v 《 G巾
。 (4 l b )

I f J脚方Z J>> G / (户
a v )

,

(4 l b ) b e c o m e s

一 、人l
角 2

)
1·

{[
2 (1

一
)
3·

丫需
1

2

」 、 《 G巾
。 (4 2 )

( 3 ) kh Z = o ( l )
,

1hm
2
1>> 1

,

k h j 《 l

I n t h is e a s e ,

0 i n e l u d e s t h e if r s t t w o te
mr

s i n (33 )
, a n d t h e if r s t 15 t h e m a i n t e r m

.

W e e x

P a n d (2 5 ) a n d o b t a i n

a Z 二 g k 0 t h k o h Z

。 一

粤
( Im “ 1

,

(4 3 )

k 0 h Z

合
s h Z k。 ” 2+ “ 。 ” ,

、

德平下导一
一

一
` ’ ” ” “ 2 、

{会
“ 2

v >> G巾 a
(44 )

w h e n , << G P/ a t h e o n l y m o d iif e a ti o n 15 t o m u lt i p ly (4 4 ) by a

i n (4 l b )

(4 ) k。 力2 << l
,

l袖
2卜 。 ( l )

,

介。 11 1 = o ( l )

Q s t il l e o n t a i n s t h e fl r s t tw o te r m s i n ( 3 3 )
,

w h ie h h a v e th e

fa c t o r s im il a r t o t h e fl r s t fa e t o r

s a m e o r d e r

口 2 二 g 丸0 th k o h l

。 _

二
、 护

嘻又德车2
一 “

“
’ 、 U ` ’

l 一
s h Z k 。 ` , + “ 。 ” i

t h 、

痴
2一

合
S ·̀ 2

, ,

厂了
,

\ l 乙 V

cos2
、

痴
行

`护

、

争
痴

2 、 i n Z

阮
。

\ j ` V 一

v 》 ` 巾
a

I f v << G巾 a

i n (4 I b )
.

t h e l a s t af e t o r i n (4 6 ) m u s t b e r e P l a c e d b y a af e t o r s im i la r to th e if r s t

(5 ) hZ ~ 叨
,

1
.

e
.

k o h Z >>

k 0 s a t i s if e s t h e of l lo w z n g e q u a tx o n

Q = l 一 4 (k Z / 阴 2

厂 4 忍 、
( l 一 ? ) k

`
g

`
t h k 。 h

,一 g k 。了 + 7 a ”
th k 。 h l = ( l + - ,几 , 1 g( k 。 a `

th k 。 h一 “ ”

)
\ 阴 /

T h e s o l u t i o n o f t h is e q u a ti o n 15

护 = g ko a Z= g k 0 t h k o h -
1一下

l + 7 t h ko h l

F o r s u r af e e w a v e ,

w e u s e 口 2 = gk o ,

t h e n

4 k式v 。

i
k l =

—
l 一 t h k o h l

a l + (2下一 l ) th k 0 h a
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I f k o h ] << l
.

e
.

i n th e l o n g w a v e c a s e

D 一 4 k吕h }
” / 、

瓜丽 (4 8 )

T h e a t t e n u a t io n c o e iff e i e n t i n (4 5 ) 15 in d e p e n d e n t o f `
, a n d a g r e e s w i th t h a t i n 13 ]

.

3
.

Z v 。
二 v + iG巾

。
~ 二 :e 创 (k

2 } 、
。

} )<< l

F r o m (9 )
m = k [ l 一 i口 / (Z k Z v 尸

) ] (4 9 )

从
e r s o m e e a r e fu l o Pe r a ti o n s a n d n e g l e e t in g t h e h ig h e r o r d e r ,

w e h a v e

飞l
、.尹nUI,乙

亡J亡J亡、ù
咨
者..、召了̀

l
。 一

武 (合hsZ hk Z一从

){
hc( hkz 洲

” ,

F r o m th e

护 =

d i s Pe r s i o n r e la ti o n
(25 )

,

沙 0 t h k 。 h l

D 一 李 {远刃二“ 、 ` t h 左 0 h l k吕

V

、 2 + G ,
巾

2护

粤
s h Z k 。` 2 一 “ “ 方2

l

F r o m th e a b o v e fo r l n u la

v >> G巾 a
.

I f ? << G巾
, ,

D

F o r t h e e a s e o f Io n g

of l lo w s

th e a t te n u a t i o n

15 P r o Po r t i o n a l t o

e h ,左。 。 2+ k吕h孟
e o e iff c i e n t 15

车, 。

{ shZ k o h l + k o h l

i n v e r s e ly P r o Po r t io n a l t o v w h e n

W a V e a n d th i e k m u d Ia y e r ,

k o h Z 》 k o h l << l
,

( 52 ) 15 s im P tiif e d a s

D = 共
4

g 刃落石
6 2

V

一
二二:

l 『 v

v ’ + G ,
P/

,护 4 k o h , k吕
I t 15 t h e s a m e r e s u l t a s th a t i n 13〕

.

T h e fo mr
u la i n 13 ) I S a

v ’ + G ’
P/

,

s Pe e ia l e a s e

『
o f (52 )

o n l y
.

I f tw o l a y e r s a r e b o t h th i n
.

e
.

hk 一<< l
,

hk Z << l
,

( 52 ) 15 s im P liif e d t o

D =
V

铲+ ` 2
巾

2护

T hi s In e a ll s

Ca n a lm 0 S t

t h a t e o m P a er d w i t h th e e a s e h Z ~ 戈
,

t h e a t t e n u a t io n e o e伍 e i e n t i n th e e a s e h

。

一瑞
下一4月乙k

2一3

b e n e g le e t e d w h e n
I
v 。 1 15 l a r g e

.

F t o m

l ) w 】1

w a v e s d o

In t U l t 1 0 n

2 ) I n

t h e

C n

a b o v e e x P l ie i t e x P r e s s i o n s
W e C a n s e e t h a t

hk l 》 l
.

e
.

t h e w a t e r

d u e to t h i s

i n th e u P P e r la y e r 15 w a v e le n g t h 15 s h o r t

d e c a y m e C h a n i sm
,

D 二 0
.

v e r y d e e P o r t h e

I t 15 C o n s i s t e n t w it h t h e P h y s i e a l

e a s e o f l o n g w a v e ,

l a r g e v i s e o s i ty .

e
.

V =

Ohn
奋胜

o ( ( 9
3内,

)
l左 a/ 2 )

,

w e h a v e D 一 。 ( l )
, a n d D << 1 in

T h e e la s s i if e a ti o n in d i ffe r e n t c a s e s 1 5 d e Pe n d e n t

盯 e d i ffe
r e ll t i n d iffC r e fl t c a s e s

.

5 0 th e r e a r e s o m e

h e r e t h a t i n a ll c a s e s 丸0 c a n b e c o m p u t e d 吩

a n d ( a 庆 2
1
, 。 1) 庆 。为, = O ( 1 )

o th e r c a s e s
.

o n k w h e n

di iff c u lt i e s

v e

t 0

~ 0
, a n d t h e of r m u la e

e la s s i fy e a e h e a s e
.

W e

of r k o

S h 0 W

护一 gk o t h编 (人, + 人 2 )

(35 )
,

(37 )
,

a P P r o 粗 m a t e

( 43 )
,

( 4 5 )
a n d ( 47 a

)
a r e th e if r s t t e

mr
a p p r o x im a t i o n o f (5 5 ) i n e a e h

sm a l l
.

C a S C

(5 5 )
.

月1

k 0 i n th e n e x t P a r a g r a P h a r e
e o m p u t e d b y (5 5 ) w h e n I v `

l 15 V e r y
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T h e if r s t m o d e l

w e c o m P a r e

( t h e

1S

s o l id li n C S

t he

1n

a P P r o x l m a t e

if g u r e s )
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N U M E R I C A L R E S U L T S
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u la e ( t h e d a s h e d l in e s i n if g u r e s ) w i th

G a d e ’ 5 e x P e r im e n t
.

T h e t o P la y e r fl u i d 15 k e r o s i n e w it h d e n s i ty
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q u e n c y J 15 4
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I n F ig
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w e u s e t w o a P
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p r o x im a t e of r m u l a e ( 4 4 )
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a P P r o a o h t h e e u r v e
.
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v e r y
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g o o d e x e e p t In th e n e i g h b o u r h o o d o f
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,

w h e r e t h e a p p r o x im a t e fo r
-

m u la e g i v e a n o v e r e s t一m a t e d v a l u e
.

I n th e r e
-
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