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A b s t r a c t

hT
e in s t a b iil yt t h e o yr of s h o e k w a v e

wa
s e x re n

de d fr o o t h e e a se w i th a n i双j认 i re

fr o n t [ ’ 〕 r o rh e e

鳃 of a e h a n n e l w l’t h a er e t a n g u la r c r o ss se e r io n
.

月
r s t

,

t h e

m a t he m a z ic a l fo o
u la r io n of zh e P

r o b le 阴 “ u ` 宫i v

en hw ic h in c lu de d a sy s t e o of

ids
r u rb e d e q u a r i o n s a n d ht ree k in de of b o un da ry c o n id r to n s

.

hT
e n ,

r h e g e n e r al s o lu r io n s

of r h e e q u a t io ns uP s t r e a m a n d do w n s t r e

溯 w er e g i
ven an d e a e h e o n r a in de 卢v e

e o n s r an ts t o
be de t e

rm in
e .d hT ir dly

,

朋de
r o n e b o un da ry e o n id r to n

an d o n e

ass
u 州IP t io ”

,

i t

was
刀r o v e d t ha r a ll of t he

ids tu r b an ces in fr o n t of the hs o e k fr o n t a n d

o
ne of r he r w o a e o us t i e ids r u r ban ces bhe 闭 d th e hs o ck fr o n r hs o u ld b e z e r o

.

hT
e

b o un da r)
夕 e o n id r to n w as th a r a ll of rh e

ids r u r b e d P
hys

ic a l q u a n r ir ies hs o u ld 门P Pr .oa rk to

z e r o a t i叹j认 i ty
.

八
e

ass
u ”切 r ion w as r h a r o n

ly r h e un s t a b le s h o e k w a v e

was
e o n e e rn e d

h e re
.

50 i r w as re as o n ab le r o ass
u m e 公 = f下

,

夕 w as th e
ins ra b iil yt gr

o w rh r a r e a n d

w 公 a P os i t i ve er a l n

um b e r
.

A n o r h e r k in d of b o u n da yr e o n id t io n s

was
ht a t t h e n o

mr
a l

ids
tu br ed ve ot e

i zies sh o u ld 加
z e r o a r lh e s o

ild wa ll of t h e ch an n e l
,

an d it le d t o rh e

r e s u ir th a t t he w a ve n u爪b e r of ids
r u r b a n e e s e o u ld o o ly b e a s e t of ids

e re t e v a lu e s
·

月” a llx
,

a t o ta l of 刀v e c o n s e r va t io n e q ua t ot ns a e r o s s ht e

ids
t u br e d sh o e k fr on r w as ht e

th ir d k in d of b o un da 理 c o n id r io n s w h ic h w as use d t o
de te r m in e t he er m a in e d fo u r

u n
de et mr in e d e o n s at n st do w n s t r e a m a n d an un de et mr l’n e d e o n s ta n t r eP r e se n t

ing ht e

a

mp il r u de of ids t ur b e d s h o e k fr o n r
.

hT en
a 战斗, e r s io n r e la t i o n w毋 山

r
ive .d hT

e

ser
u l st

hs o w th a t a P os i t i ve er a l 护 do se e x is t
, 5 0 t h e

ass
u 州少 t io n m a

de ab o ve is

s e犷e o n s is ten t
,

an d t h e r e a r e t w o m o
de

s
,

ins
t
ea d of o n e ,

of r u n s t a b le s h o e k
.

O n e m o de
c 口 r r `护

口 n ds ot y 二 一平
·

为 (牙< 。 )
.

方 15 a n e w ly ids
c 口ve re d 阴口de an d reP ~

ts an
a bs o lu t e in s t ab iil ty of hs o e k

.

hT
e in s t a b iil ty c r i te

r io n de r i ve d fr o m an o r h e r 脚o de is

n e a r
ly ht e

asm
e

as r h e o n e

ob at in e d in [ 2
,

3 ]
,

in a 峨点r i o n
,

i ts 岁 o w th 。 ! e 15 n e w ly

de
r
i ve d in ht is P aP e r

,

an d o n t h is bas is
,

i t is fu
r the

r P o in te d o u t th a r

口 t j
l
( a犷 / a P )H 二 l + 2从 r he

s h o ck w a v e is 用o s r un s ra ble
,

i
.

e
.
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g r o w ht r a r e 厂 = oo

扩 。 15 as s u m e d t o b e a e o ” 11 , le x ” u拼 b e r w it h I tn ( 。 )》 0 isn te a d of b e

魄

ass um
e d a P u er 枷 ag 动a yr n u m b e r a r rh e bge in n i力g

,

it e a n b e P r o ve d in eS e rto n V rh a t

r h e re a re s rill t w o 脚o de s fo
r r h e

初 t a b iil ty e r i r e r ia
,

西七夕才凌`
,

th e r o o ts 0 of r h e

战毕 e rs to n e q u at ion are 51 111 im ag in a ry
.

K e y w o
rd

s s h o c k

Sh 0 C k

w a v e , s h o e k w a
ve i n a e h a n n e l

,

in s t a b i li t y t h e o yr o f

w a v e , s h o c k w a v e s ta b ili t y
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1
.

Int r o du c t io n

The邝 a er tw
a o P Proa c he si nt he stu dy o n sho ek wa v

e sta i i b lt y
.

o e nof t he m wa si nit ia t e d

by La n da u a n d Lif h sz it [ 4】
( w ha t1a 5 c l le dth

e e vo lu t ia o nr it y of sho ck wa ve )
, a n d fo r t h e e a s e o f

o n e d im e n s i o n al s m al l d i s t u r b a n e e s ,

ht e s t a b x l lyt cr 一t e n o n t n e y O O t al en Q l s M
,
户 1

an a M
Z
久 l

·

I n 19 8 2
,

X u 〔 5〕 P r o v e d t h a t fo r t w o d im e n s i o n a l s m a l l d i s t u r b a n e e s ,

M
l
> 1 a n d M

Z
< 1 15 n o

l o n ge r t h e n e e e s s a r y a n d s u iff e ie n t e o n d i ti o n
fo

r t h e s t a b i l i t y o f s h o c k w a v e fr o n t
, n o m a t t e r

t h e fr o n t 15 i n if n i t e o r b o u n d e d i n a e h乒n n e l
.

In
一

fa e t
,

t h e s t a b il i t y (
o r e v g l u t io n a r y ) e r i et r i o n 15

i n fl u e n e e d y e t b y t h e fr e q u e n e y o f t h e
wt

o d im e n s i o n a l sm a l l d i s t u r b a n c e
.

G e n e r a l l y s p e a k in g
,

s h o e k w a v e
.

rr o n t 15 n o n e v o lu t i o n a r y (u n s t a b一e ) i r t h e sm a一1 d is t u r b a n ee s i t s u依
r s a er n o t o n e

d im e n s i o n a l
.

T h e o t h e r a p P r o a e h w a s i n i t i a t e d b y D夕
a k o v [ 2〕 w h o u s e d a m e t h o d e a l le d n o

mr
a l m o d e

a n a ly s i s
,

th e n S w a n a n d F o
wl

e s [3 ] fo ll o w e d
.

T h e y s u P P o s e d t h a t t h e H u g o n io t e u r v e o f s h o c k

w a v e 15 a r b i t r a r y
,

t h e n t h e i n s t a b i li t y er ig o n o b t a i n e d 15

j
Z

(口犷 /口丹
a
< 一 1 o r j

Z

(口犷 /OP ) , > 1+ ZM

F o w le s a n d H o u w i n g [6 ] sh o w e d th a t w h e n t h e a b o ve c o n d i t i o n 15 s a it s if e d
, a s h o e k w a v e 介 o n t

w i ll s P li t s P o n t an
e o u s l y i n t o tw o s h o e k w a v e s a n d a e o n t ac t d i s c o n t i n u i t y

.

B o o k [7〕 u s e d t h e

a b o v e e ir t e r io n t o d i s c u s , th e s t a b i l i t y P r o b l e m o f S e d o v , 5 P o i n t e x P lo s i o n w a ve
.

X u [ l」 ga
v e

fu r t h e r t h e e x P r e s s i o n o f t h e gr o w t h ar t e
,

w h e n the
a b vo

e c ir t e ir o n
fo

r i n s t a b i li t y 15 s a t i s if e d
.

T h e s m a l l d i s t u r b a n e e s b e h i n d 助 i n 6 n
诉 p l a n e s h o c k w a ve e o n s i s t o f fo u r i n d e P e n d e n t

d i s t u r b a n e e s ,

w h i e h a r e o n e e n t r o P y
, o n e 、 L劝 t e x a s

we l l a s t w o
,

s o u n d d i s ut r b a n ce s
.

In

d is e u s s i n g t h e s t a b i l i t y P r o b l e m o f sh o e k w a v e , e v e r y o n e o f t h e fo u r d i s t u r b a n e e s s h o u l d s h a r e

t h e s a m e 0 a n d k
,

b u t 1 m ig h t b e d iffe er 树 in ge
n e r a l

.

T he
r e 15 a fl a w i n e i t h e r D y a k o v ’ 5 o r

S w a n a n d F o w l e s
,

P a P e r
.

T h e y d is e a r d
,

i n af e t, on
e s o u n d d i s t u r b a n e e a n d er m a i n a n o th e r o n e

b u t w i t h o u t a n y P r o o f o r a n n o u n e e

me
n t

.

S cu h a P r o o f 15 s u P P le m e n t e d i n X u , 5 w o r k [ l ] , a n d a s

a e o n s e q u e n c e ,

t w o (i n s et a d o f o n e ) in s t a b i li t y m o d e s a r e o b t a i n e d
.

O n e m o d e 15 a n e w l y

d is e o v e r e d o n e ,

w h i e h r e P er s e n t s a n a b s o lu t e in s t a b i l i t y o f sh o e k wa ve : t h e o t h e r 15 t h e s a m e a s

th e o n e o b t a ien d b y D夕
a k o v 〔2〕

,

Sw a n a n d F o w l e s 〔 3〕
.

I n t h i s P ap
e r , s h o c k w a v e i n s t a b i l i t y i n c h a n n e l w i t h a er e t a n g u la r c or s s s e e t i o n 15

d i s e u s s e d
.

S i n e e i t 15 t h r e e d im e n s i o n a l i n e s s e n e e ,

t h e s m a l l d i s t u r b a n ee s d o w n s t er am
e o n s is t

o f if v e (i n s et a d o f fo
u r) i n d e P e n d e n t d i s t u r b a n c e s : o n e e n t r o P y

,

tw o v o r et x , a n d tw o s o u n d

d i s t u r b a n e e s
.

A s l o n g a s o u r i n t e er s t 15 fo e u s e d o n t h e P or b le m o f s h o e k i n s t a b i l i t y
,

t h e

e o n d i t i o n t h a t t h e a m P l i t u d e s o f t h e d i s t u r b e d P h y s i e a l q u a n t i t i e s a t i n if n i t y (b o th d o w n s t r e a m

a n d u P s t er a m ) s h o u ld b e Z e r o le a d s t o t h e e ffe e t t h a t n o d i s t u r b a cn
e 15 a l lo w e d t o o ee u r

u P s t er a m
,

a n d o n l y o n e o f t h e wt o s o u n d d i s t u r b a n e e s 15 a ll o w e d t o o cc u r d o w n s t r e

am
, 5 0 w e

n e e d n o t ot as s

ume
t h a t het

r e 15 n o d i s t u r b a n ee s uP
s

etr am be fo r e h an d
.

A fet
r s u b s t iut itn g t h e

r e m a i n e d fo u r i n d e P e n d e n t s m a l l d i s t u r b a n ee s i n t o t h e e o n s e r v a t i o n e q u a it o n s
、

a t t h e s h o e k

fr o n t
,

w e o b t a in e d a d i sP e r戚o n r e la t i o n
.

ft s h o w s t h a t
, s im i la r t o t h e er s u l丈 o b t a i n e d b y X u [ l ] ,

ht
e er a er s ti ll t w o i n s t a b i l it y m o d e s

fo
r s h o e k w a ve

.

W h a t 15 n e w 15 t h a t ht e D夕
a k o v ,

5 c ir t e ir o n

fo
r i n s t a b i li t y 15 n o w m o d iif e d a s

,
:

浩 )
< 一 : 。 ·

,
:

(微
> , + ZM
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11
.

T h e E q u a t i o n导 of
r Sm a l l D i s t u r b a n e e a n d I t s G e n e r a l S o lu t i o n

T h e C a t os i a n e o o r d in a t e s s y s tem o %刀二 15 fi x e d o n t h e s h o e k
,

i t s x
一 a x i s e o n i n e id e s w i t h

t h e a x i s o f c h a n n e l
,

a n d t h e u n d i s t u r b e d s h o c k fr o n t 15 l o e a t e d a t x 一 0
.

G a s fl o w s fr o m t h e

r e g i o n x > 0 (w i t h v e lo e i t y 叽 ) t o x < O (w i t h v e lo c i t y 哟
.

W
e u s e a s m o r e a s P o s s ib l e t h e s a m e

s y m b o l s t h a t S w a n a n d F o w l e s 〔3 ] u s e d
.

S u P P璐 e t h a t

M
。
= 一 才

。
/ C

。

> 1
,

M 二 一牙 / C < 1

a n d t h e H gu
o n i o t e u r v e o f sh o c k m ig h t b e a r b i t r a r y

.

T h e c o n t i n u i t y
,

m o m e n t

um
a n d is e n t r o P i e e q u a ti o n s

fo
r s m a ll d i s t u r b a n e e s d o w n s t er a m

a f e

鲁
+ 附
鲁

+ 。

斋

鲁
+ 、
鲁

+ 。

器

= O

= O

粤
+ 班
季

+ :

0 奋 U 人

口尹 _ n

~ - 二汁 -
石二二 U

口 Z

妙妙
口t

口否

口t
.

+ 附
口X

口否

口戈

C
“
了口云

二 .

口忍
, .

口公
: 、

十下万一吸二系了 十 气犷于十
~

石丁- 刀二 V

犷 、 口人 U万 U` 工

+ 附
l 口

.

, r ,

口 、 l _
.

C 么 _ 、
= U o r 吸

尸一苏; 一 + 理
.

一万二了 j t 尹+
-
下7 玄- ” I = V

、 (J 名 口人 I 、 r l

I f w e s u b s t i t u t e 以 V a n d C w it h 残
,

VO a n d OC
,

w e a l s o ge t t h e e o r r e s P o n d i n g g o ve r n i n g

e

qu
a ti o n s

fo
r u P s t r e a m r e g i o n

·

T h e g e n e r a l s o l u t io n o f t h e d i s t u r b a n e e e q u a t i o n s d o w n s t r e a m 15 :

。一 ( e o : k二 。 ,
·

(c o“ k一 ) e x p〔一 ;口`」
走

B k, e x p 〔“ 1二 J + E
·

k
·
e x p : “ ! x :

+ F
犷 l

( 且

。 一牙 l
又

e x p [11( ` ) x ] + G
· 犷了( :

。 一才 l (
2

e x 。 〔̀ ,
` 2 )x〕〕

。 , 一` (。 ` n k , 。 )
·

( e o 。 “
· : ) e x p 〔一 `。 `〕

l
一 B`! e x p 〔“ l x :

+ F
犷 k

r

。 一牙 l
、 ` )

e x p 〔f l ( ” x J+ G
· 犷 k ,

。 一附 l (
2 )

e x 。 〔̀ ,`
2 ) x :」

。
一 ` ( e o : k , , )

·

( s ` n “一 ) e x p 〔一 `。 `〕
l
一 E ` l e x p 〔“ ! X〕

+ F
犷 k

:

。 一附 l (̀ )
e x p [11( ` )x ] + G

· F k
:

。 一牙 l ( 2 ,

e x 。 〔̀ , ( 2、 x 〕〕
。 一 ( e o o k

, , )
·

( e o 。 “ · z , 。 二 p厂一 `。 `〕
I
A e x p〔“ : x〕

尹

一 犷
艺

一 户 一 : ;育

礴 “

( e o s左
, .ij )

卜尹 2

e x

iP[ 厂
`

“ ’

一护
一

ex 外里
艺

刘〕
·

( c o s几
二 : , e 飞 p

一

i o t」〔F e x P U宜I ( ` )x l + G e x P 〔11`
“ )x 〕 ]

Wh C r C

x < 0 ,

i , }《 。 ,

.
2 }《 b

k , “ ” 兀 / a (
n = 1 , 2 , 3 ,

… )
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k
:

= 脚二/ b( m=1 , 2 , 3 ,

… )

I ; = 。 /牙
,

k
,
= 舜; + 掩二

l ( 1 ) 二
一班。 + 斌刃骊呼 C

Z
k

,

牙
z一 C ` k ,

C么一牙
2

l (
“ 一

=
一牙。 一斌 C

A
,

B
,

石
,

F, G a r e a r b i t r a r y e o n s t a n t s
,

C
Z 一万

么

r e P r e s e n t t h e a m P li t u d e s o f o n e e n t r o P y
,

t w o

t w o s o u n d d i s t u br a n e e s r e s P e e t i v e l y
.

I t 15 e a s y t o s e e th a t t h e b o u n d a yr c o n d i t i o n s

w a l l o f e h a n n e l h a v e b e e n s a t i s if e d a u t o m a ti e a ll y
,

i
.

e

二
, {卜

士 。
二 0 a n d .

:

}
: . * . = 0

S im il a ir y
,

th e g e n e r a l s o l u t i o n o f d i s t u r b a n c e e q u a t io n s u P s t r e a m 15 :

V o f t e X a n d

a t t h e S o l i d

,
一

c o ` “ , ,
·

c o “ “ · z e x p 〔一 `“ 〕I
B

。“ , e X p 〔“ I Ox〕+ E
。“ 二 e x p 〔“ I Ox ,

。 犷
。

l三
` )

十 厂 。二 , 污弥勺不斧
田 一伴 。` 6

’ `

e x p 〔玄l ;
` 、

x ]+ G
O
犷

。
l盖

2’

。 一牙
。
l盖

2’

e x , 〔̀ , ;
艺 )二〕
〕

, , 一`“ `n “ , ,
·

c o ` k
· : e x p : 一 。̀ ` ,〔

一 B
。
` I Oe x p 〔“ I Ox ,

+ F临杂粉
I, e x p 。“ “

1 )X〕+ G
。一
石
缪知

e X p : “ “
么

、

X〕
}

。一 `e o : “ , 。
·

。 `n “ · : e x p : 一 “̀ “
!
一 E

。` I O e x p 〔“ I Ox 〕

+ F
。

厂
o
k

:

。 一班
。
l ;

’
e x p 〔511

` ’

x〕+ G
。 犷

o
k

:

口一不
。
l {
艺

’

甲

e x 。 :` , ;
· , x 〕

l
” 一 c o s “ , 。

·

C o “ “一 , x p 〔一 `口` ,
I
A

Oe x p : “ I OX ;

。 厂孟
, . , , , _

~ 厂资
_ _ , , _ _

1

一 厂 。
下布一 e x P L, `己

`

x J 一行
。
下才

.

e x P L名沼犷 x j l
粉 0 与 O J

, “ c 0 s掩, ,
·

c o s掩
: z e x p卜 ` 0断 ] [F

。 e x p 〔̀ l盆
’

〕

二 ]+ G
。 e x p [̀ 11

2 ’ x〕 ]

Wh e r e

x > o ,

}夕{《 a ,

! 二 1《 b

庵
,
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+ i刁一二 e h卯
,

·

e o s甲`
+ i s h尹

,
·

吕i n 甲`

日h 甲二刃
,

+ i刀` = s h 甲
, e o 吕甲`

+ i e h切
一 6 i n 切

`

d n d

mI 愕
,

钓
一

不粉r .

万藏芍
“ “ “勿

`

〔士 s i n 甲` 一 M
o e h甲

,

]

S in ee t h e s u iff c ie n t a n d n e e e s s a r y e o n d i t i o n
fo

r s h o e k in s t a b i li t y 15 Im (口
。

) > 0
, a n d fr o m
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。 。

瑞粤爵
.

`刃` +“̀
·

,
,

刃
一

” 甲二 。 “ 甲。

t h e s u iff c i e n t a n d n e e e s s a r y e o n d i t i o n fo r s h o c k i n s t a b i l i t y t r a n s
fo mr

s in t o 口
,
> 0

,

i
.

e
.

e h 甲
, ·

c o s 切`> 0
,

i
.

e
.

e o s 切`
> ()

.

T h e r e fo
r e ,

w e h a v e b o t h

I m仁
叫

髦兰
_

、 舟
J

吕
2

k )
< “ an d

I m r」毕
一、一令续彝票

。 h , , . 。 。 s , ` < 。

、 R , JVI o U 芬十 U 石

1
.

e
.

a s l o n g a s t h e s h o c k 15 u n s t a b le
,

th e d is t u r b e d Ph y s i c a l q u a n t i t i e s i n fr o n t o f t h e sh co k

h a v e t o b e z e r o
.

5 0 af r ,

w e h a v e p r o v e d t h a t a s l o n g a s t h e s h o e k 15 u n s t a b l e a n d s
一

> o as

w e l l a s 一兀 / 2 < 6 `< 二 / 2
,

w e s t i ll h a v e

F = A 。 = B
。
= E

。
二 F

。
= G

。
= o

e v e n w h e n a e o m P le x 0 15 c o n e nr e d n o w
.

F o l lo w i n g t h e e x a m P le i n S e e t l o n 11 a n d 111
,

w e o b t a in t h e s a m e d i s P e r s i o n r e l a t i o n :

(M e h s一 ) ( f e h
2
8 + g e h 6 + h ) = o

w h e r e t h e c o e iff c i e n t s f
,

夕 a n d h h a v e t h e s a m e e
却

r e s s i o n a s P r e v i o u s
,

F r o m t h e e x P re s s i o n o f

c h s a n d s h o
,

i t 15 e a s y t o s e e t h a t u n d e r t h e e o n d i t i o n s
,

) 0
,

t h e C
, a n d s

, s h a r e t h e s a m e

s i g n , a n d w h e n o n e 15 ez
r o ,

t h e
幼

o t加 r
.

w i l l址
z e r o t o o

.

W
e n o w ig

v e a e ir t e r i o n t o d iv id e u舫 t压h协℃ a s e fr o m s t a b l e e a s e
「

fo
r t h e s e c o n d i n s t a b i l i t y

m o d e w h e n
j

Z

(口犷 /口P ) H v a r i e s in t h e r略;

卯 (一 co
,

co )
.

T h e e r i t e r i o n 15 :

( l ) I f o n e o f t h e tw o r o o t s s a t is if e s C ` , 力 a n d C
,

> l
, o r C `护 0 a n d C

,

> O
,

t h e n t h e s h o e k

w a v e 15 u n s t a b le ;

( 2 ) Ir o n e o r t h e tw o r o o t s s a t i s fl e s

.Ct 二 。 a n d C
,

= l
,

o r
C

`子 0 a n d C
,

二 o
,

t h e n

(A ) a s 厂 = 0
,

t h e s h o e k w a v e 15 m a r g i n a l s at b l e :

( B ) a s 厂 = co
,

t h e s h o c k w a v e 15 m o s t u n s t a b le :

( 3 ) I f i t d o e s n o t o e lo n g t o t h e a b o v e tw o e a s e s ,

t h e h t h e s h o e k w a v e 15 s t a b l e
.

W
e n o w d i s e u s s t h e sh o e k w a v e i n s t a b i li t y b a s e d o n t h e d i s P e r s i o n r e la t i o n u s i n g t h e

a b o v e e ir et ir o n
.

T h e if r s t m o d e 15 a n i n s t a b i li t y o n e a n d 15 s ti l l t h e s a m e a s Per v i o u s :

e h s = 一/ M

F o r t h e q u a d ir c e q u a t i o n o f e h o i n t h e

(C
` = o ,

C
f

> l )

d is P e r s i o n r e la t i o n ,

w e d i v id e t h e

j
Z

(口犷 / J P ) 二 o n t h e r e a l a x i s i n t o if v e r e
ig

o n s a n d iw ll d i s c u s s t h e m i n d i vi d u a l l y
.

4 f h = 0 ,’ w e o b t a i n

v a lu e o f

F r o m 9 2一

△ = j
Z

A二 j
Z

= Q l二 一 1+
吸l 一 M

Z

)牙 /附
。

= Q
: 一 一 z+

( 1一 M
Z
)才 /牙

。

o b v i o u s ly
,

w e h a v e

一 l < Q:
< Q

Z

< 1+ ZM
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X u F u a n d C h e n L e一 sh a n

w h e n A 二 j
Z

( aV / aP ) , 〔 (Q : ,

Q : )
,

be
e a u s e f > o

, 50 9 ,
一 4 f h < 0

.

t h e tw o r o o t s o f

q u d r a ti c e q u a t i o n a r e a P a i r Of
c o nj u

ga et c o m P l e x n u m b e r ,

w h o s e C
, +

, C
, _

< 0 a n d C
`铸 0

.

A cc o r d i n g t o ht e a b o v e e r i et r i o n
,

ht e s h o e k w va
e 15 s tab l e in ht i s er ig

o n
.

W h e n A 15 o u t s i d e

t h e er g i o n

i n s t a b i li t y :

.

材
.

H e n e e

( Q , ,

Q
:

)
,

w e h a v e tw o r o o t s o f r e a l n u m b e r
c(

`= 0 )
, a n d fr o m t h e er q u i r e m e n t o f

e h o > l ,’ w e ge t t h e P r e r e q u i s i t e fo r t h e P r e s e n e e o f i n s t a b i l i t y: A < 一 1 o r A> 1+ 2
.

t h e er 15 n o s h o e k w va
e i n s t a b i li t y i n t h e er ig

o n s 一 1 < △ ( Q ; a n d Q
:

《 A < 1+ ZM

T a b l e l

△一 `: (器)
, t h e if r s t r o o t

( e五夕)
+ = C

r 十 + ` C `+

t h e s e e o n d r o o t

(
e五0 )

一二 C卜+ `C 卜

s i tu a ti o n o f s t a b i li ty

△ < 一 1 C卜 , 0
,

C
r +

> 1 C 卜 = O
,

C
r 一

< 一 i u n s ta b le ( U )

( 1 + △) , O
- C 卜 = 0

,

C
, + . 一 i / M C 卜 = O

,

C 卜 , ,
,

厂 . 0 m ar ig n a l s t扭b le (m s)

△= 一 i C = O rC 牛= 一 i / M n o n e

一 1 < △《 lQ
C 。+

二 0
,

C
r +

< 1 C 卜= 0
,

C
r 一

< 一 1 s t a b le ( S)

0
1 < 么< Q

: C 卜 护 0
,

C
r ,

< 0 C i一 砂 0
,

C
r
、 ~ C

r一
( 0 s t a b le (S )

Q :
( △< 1 + ZM C ` 、 = 0

,

C
r +

< 1 C i 一= 0
,

C
r一

< 1
s t a b le ( S)

△= 1+ ZM C . + = 0
,

C
r 十

= 1
,

厂= + 二 C i一 = 0
,

C 卜 < 一 1 m o s t u n s t a b l e (M U )

△ > 1+ ZM C 。+ “ 0
,

C
r +

> 1 C 卜= 0
.

C卜 < 一 1 u n s t a b le (U )

W
e n o w d is e u s s

ht
e p e

响mr
a n c e o f r o o t s i n t h e v i n c i n i t y o f 八= 一 1 a n d △

`

= 1 + Z .M A s

(△ + 1 ) , o一 C
, +

。 一 z /M
a n d C

, _

今 + oo
,

t h e l a t et r e o r r e s p o n d s t o 厂、 o
,

i
.

e
.

m a r ig n a l

s t a b i l i t y
.

H o w e v e r a t △= 一 1
,

t h e er 15 o n l y o n e r o o t : C
,

~ 一 ] /M
,

A s ( A 一 1 一 ZM ) , o+, C
,

, 1+ a n d C
, _

< 一 1
,
t h e

fo mr
e r e o

err
s p o n d s t o 厂 , + ao

,

h e n ee △二 1 + ZM 15 t h e
m

o s t u n s t a b le

p o in t (i n t h e m e a n i n g o r m
a x im u m i n s t a b i l i t y g r o w t h r a et )

.

A t 么= i + 2城 C
, ,
二 1 a n d C

, -

< 一 1
,

t h e fo n 朴 e r al s o
co

r er sP o n d s t o 厂= + 00
.

V l
.

C o n e l u s i o n S

1
.

T h e sh o e k w a v e i n s t a b i li t y in a e h a n n e l w i t h a r e c t a n g u la r e r o s s s e e t i o n h a s be e n

d is e u s s e d a n d s o lv e d s t ir e it y in m a ht e m a ti e s
.

F i r s t
,

tw o s e t s o f g e n e r a l s o l u t i o n s o f P e r t u r b a ti o n e q u a t ion
s a r e o b t a in e d 一心

l e s e t

e o r er s P o n d s t o u P s t r e

am
a n d

`

t h e o t h e r t o d o w n s t er am
o f sh o e k fr o n t

, a

dn
e ac h s e t c o n t a i n s

if v e c o n s t a n t s
, r e P r e s e n t i n g if ve k i n d s o f d i s t u r b a n e e s e o r er s p o n d i n g l y

,

t o b e d e t e mr i n e d

S e e o n d l y
,

t h r e e k i n d s o f b o u n d a yr c o n d i t io n s a r e
ig ve n

.

T h e if r s t o n e d e m a n d s t h a t t h e

a m P li t u d e s o f a ll d i s t u r
be d P h y s i e a l q u a n t i t i e s s h o u ld a

pp
r o a e h t o z e r o a s x , 士。

.

Si n ee i t

15 a s s

um
e d t h a t o n l y th e s h o c k w a v e i n s ta b i li t y

,

i n s t e a d o f s t a b i l i t v
,

15 e o n
ee

r n e d
,

we m ig h t
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a s s um e t ha t。 二 ` , a t t h e b e g i n n i n g w h e r e 下 15 t h o g r o w t h r a te o f i n s t a b i l i t y ( v 》 0 )
.

B a s e d

o n t h i s a s s u m P ti o n a n d t h e if sr t k i n d o f b o u n d a r y e o n d i ti o n s ,

i t e o u dl be P or ve d t h a t a l l o f th e

if v e u n d e t e
mr i n e d e o n s t a n t s fo

r u P s t r e

am
s e t s h o u ld b e z e r o ,

i
.

e
.

t h e er a r e n o d is t u r b a n e e s

u P s t r e a m
, a n d fo

r d o w n s t r e a m s e t
, o n e o f t h e tw o a e o u s t ie d i s t u r b a n e e s s h o u ld b e v a n i s h e d

,

1
.

e
.

o n e o f t h e o t h e r if v e u n d e t e
mr i n e d e o n s t a n t s s h o u ld b e z e r o

.

T h e s e e o n d k i n d o f b o u n d a r y

c o n d i t i o n s d em
a n d s t h a t t h e n o

mr
a l d is t u r b a n e e v e l o e i t y s h o u ld b e z e r o a t t h e s o lid w a l l o f

c h a n n e l
, 5 0 t h a t o n ly a P a r t i e u la r s e t o f d i s e r e t e v a l u e s sh o u ld b e a s s i g n e d t o ht e w a v e n u m b e r

。 f d i s t u r b a n c e s
.

T h e t h i r d k idn
o f b o u n d a r y e o n d i t i o n s e o n s is t s o f if v e e o n s e r v a t i o n e q u a t i o n s

fo r d is t u r b e d P h y s i e a l q u a n t i t i e s t h a t s h o u l d b e va li d a t t h e d i s t u r b e d s h o c k fr o n t
.

T h i r d ly
,

t h e r e m a i n e d fo
u r u n d e t e

mr i n e d e o n s t a n t s fo
r d o w n s t r e

am
s e t a n d a e o n s t a n t

r e P r e s e n t i n g t h e

am P l i t u d e o f d i s t u r b e d s h o e k a r e d e t emr i n e d b y t h e if v e e o n s e r v a t i o 。

e q u a t i o n s ,

t h e n a d i s P e r s i o n er l a t i o n 15 o b t a i n
de

.

B a s e d o n t h i s d i s pe
r s i o n er l a t i o n ,

i t 15 e a s y t o

e h e e k t h a t P o s i tive r e a l 夕 d o e s e x i s t (5 0 i t 15 e o n s i s t e n t w i t h t h e P er v io u s a s s

um P t i o n )
, a n d

e a s y t o d e r i v e t h e e o rr e s P o n d in g e ir t e r i a fo r i n s t a b i l it y
.

F o u r t h l ,
,

t o g e n e r a li z e o u r r e s u l t s
, a e o m p le x 0 w i t h i t s im a g i n a r y P a r t be i n g P o s i t ive er a l

n u m b e r i s a l s o a s s u m e d
,

i n s t e a d o f b e i n g a s s u m e d a p u r e im a
gi

n a r y n u m b e r a t t h e b e g i n n i n g
·

T h e P r o b l e m 15 t r e a t e d i n a s im il a r w a y
, a n d t h e s a m e d i s P e r s i o n r e la t io n 15 a ls o o b t a i n e d

.

I t s

r o o t s a s we l l a s t h e in s t a b i l i t y e r i t e ir a o b t a i n e d a er a ls o t h e s a m e a s b e fo r e
.

I t m e a n s t h a t 。

e o u l d be P or ve d t o be
a P u er im a g i n a r y n u m b e r a s l o n g a s o n ly t h e sh o e k i n s t a b i l i t y 15

c o ll c e r n e d
.

2
.

A ft e r a n a l y s i n g t h e o b t a i n e d d i s P e r s io n er la t i o n ,

w e if n d t h a t t h e r e a er t w o m o d e s ,

in s t e a d o f o n e ,

fo
r sh o e k i n s t a b i l i t y i n a e h a n n e l iw t h a er c t a n

gu l a r e or s s s e e t i o n
.

o n e m o d e 15

a n a b s o lu t e i n s t a b i li t y a n d i t 15 a n e w l y d i s e o ve r e d o n e
.

T h i s m o d e h a s n o t h in g t o d o w i t h t h e

t h e

mr
o d y n a m i e a l p r o p e r t i e s o f g a s e s (s cu h a s j

Z

(刁V /口尸 )
, )

, a n d i t s g r o w t h r a t e 15 护=

一平
·

k (附 ( o )
o r 厂 = .M I t r e p r e s e n t s a t y p e o f s h o r t

一

w a
ve’

一

i n s t a b i li t y
, a n d s h o w s t h a t a

w e a k s h o e k m igh r b e m o r e u n s t a b le t h a n a s t r o n g s h o e k u n d e r e e r t a i n e i r c

um
s t a n c e s

.

T h e i n s t a b i li t y e r i t e r i a d e r iv e d fr o m s e e o n d m o d e a r e

了2

箫
,
< 一 ,

一
, 2

箫
,
> ,+ ZM

t h e y a r e e l o s e l y er l a t e d w i t h t h e t h e

mr
o d y n a m i e a l a n d fl o w P r o P e r t ie s o f g a s e s , a n d h a v e

a lm o s t t h e s a m e fo mr
a s t h o s e fr o m D 夕a k o v 〔2〕 a n d Sw a n 一

F o w l e s 〔3〕,

M o er o v e r , a n e x P r e s s i o n

o f i n s ta b i li t y g r o w t h ar t e 15 fu
r t h e r g ive n i n t h i s P a P e r

.

I t s h o w s t h a t t h e s e c o

dn i n s t a b i l i t y

m o d e 15 a l s o a sh o r t
一

w a v e 一

i n s t a b i l i t y
, a n d 0 15 er a ll y a P u r e im a g i n a r y n u m b e r

.

I n a d d i t i o 6
,

w e
fu

r t h e r p o i n t o u t t h a t
·

a t j
Z

(己V / OP ) x 二 一 l
一 ,

t h e s h o e k w a v e 15 n e u t r a l ly s t a b le ; a n d a t

j 名( 0犷 / 6P ) H = l + ZM
,

i t 15 m o s t u n s t a b l e
.

3
.

W h e n j
Z

(口犷 /口P ) , v a r i e s a lo n g t h e r e a l n u m b e r a x i s
,

t h e v a r i a t i o n o f t h e s i t u a t i o n

o f s e e o ll d m o d e 15 sh o w n i n t a b le
.

4
.

W h e n t h e w id t h Za a n d h e i g h t Z b o f t h e e r o s s s e e t i o n o f a e h a n n e l a P P r o a e h i n if n i t y
,

t h e n t h e r e s u l t s d e r i v e d i n t h i s P a P e r d e g e n e r a t e i n t o t h e e a s e w i t h a n i n if n i t e s h o e k fr o n t
.

In

c o m p a r i s o n w i t h t h e r e s u l t s i n .[2
,

3〕
,

.

t h e im p r o V e m e n t i n t h i s p a p e r a r e : l ) t h e i n s t a b i li t y

P r o b le m o f s h o e k w a v e w i t h a n i n if n i t e s h o e k fr o n t 15 s t r ie t l y s o l v e d fr o m a m a t h e m a t ie a l

v i e w ; 2 ) tw o i n s ta b ih t y m o d e s ,

i n s te a d o f o n e , a er o b t a i n e d ; 3 ) t h e 口 o f t h e s ce o n d i n s t a b i li t y

m o d e 15 P r o v e d t o b e a P u r e im a g in a r y n u m b e r a s l o rl g a s o n l y s h o e k i n s t a b i li t y 15 e o n e e r n e d :
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1
.

e
.

th e d is tu r b e d P h y s ie a l q u a n t i t ie s gr o w e x p o n e n t ia lly a s lo n g a s in s ta b i l it y o

ucc sr
·

5
.

In oc m P a ri os n w i th 〔 1〕
,

a ge o

me
tr i e a l e x et n s i o n fr o m tw o t o thr ee d im e n s i o n al e as e

, a

c h a n n e l w i t h a r e e t a n g u l a r e r o s s s e c t i o n ,

15 er a liez d
.

I n a d d i t io n ,
a d i s c u s s i o n a b o u t t h e

v a

iar t io n o f t h e s i t u a t i o n o f s e c o n d m o d e 15 s u PP l e m e n t e d i n t h e t a b l e
,

w h i e h s h o w s t h a t

j
l ( 0犷 / a P )

H 二;

一 1 一
15 t h e p o i n t o f n e u t r a l s t a b i li t y a n d j

Z

( O犷 /日P )
, 二 1+ ZM 15 t h e m o s t

u n s t a b le P o i n t
.

R e fe r e n e e s

[ l ] X u F u ,

S h o 、
、

父 w a ve i n s t a b i l i t y
,

rP
o e

.

nI t
.

C o
nf lF u id M e kr

. ,

B e
ij i

n g ( 19 8 7 )
,

2 4 3 一 2 4 7
.

[ 2 ] D y a k o v ,

S p
,
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