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摘要    将明渠挟沙水流双层积分模式的控制方程系分别作为单一系统和两个降阶的双曲性系统, 分析、比

较其特征值; 结合溃坝挟沙水流和水库挟沙水流等两类典型的强分层挟沙水流, 研究其双曲性. 分析表明, 尽

管作为单一系统和两个降阶的系统时, 特征值在定量上有差异, 但在所涉及的参数域内, 双曲性仍然得以保

持, 并不引发 Kelvin-Helmholtz 失稳现象. 作为应用实例, 对水库异重流进行数值模拟研究. 结果表明, 在所应

用的参数范围内, 显著增加水库清水泄流量并未导致异重流失稳, 且可明显提高排沙比, 减少水库泥沙淤积. 
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明渠强分层挟沙水流, 如溃坝挟沙水流和水库

挟沙水流, 在自然界广泛存在. 通常, 强分层挟沙水

流包括上层清水层和下层挟沙层, 而且上、下两层之

间、以及下层与可冲积河床之间存在强烈的相互作用. 

双层积分模式在模拟分层挟沙水流方面具有巨大的

优势, 相较于立面二维和全三维模式, 它极大地提高

了计算效率, 而相对于单层积分模式, 它能够表征流

体的分层结构. 然而以往的双层积分模式全部或者

部分忽略了强分层挟沙水流的基本力学特征, 其简

化的控制方程系不满足流体力学守恒定律, 因此并

不适用强分层挟沙水流. 早期的模式假设两层流体

互不交换而且下层挟沙层的密度保持不变[1–9], 近来

有学者在模型中考虑了上下两层间的交换, 但是依

然假设下层挟沙层的密度不变[10–13]. 近, Li 等人[14]

和 Cao 等人[15]建立了普遍适用于动床条件下的分层

挟沙水流的双层积分模式, 充分考虑了上、下两层之

间、以及下层与可冲积河床之间的相互作用. 该双层

模式的理论基础、参数封闭模式、数值计算方法以及

与实验与野外观测数据的比较分析等 , 如文献[14,  

15]所描述.  

双层积分模式的控制方程系应当作为单一系统

求解, 但是层间相互作用项的存在导致控制方程系

无法始终保持双曲性[16], 一旦两层流体的速度差过

大 , 会导致控制方程失去双曲性并且引发 Kelvin- 

Helmholtz 失稳现象[17,18], 即出现两层流体界面失稳. 

在数值计算中, 该失稳现象导致界面扰动逐渐增长, 
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造成数值计算的崩溃, 因此在选择数值格式和设置

边界条件方面非常困难. 在实际应用中, 界面失稳现

象导致两层流体间剧烈掺混, 耗散能量, 因此增加下

游泄流是否会破坏已经在库内形成的异重流并且导

致 Kelvin-Helmholtz 失稳现象仍然有待研究[15]. 学者

们提出了很多特殊的手段来解决此类问题, 如引入

中间层[19], 增加一定的剪切力[20]或者人为地额外增

加两个方程 [21], 但是当前的双层积分模式 [14,15]相比

于以前的模式增加了控制方程, 即泥沙连续方程和

河床变形方程, 因此如何将当前双层积分模式的控

制方程系作为单一系统求解仍然有待研究. 鉴于当

前研究现状, Li 等人[14]提出, 将每层的控制方程整理

成传统的双曲形式, 即将相对于惯性项和重力项可

忽略的层间相互作用项置于源项, 然后各自分裂、但

同时求解. 由两组降阶的双曲系统组成的控制方程

系可以无条件保持双曲性. 采用此种数值解法求解

的双层积分模式已经成功地模拟了溃坝水流和水库

异重流 [14,15], 并且与实验及野外观测资料均吻合良

好, 但是仍然需要分析该模式的双曲性. 本文将一维

明渠挟沙水流双层积分模式的控制方程系分别作为

单一系统和两个降阶的双曲性系统, 分析、比较其特

征值; 结合溃坝挟沙水流和水库挟沙水流等两类典

型的强分层挟沙水流, 研究其双曲性. 作为应用实例, 

对水库异重流进行数值模拟研究, 以探讨适当提高

下游水库泄流量是否会破坏异重流的稳定并导致

Kelvin-Helmholtz 失稳现象.  

1  数学模型 

1.1  控制方程 

一维明渠挟沙水流双层积分模式的控制方程系

包括针对上层清水层和下层挟沙层分别建立的质量

和动量守恒方程, 以及泥沙连续方程和河床变形方

程. 参照 Cao 等人[15]的研究, 控制方程可以整理成如

下的守恒形式:  
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其中 T 和 U 为守恒变量; E 和 F 为通量向量. 对于挟

沙层, Sb 代表河床底坡源项, Sf 包括阻力项以及受到

泥沙输移和清水交换影响的源项, Se 代表清水交换的

源项; 对于清水层, Rb 表征界面坡度源项, Rf 包括界

面阻力源项和其他受到清水交换影响的源项, Re 代表

清水交换源项和界面高程的变化; qw, qs, qc 为方程(1)

和(2)的守恒变量; t 为时间, g 为重力加速度; x 为平面

坐标; 为水面高程; s为清水层和挟沙层的界面高程; 

hw 为清水层厚度; uw 为清水层的深度平均速度; hs 为

挟沙层的厚度; us 为挟沙层的深度平均的速度; cs 为

挟沙层的深度平均的体积含沙量; zb 为河床高程; p 为

河床孔隙率; w, s 分别为水和泥沙的密度; c=w 

(1cs)+scs 为挟沙层的水沙混合体的密度; 0=wp+s 

(1p)为床沙饱和湿密度; E 和 D 分别为河床界面上的

泥沙上扬和沉降上扬通量; w 为清水层和挟沙层界面

剪切阻力; b 为河床界面剪切阻力; Ew 为清水层和挟

沙层的交换通量.  

1.2  封闭模式 

应用曼宁公式计算两层流体界面阻力和床面  

阻力:  
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  2 1 3
w w w w s w s w( ) ,gn u u abs u u h     (4) 

 2 2 1 3
b c b s s ,gn u h   (5) 

其中nw为上层和下层界面上的曼宁糙率; nb为床面曼

宁糙率.  

两层之间的水量交换通量 Ew 按 Parker 等人[22]

提出的公式计算:  

 w w s w( ),E e u u    (6) 

其中交换系数 ew通过 Richardson数 Ri=sgcshs/(uwus)
2

和 s=s/w1 计算:  

 w

0.00153
.

0.0204



e

Ri
 (7) 

通常, 水流和河床的泥沙交换包括两种机制, 即

由湍流引起的泥沙上扬和重力引起的泥沙沉降. 泥

沙上扬和沉降通量公式的选择取决于算例情况. 参

照 Li 等人[14]的研究, 对于溃坝水流引起的推移质输

移, 泥沙上扬和沉降通量按如下公式计算:  

 e e s s(1 ) ,  (1 ) ,m mE c c D c c      (8) 

其中为单颗粒泥沙在清水中的沉降速度 , 采用

Zhang 和 Xie[23]公式计算; 0.14.45 ,pm R  Rp=d/为

颗粒雷诺数; d 为中值粒径; 为清水运动黏性系数; ce

为近底饱和含沙量, 采用修正梅耶-彼得公式计算:  

  1.53
e b s s b c,  8 ,    c q h u q sgd  (9) 

其中 qb 为饱和状态下单宽推移质输沙率; 为修正系

数; 2
*u sgd  为Shields参数; u*为摩阻流速; c为泥

沙启动的临界 Shields 参数.  

对于水库异重流, 参照 Cao等人[15]的研究, 采用

如下公式计算泥沙上扬和沉降通量:  

 s b,  ,E E D c    (10) 

其中 cb=rbcs 为局部近底体积含沙量; rb 可以按 Parker

等人[22]提出的公式计算,  

 1.46
b *1 31.5( ) ,r u     (11) 

其中 Es为近底饱和体积含沙量. Parker 等人[22]提出如

下公式来计算: 
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其中 2 3
* .u sgd     

2  双曲性分析 

进行双曲性分析的基本方法是验证控制方程系

的特征值是否全为实数. 由于本模式已经成功地模

拟了溃坝水流[14]和异重流实验算例[15], 故利用本模

式所得的水力要素计算将控制方程系作为单一系统

的特征值是合理的.  

很容易证明由方程(1)和(2)组成的两个降阶的双

曲系统(RS)的特征值(w+, w, s+, s, s)为 

 w w w w,  ,    w u gh w u gh  (13) 

    s s s s s s,  ,  .     s u gh s u gh u  (14) 

为了计算将双层积分模式的控制方程作为单一

系统(SS)的特征值, 首先需要重新整理控制方程系, 

将层间相互作用项和体积含沙量变化项(即方程(3k)

右端的第二和 后一项)置于方程(3g)的左端, 控制

方程可被写成如下守恒形式: 
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其中=w/c, =(ws). 5 个特征值i(i=1, ..., 5)可以

通过矩阵 A 的特征方程|AI|=0(I 为单位矩阵)计算, 

得到特征多项式  
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根据方程(16), 很容易计算5=us, 该特征根与泥

沙连续方程相关. 其余 4 个特征值可根据 Lawrence[24]

提供的方法计算, 具体的推导过程见附录. 通常, 两

个外特征根1, 2 始终为实数, 其余两个内特征根3, 

4 可能为实数, 也可能为共轭复数, 非实数特征根的

出现即标志系统失去双曲性, 进而可能引发 Kelvin- 
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Helmholtz 失稳现象.  

本文分别将分析和比较通过不同的框架 SS 和

RS 所得的 5 个特征值. 不失一般性, 两个外特征值1, 

2 与 w+, w相互比较, 两个内特征值3, 4 同 s+, s相

互比较. 2 和s 都等于挟沙层的深度平均速度, 因此

这两者相互比较. 为了更清晰的表征双曲性, 定义逻

辑变量, 如果通过 SS 计算所得特征根皆为实数, 

则1, 象征着双曲性得以保持, 如果两个内特征根

为共轭复数, 则1, 代表双曲性失去; 此外, 如果

双层结构未形成或者瓦解, 即只有清水层或挟沙层, 

则0.  

3  检验算例 

本文结合溃坝挟沙水流和水库挟沙水流等两类

典型的强分层挟沙水流, 研究明渠挟沙水流双层积

分模式的双曲性 . 采用能够有效捕捉激波的

MUSCL-TVD-HLLC 有效体积法[25]将两层积分模式

的控制方程各自离散、但同时求解[15]. 本文采用显式

格式 , 为了满足计算稳定 , 须满足柯朗稳定条件

(CFL 条件). 需要强调的是, 本文所研究的双层积分

模式已经过实验和野外观测数据的验证 [14,15], 下文

只给出典型算例的数值模拟结果, 便于对该模式双

曲性分析的理解.  

3.1  坝体渐进溃决洪水实验 

Cao 等人[26]开展了系列水槽实验研究坝体渐进

溃决洪水. 该实验在玻璃水槽中进行, 水槽长 80 m, 

宽 1.2 m, 高 0.8 m, 坡度 0.001. 本文模拟其中一组无

初始溃口的实验 (F-Case 11). 上游来流流量为   

0.042 m3/s. 组成坝体的泥沙粒径为 0.8 mm, 密度为

2650 kg/m3. 坝体高 0.4 m, 位于距入口 41 m处. 初始

时刻, 坝体的上下游的坡度分别为 1/2 和 1/3, 坝前和

坝后水深分别为 0.054 和 0.048 m. 在入口处, 根据给

定流量, 通过特征线法来求解水深和流速, 在下游, 

由于有挡水堰的存在, 水流为急流, 采用传动边界, 

即外部节点的数据大小和方向等于内部节点.  

根据 Li 等人 [14]的数值模拟 , 当计算参数为

Cr=0.5, x=0.02 m, nb=0.012 m1/3 s, nw=0.006 m1/3 s, 
采用公式(9)计算泥沙上扬和沉降通量且修正系数

=4.5, 计算结果与试验观测的水位过程等符合良好. 

图 1 为不同时刻水面, 界面和河床高程的模拟结果. 

界面即上层清水层与下层挟沙层的交界面. 由图 1 看

出, 上下两层的界面没有出现明显的失稳现象. 图 2

比较了由 RS 和 SS 所计算的 5 个特征值. 由 SS 系统

计算的 5 个特征值均为实数, 表明双曲性得以保持. 

在整个过程中, 5 始终等于s. 在 t=425 s 时, 当水流

刚漫顶并开始侵蚀坝脚时, 双层结构还未充分发展, 

1 和 w+的绝对值 大且差别很小(图 2(a1)), 其他 3

组特征值的差别很显著(图 2(a2)–(a4)). 当 t=600 s 时, 

水面线平稳, 挟沙层充分发展, 整个水体呈现了明显

的双层结构, 4 组特征值的差别均很显著. 在上下游

边界上, 由SS和RS分别计算的特征值的正负性是相

同的, 显示出RS和SS这两种系统所采用的边界条件

应当是一致的. 图 3 显示了全过程中全场的逻辑变量

的变化, 从图 3 中看出, 在双层结构存在的区域
始终等于 1, 表明在坝体渐进溃决洪水过程中, 双曲

性得以保持.  

3.2  水库异重流实验 

Lee 和 Yu[27]在台湾大学开展了一系列水库异重

流的水槽实验. 水槽尺寸为 20 m×0.2 m×0.6 m, 坡度

为 0.02. 实验中所采用的泥沙密度为 2650 kg/m3, 颗

粒粒径为 0.0068 mm. 本文模拟其中的一组算例

(Series B-PP4). 实验中首先通过释放清水形成水库, 

然后释放浑水以形成水库异重流, 在整个实验过程

中, 上游释放的浑水的单宽流量(qin=q0=85.2 cm2/s)和

泥沙体积含沙量(cin=c0=0.002)保持不变, 下游泄流量

等于入流量. 根据已知的流量条件, 通过特征线法确

定上下游边界条件. 参照 Cao 等人[15]的数值模拟, 当

计算参数为 Cr=0.5, x=0.025 m, nb=0.015 m1/3 s, 

nw=0.005 m1/3 s, 采用公式(10)计算泥沙上扬和沉降

通量, 计算结果与试验观测的异重流潜入点位置、深

度及其传播速度等符合良好.  

图 4为异重流的形成和传播过程的模拟结果, 包

括初始条件(图 4(a)), 侵入过程(图 4(b), (c))和侵入点

稳定后异重流的传播过程(图 4(c), (d)). 在演变过程

中, 界面没有出现明显的失稳现象. 图 5比较了由RS

和 SS 所计算的 5 个特征值. 由 SS 系统计算的 5 个特

征均为实数, 表明双曲性得以保持. 初始时刻, 水槽

充满了流动的清水, 因此只有两组与清水层相关的

特征值存在且相等(即1 和 w+, 2 和 w). 在 t=25 s 时, 

浑水从上游释放, 但是还未向河床底部侵入形成异 
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图 1  坝体渐进溃决洪水过程中水面、界面和河床高程, (a) t=425 s; (b) t=450 s; (c) t=500 s; (d) t=600 s 

Figure 1  Water surface, interface and bed profiles for landslide dam failure. (a) t=425 s; (b) t=450 s; (c) t=500 s; (d) t=600 s. 

 
重流. 在此阶段, 整个水体在 x=3.68 m处被分割为上 

游的明渠挟沙水流和下游的清水. 在分割点的下游

(x>3.68 m), w+和 w分别等于1 和2(图 5(b1), (b2)), 

在分割点的上游(x<3.68 m), s+和 s分别等于3 和

4(图 5(b3), (b4)). 当 t>450 s时, 异重流形成, 双层结

构充分发展, 层间相互作用项的影响显著, SS 和 RS

系统计算的特征值的差异显著(图 5(c1)–(c4)). 在上

下游边界上, 由 SS 和 RS 计算的特征值的正负性相 

同, 显示RS和SS这两种系统所采用的边界条件是一

致的. 图 6 显示了整个过程中全场的逻辑变量的变

化, 从图 6 中看出始终为非负, 表明在水库异重流

的演化过程中, 双曲性得以保持.  

以上分析表明, 尽管作为单一系统和两个降阶

的系统时, 特征值在定量上有差异, 但在所涉及的参

数域内(Cr=0.5, nb=0.015 m1/3 s, nw=0.005 m1/3 s), 双

曲性仍然得以保持, 并不引发 Kelvin-Helmholtz 失稳

现象. 

4  下泄流量对库区异重流影响的数值实验 

增加水库大坝泄流量是否会破坏已经形成的异

重流并且导致 Kelvin-Helmholtz失稳现象是实际工程

中关注的一个重要问题, 仍有待研究[15]. 本节以水库

异重流的实验算例 Series B-PP4[27]为基础, 设计了一

系列数值实验以说明增加下游泄流量对于异重流的

影响. 本节仍然采用 RS 系统求解控制方程, 数值计

算参数与 3.2节相同[15], 假设在异重流侵入点稳定后, 

下游泄流量显著增加, 具体的泄流条件见表 1. Lee 和

Yu[27]的实验没有考虑异重流排沙, 而排沙比对于水

库的泥沙优化管理有着重要的指导意义. 在本节数

值实验中, 假设在下游边界处设置一个高度为 4 cm, 

大泄流量为 42.55 cm2/s 的排沙底孔. 当异重流传

播到下游边界处时, 排沙底孔被打开以进行排沙. 对

于下游边界条件, 在异重流抵达之前, 清水层的厚度

和流速将根据已知的下游泄流量通过特征线法确定,  
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图 2  坝体渐进溃决洪水过程中分别由 SS 和 RS 计算的特征根的对比, (a1)–(a5) t=425 s; (b1)–(b5) t=600 s 

Figure 2  Comparisons of the eigenvalues computed by SS and RS for landslide dam failure. (a1)–(a5) t=425 s; (b1)–(b5) t=600 s. 
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图 3  坝体渐进溃决洪水过程中逻辑变量的变化 
Figure 3  Distributions of  during the whole process for landslide dam failure. 
 
 

 

 
 

图 4  异重流的形成和传播过程, (a) t=0 s; (b) t=25 s; (c) t=250 s; (d) t=450 s 

Figure 4  Formation and propagation of the turbidity current. (a) t=0 s; (b) t=25 s; (c) t=250 s; (d) t=450 s. 
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图 5  异重流演化过程中分别由 SS 和 RS 计算的特征根的对比, (a1)–(a5) t=0 s; (b1)–(b5) t=25 s; (c1)–(c5) t=450 s 

Figure 5  Comparisons of the eigenvalues by SS and RS during the evolution process of turbidity current. (a1)–(a5) t=0 s; (b1)–(b5) t=25 s; 
(c1)–(c5) t=450 s. 
 

 

图 6  异重流演化过程中逻辑变量的变化 
Figure 6  Distributions of  during the whole process for the 
turbidity current.  

异重流层不需要边界条件. 在异重流抵达后, 如果异

重流的上界面超过排沙底孔, 则异重流的流量等于排

沙底孔的 大泄流量, 否则, 异重流的流量将通过异

重流的厚度与排沙底孔的高度按比例确定. 如果异重

流处于缓流状态, 则异重流的厚度和流速根据已知的

泄流量(qs)通过特征线法确定. 同时, 清水层的厚度和

速度根据剩余流量(=qoutqs)通过特征线法确定. 

图 7 显示了算例 EC 2 中异重流的演化过程, 表

现了从异重流(图 7(a))到明渠挟沙水流(图 7(d))的转

变过程. 在 t=250 s 时, 异重流侵入点不再下移, 趋于

稳定, 此时下游泄流量加倍(表 1). 由于下游泄流量

的增加以及后续的异重流排沙, 异重流侵入点失稳

并开始向下游移动(图 7(b), (c)), 同时水面高程显著

下降. 此后, 清水被完全排出, 双层结构瓦解, 整个
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水体转变为明渠挟沙水流. 从图 7 可以看出, 界面失

稳现象没有发生. 图 8 为算例 EC 2–5 中逻辑变量
的变化, 从图 8 中可以看出, 逻辑变量始终为非负, 

表明在下游泄流量适当增加的情况下, 异重流不会 

 

图 7  算例 EC 2 中异重流的演化过程, (a) t=250 s; (b) t=350 s; (c) t=450 s; (d) t=900 s 

Figure 7  Turbidity current evolution for EC 2. (a) t=250 s; (b) t=350 s; (c) t=450 s; (d) t=900 s. 

 

图 8  算例 EC 2–5 中逻辑变量的变化, (a) 算例 EC 2; (b) 算例 EC 3; (c) 算例 EC 4; (d) 算例 EC 5 

Figure 8  Hyperbolicity analysis by distributions of  for EC 2–5. (a) Case EC 2; (b) case EC 3; (c) case EC 4; (d) case EC 5. 
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表 1  数值实验的入流和泄流条件 
Table 1  Summary of the inflow and outflow conditions for 
numerical tests  

算例编号 
入流量 

qin (cm2/s) 
体积含沙量 

cin 
泄流量 

qout (cm2/s) 

EC 1 q0 c0 q0 
EC 2 q0 c0 1.5×q0 
EC 3 q0 c0 2.0×q0 
EC 4 q0 c0 2.5×q0 
EC 5 q0 c0 3.0×q0 

 
被破坏而出现失稳.  

异重流的排沙比对于优化水库泥沙管理至关重

要, 排沙比等于通过下游排沙底孔排出的泥沙体积 

Vso 与上游释放的泥沙体积 Vsi 之比. Vsi 和 Vso 根据如

下公式计算: 

 si s s s inlet( ) ( ) d ,V t h u c t  so s s s outlet( ) ( ) d .V t h u c t   (17) 

图 9 为算例 EC 1–5 的排沙比. 当异重流抵达下

游后, 异重流通过排沙底孔排沙, 异重流的排沙比随

着时间不断增加. 需要指出的是, 在实验后期, 异重

流已经转变为明渠挟沙水流后, 排沙比实际上是指

的是明渠挟沙水流的排沙比. 算例 EC 1-5 的 终排

沙比分别为 46.68%, 51.74%, 57.76%, 63.03%和

70.4%, 可以看出异重流的 终排沙比随着下游泄流

量增加而增加. 因为下游泄流有利于异重流的传播, 

因而更多的泥沙被排出, 从而有利于增加排沙比. 

上述数值模拟结果表明, 对表 1 所列计算实例, 

在所应用的参数范围内(Cr=0.5, nb=0.015 m1/3 s, 

nw=0.005 m1/3 s), 显著增加水库清水泄流量( 大为

上游来流量的 3 倍, 见表 1)并不导致已经在库内形成

的异重流失稳, 且可明显提高排沙比, 减少水库泥沙

淤积, 这为水库的泥沙优化管理提供了理论依据. 尽

管如此, 本文的数值计算试验只考虑了水库下泄流 

 

图 9  算例 EC 1–5 的排沙比 
Figure 9  Sediment flushing efficiencies for EC 1–5. 
 
量的影响, 而异重流失稳可能受到其他因素的影响, 

如上游来水来沙过程、含沙量较高时非牛顿流体特性

等, 这些需要将来进一步深入研究.  

5  结论 

本文结合溃坝挟沙水流和水库挟沙水流等两类

典型的强分层挟沙水流, 通过分析和比较将明渠挟

沙水流双层积分模式的控制方程系分别作为单一系

统和两个降阶的双曲系统时的特征值以研究其双曲

性. 研究表明, 作为单一系统和两个降阶的系统时, 

特征值在定量上有差异, 但在所涉及的参数域内, 双

曲性仍然得以保持, 并不引发 Kelvin-Helmholtz 失稳

现象. 通过对水库异重流进行数值模拟研究表明, 在

所涉及的计算实例参数范围内, 显著增加水库清水

泄流量并未导致异重流失稳, 且可明显提高排沙比, 

减少水库泥沙淤积.  
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附录 

根据第 2 节“双曲性分析”, 特征方程多项式为  

 
2 2

s w w w w

2
w s

( )[(( ) )(( ) )

] 0.

u u gh u gh
g h h

  



    

 
 

(a1)
 

从方程(A1)很容易求解得到与泥沙连续方程相

关的特征根5=us. 其他 4 个特征根的精确解可以通

过如下步骤取得.  

首先定义如下参数 : s w ;H h h  s w4 ;h h H   

s w

1
( );

2
u u u   w s s wˆ ( ) ;u u h u h H   c w
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2 w s( )

.
u uF
gH


   

根据以上定义, 特征方程可以改写为 

 
4

0

0,m
m

m
a 



  (a2) 

其 中 2 2 2 2 2 2
0 w s w s s w w s w sa u u gh u gh u g h h g h h       

2(1 );G 1 w s ˆ4 2 ;a u u u gHu    2
2 w s4 2 ;a u u u gH    

3 4 ;a u   4 1.a   

对变量进行替换以达到对方程(A2)简化的目的, 

令 y u   则可以得到 

 4 2 0,y dy ey f     (a3) 

其中 21
(2 );

2
d gH F   ˆ2 ( );e gH u u 

2
1

4
f gH   

 
 

2 2 4[4 ( ) ]F F     . 

简化后的方程的 4 个根为 1 2 1 2
1,2 1 2(y z z    

1 2
3 ),z  1 2 1 2 1 2

3,4 1 2 3( ),y z z z     因此 4 个特征根的表

达式为 

 1 2 1 2 1 2
1,2 1 3 2( ),u z z z      (a4a) 

 1 2 1 2 1 2
3,4 1 3 2( ),u z z z      (a4b) 

其中 s wsgn( ),u u    而 z1, z2, z3 为以下三次方程  

的根: 

 3 2 0,z rz sz t     (a5) 

其中 21
(2 ),

4
r gH F 

    
 

 
2

21
[1 (2

4
s gH F 

    
 

 

)],  3 21
(1 ) .

4
t gH F  

    
 

  

以上三次方程的根可以通过经典的 Tartaglia 方

法求得, 该方法的判别式如下: 

 
3 2

1 1
,

3 2zD p q       
   

 (a6) 

其中 21
(3 ),

3
p s r   31

(2 9 27 ).
27

q r rs t     

如果 Dz0, 则 z1, z2 和 z3 为实数, 则所有特征根

为实数. 

如果 Dz>0, z1 为实数, 但是 z2 和 z3 为共轭复数. 

因此 1 2 1 2
3 2( )z z 仍然为实数, 故特征根1,2 为实数. 相

反, 1 2 1 2
3 2( )z z 为纯虚数, 导致3,4 为共轭复数. 
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Hyperbolicity analysis of a double layer-averaged model for 
open-channel sediment-laden flows 

LI Ji1, CAO ZhiXian1,2*, PENDER Gareth2 & LIU QingQuan3 
1 State Key Laboratory of Water Resources and Hydropower Engineering Science, Wuhan University, Wuhan 430072, China; 

2 School of Energy, Geoscience, Infrastructure and Society, Heriot-Watt University, Edinburgh EH14 4AS, UK; 
3 Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China 

Recently we developed a physically enhanced double layer-averaged model for open-channel sediment-laden flow, 
which properly incorporates inter-layer interactions, sediment transport and morphological evolution. Yet it is hard to 
solve the whole set of governing equations of the two layers as a single system, the governing equations for each 
layer are cast into a non-homogeneous hyperbolic system, whilst the inter-layer interactions are represented as source 
terms as they are generally negligible when compared to inertia and gravitation. The two reduced-order hyperbolic 
systems of the governing equations for the two layers are solved separately and simultaneously. The performance of 
the model has been demonstrated for series of observed datasets. However, it remains to be revealed if the 
hyperbolicity is preserved. The present study analyzes and compares the eigenvalues of the governing equations when 
cast into a single system and two reduced-order hyperbolic systems respectively. As applied to typical stratified 
sediment-laden flows concerning dam-break floods over erodible sediment beds and reservoir turbidity currents, the 
model can preserve hyperbolicity and thus avoid Kelvin-Helmholtz instability although appreciable discrepancies of 
the eigenvalues of single system and two reduced-order hyperbolic systems are discernible. Computational tests for 
reservoir turbidity currents reveal that an excessive clear-outflow would keep the turbidity current from being spoiled, 
and also is conducive to improve sediment flushing efficiency and mitigate reservoir sedimentation. 

double layer-averaged model, hyperbolicity analysis, eigenvalues, Kelvin-Helmoholtz instability 
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