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热机载荷作用下拐折裂纹问题的 
通用权函数法分析 
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摘  要：根据 Betti 互易原理，推导出二维拐折裂纹问题通用权函数法的普遍表达式，并利用虚拟裂纹扩展技术

以及刚度阵导数法，将通用权函数法与有限元法直接耦合，给出了二维拐折裂纹问题通用权函数法的有限元格式。

通过实例计算比较，验证了此方法的可靠性和准确性。分析结果表明：通用权函数法可以极大地简化计算过程，

具有极高的计算效率。在此基础上应用此方法讨论了拐折裂纹长度、拐折角度对应力强度因子过渡过程的影响。 
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ANALYSIS OF UNIVERSAL WEIGHT FUNCTION METHOD FOR KINKED 
CRACKS UNDER MECHANICAL AND THERMAL LOADING 
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Abstract:  The universal weight function (UWF) method is extended in this study to deal with the kinked crack 

problems. Fundamental equations of the UWF method for two dimensional kinked crack body subjected to 

thermal and mechanical loadings are formulated based on the Betti’s reciprocal theorem. The virtual crack 

extension technique and stiffness derivative method are used to couple the UWF method with the finite element 

method (FEM). Formulation of finite element implementation of UWF method are given for two dimensional 

kinked crack body. Numerical results show that the UWF method is of high accuracy and efficiency. The changes 

of stress intensity factors with kinked crack length and inclination angle of kinked cracks are studied using the 

UWF method. 

Key words:  kinked crack; universal weight function; stress intensity factors; virtual crack extension technique; 

stiffness derivation method 
 

在工程结构的加工制造以及使用过程中，由于

加工工艺和变化的工作环境，使得疲劳裂纹普遍存

在于工程结构中。在疲劳载荷、应力腐蚀或蠕变的

作用下，这些疲劳裂纹会逐渐扩展，最终断裂而导

致结构的失效。在工程实际中，疲劳破坏也是工程

结构最主要的失效形式之一，在飞机、船舶、海洋

平台、核反应堆压力容器等结构的失效中占了很大

的比例。上述工程结构一旦失效，会产生难以预料

的恶性事故。因此，从工程结构使用的安全性和可

靠性角度出发，对工程结构的疲劳寿命评估显得尤
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为重要。 

首先，工程结构的疲劳寿命评估需要对裂纹扩

展路径进行预测。同时由于载荷和裂纹方位的不对

称以及材料属性的变化，使得裂纹在扩展过程中往

往并不是沿着原来直线方向发展，而常发生拐折。

因此对裂纹扩展路径[1―14]以及拐折裂纹[15―19]的研

究成为工程实际的需要而受到了众多学者的关注，

并提出了一系列用于处理裂纹扩展问题的模型和

方法。其次，工程结构的疲劳寿命评估还需要对裂

纹扩展参数(如应力强度因子)进行精确的分析计

算。在工程实际中，诸多工程结构在服役期间往往

工作在表面力冲击、热冲击等十分恶劣的环境下。

例如，核反应堆遇到紧急情况需要停堆。此时常需

要在反应堆压力容器及其管路中注入冷却剂，这会

使得上百摄氏度的热器壁温度快速冷却下来，压力

容器必须有能力持续的经受这种热冲击载荷的作

用。然而，当压力容器中含有裂纹时，在这种循环

冲击载荷作用下裂纹尖端会产生很高的奇异应力

场，甚至会导致压力容器及其管路爆裂，后果不堪

设想。因此在核反应堆压力容器及其管路设计时必

须确保结构在这种循环冲击载荷作用下的安全性

和可靠性；在反应堆工作过程中也必须制定绝对安

全的应急处理工艺规程。此时，分析作为裂纹扩展

参数之一的应力强度因子随时间的变化过程就是

一项必需的重要工作。 

在机械载荷、热载荷联合冲击下应力强度因子

过渡过程分析的主要困难之一是计算量非常大。原

因在于机械载荷、热载荷联合冲击过程是一个非定

常的过程，具有冲击时间短，温度梯度大，过程复

杂，温度场、应力场随时间急剧变化等特点。目前

解决此类问题主要采用热弹性力学法[20]和机械力

权函数法[21―23]。这两种方法的不足点在于两者都需

要对冲击过程中的每个时间点进行反复的应力分

析，然后根据得到的应力场或者位移场完成对应力

强度因子过渡过程的计算，致使计算量很大。 

与上述两种方法不同，通用权函数(UWF)法[24]

为求解机械、热冲击非定常问题提供了新的思路和

方法。在通用权函数法中，通用权函数与时间、载

荷无关，仅与裂纹体的几何形状有关，因此避免了

冲击过程中每个时刻反复的应力场或位移场分析，

计算效率得到提高。 

针对拐折裂纹体承受机械载荷、热载荷联合冲

击的问题，在目前查阅的文献中，尚未提及运用通

用权函数法解决此类问题。鉴于工程实际对拐折裂

纹问题深入研究的需要，本文对通用权函数法[24]

做了推广，利用 Betti 互易原理，推导出了二维拐

折裂纹问题通用权函数法的普遍表达式以及有限

元格式。其中，Betti互易原理作为弹性力学的经典

性原理，指出在任一线性变形体系中，第一状态中

的外力在第二状态中的位移上做的功，就等于第二

状态中的外力在第一状态中的位移上所做的功，其

只适用于线性变形体系，应用条件为：1) 材料处于

弹性阶段，应力与应变成正比；2) 结构变形小，不

影响力的作用[25]。通过实例计算比较，验证了此方

法的可靠性和准确性，可以达到满意的工程应用精

度。分析结果表明，通用权函数法可以极大地简化

计算过程，大大减少了计算时间，具有极高的计算

效率。在此基础上，应用此方法讨论了拐折裂纹长

度、拐折角度对应力强度因子过渡过程的影响。 

1  通用权函数法的基本表达式 

与机械权函数一样，二维拐折裂纹体的通用权

函数可以借助基本参考载荷系统的解来计算。图 1(a)

和图 1(b)分别表示二维拐折裂纹体的基本参考载荷

系统(r)和待求载荷系统(p)。其中，表示主裂纹的
倾斜角； oa 表示主裂纹的长度； 表示拐折裂纹的
拐折角度； 1a 表示拐折裂纹的长度；表示考虑点
到拐折裂纹前缘的垂直距离； XOY 表示拐折裂纹

体的主坐标系； X OY 表示主裂纹的参考坐标系；
xoy表示拐折裂纹的参考坐标系。基本参考载荷系
统(r)和待求载荷系统(p)都受到已知表面力 t*、已知

体积力 f *、已知表面位移 u*和已知盈余温度 *的

作用。在参考载荷系统(r)中，拐折裂纹前缘处的应

力强度因子 (r)K 、
(r)K 都是已知的；在待求载荷系

统(p)中，拐折裂纹前缘处的应力强度因子 (p)K 、
(p)K 都是待求解的。 

根据 Betti互易原理： 
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其中： tS 与 uS 分别为拐折裂纹体已知表面力边界

和已知位移边界； t uS S S  ；表示热膨胀系数；
A为拐折裂纹体边界 S所包围的面积； kk 为第一
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应力张量不变量： xx yy zz    。 
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        (a) 参考载荷系统(r)    (b) 待求载荷系统(p) 

图 1  二维拐折裂纹示意图 

Fig. 1  Configurations fundamental reference loading system 

(r) and loading system (p) to be solved 

给待求载荷系统(p)一个虚拟裂纹扩展 a 。值
得注意的是，虚拟裂纹扩展方向应与拐折裂纹的拐

折方向一致。对虚拟裂纹扩展后的待求载荷系统(p)

重新运用 Betti 互易原理并进行 Taylor 展开，然后

利用式(1)的微分，整理得： 
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其中： 1oa a a  ； a 表示待求载荷系统(p)进行

虚拟裂纹扩展后的边界增加量。 

利用拐折裂纹尖端附近应力场与位移场的渐

进展开式，整理得： 
(r) (p) (r) (p)2( )

( )
K K K K
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其中：对于平面应力问题H E ，对于平面应变问

题 2/(1 )H E   ， E 为弹性模量， 为泊松比；
变量符号 )(rI 可以表示为： 
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为了完成对应力强度因子 (p)K 、
(p)K 的求解，

需要引入两个基本参考载荷系统，即 1 2r  、。由此，
引入式(5)： 
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对式(5)进行求解，得： 
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其中， 1 2 2 1(r ) (r ) (r ) (r )K K K K K     。式(6)为二维拐折

裂纹问题的通用权函数法的基本表达式。 

2  通用权函数法的有限元格式 

2.1  通用权函数法的基本计算公式 

由于在裂纹尖端附近 kk 对裂纹长度非常敏

感，式(4)右端第 4个积分项很难用于实际计算。对

于平面问题： 
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其中，u、 分别表示整体坐标系下 x、 y方向的

位移。 

将式(7)代入式(4)右端第 4个积分项，交换微分

次序，然后利用 Green定理，整理得： 
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其中，对于平面应力问题 /1H E    ，对于平面

应变问题 / (1 2 )H E    。 

将变换后的式(4)代入式(6)便可得到通用权函

数法的基本计算公式。 

2.2  虚拟裂纹扩展技术以及刚度阵导数法 

与机械力权函数法[21―23]不同，通用权函数法中

不仅需要沿边界进行积分，还需要对整个拐折裂纹

体本进行面积积分，因此很难求取通用权函数法的

基本计算公式。鉴于此，本文借助虚拟裂纹扩展技

术和刚度阵导数法完成对通用权函数法的基本计

算公式中未知量的计算。为了模拟拐折裂纹尖端的

奇异性，裂纹尖端采用二次奇异单元。如图 2所示，

在拐折方向上，即 x方向上，给拐折裂纹尖端节点

一个虚拟裂纹扩展，其扩展量为 a ，根据几何关
系，裂纹尖端周围 1/4 处的节点将沿相同方向移动
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0.75 a 。由此可以得到： 
d d d

d d d

x y

a x a y a a

  
  
  

U U U U
      (9) 

其中， [ ]u vU 。 

a

 
图 2  二维拐折裂纹尖端虚拟裂纹扩展示意图 

Fig.2  Virtual crack extension in the crack-tip vicinity 

对于式(9)中全导数 d /daU 的求解，可以利用刚

度阵导数法完成。利用有限元分析中的平衡方程，

变换整理可得： 

 10
0

d d d

d d da a a
    
 

u F K
K u       (10) 

其中： K 表示拐折裂纹体的整体刚度矩阵； F 表
示总载荷向量； 0u 表示总位移向量。 

对于全导数 d /daF 、d /daK 的计算，可以利用

虚拟裂纹扩展前后有限元软件分析得到的结果差

值完成。单元内任意一点的全导数 d /daU 的求解可

以通过对 0d /dau 进行适当插值得到。 

对于式(8)中待求解量 X  以及式(9)的待求

解量 / X U 、 d /dX a，可以借助有限元法中的等
参单元来计算。其中， [ ]X x y 。 

3  实例验证与讨论 

本文将以含有边缘拐折裂纹的半无限大板为

例(图 3)，利用作者自行开发的程序系统，验证上述

方法的正确性。 

3.1  机械载荷作用下应力强度因子的计算与验证 

在此算例中，含有边缘拐折裂纹的半无限大板

上下边界受到大小为 的拉应力作用。为了模拟半
无限大板，拐折裂纹体的长和宽设为 150( )oa a 。

图 4表示拐折裂纹体的有限元网格具体剖分的示意

图(有限元网格含有 41008个单元，124045个节点)。

在有限元计算过程中通过约束半无限大板上下面

及右面中间点的方式对其进行约束，具体位移边界

条件为：约束上下面中间点 X方向的位移，约束右

面中间点 Y方向的位移。由于拐折裂纹长度较短，

因此分析过程中对裂纹尖端及边角区域的网格划

分要求较高，研究发现若此处的网格划分过于稀

疏，对计算结果将产生很大的影响，在本文研究过

程中，图 4(b)、图 4(c)所示的拐折裂纹尖端及边角

区域的正方形有限元网格宽度为拐折裂纹长度的

1/15。本文将通用权函数法得到的结果与文献[16]

中体积力法得到的结果进行了比较(图 5)。 

X

Y

X 
Y 

x
y

1a

o

o

0a

 
图 3  含有边缘拐折裂纹的半无限大板示意图 

Fig.3  Schematic representation of a semi-infinite plate with 

kinked edge crack 

 
(a) 拐折裂纹体的整体网格划分示意图 

              

(b) 拐折裂纹尖端的        (c) 主裂纹与拐折裂纹间 

 有限元网格            边角区域的有限元网格 

图 4  半无限大拐折裂纹体的有限元网格 

Fig.4  FE meshes for a semi-infinite plate with  

kinked edge crack 

其中： 

2 1 cosC a   1 2cosoC a C  ， 
* (p)

1/ π cosK K C   ， 
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* (p)
1π cosK K C   。       (11) 

与通用权函数法相比，体积力法以迭加原理为

基础，利用无限板或半无限板的基本应力场作为问 

* I
K
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K
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文献[16]
通用权函数法
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无
量
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应
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强
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拐折裂纹有效长度比C2/C1  
(b) 

图 5  Ⅰ型、Ⅱ型无量纲化应力强度因子随拐折角度、拐折

裂纹长度的变化曲线以及不同计算方法结果比较 

Fig. 5  Variation of normalized stress intensity factors for 

different kinked crack lengths and inclination angles of the 

kinked crack, and comparison of normalized stress intensity 

factors obtained from body force method and UWF method 

题的基本解，通过解线性方程组求解相关参量，进

而获得应力强度因子，针对机械载荷作用下的拐折

裂纹问题，此方法是一种有效的高精度的计算方

法，但应用此方法处理热冲击问题时，仍然不可避

免对冲击过程中的每个时间点进行反复的应力分

析，致使计算效率下降。 

根据两种计算方法得出的结果，K偏差控制在

0.7%以下，K偏差控制在 2%以下，计算精度可以

达到工程应用标准。由图 5(a)、图 5(b)可知，当拐

折角度不变时，随着拐折裂纹长度的增加，应力强

度因子K不断减小，应力强度因子K不断增大；

当拐折裂纹长度不变时，随着拐折角度的增加，应

力强度因子K不断减小，应力强度因子K呈现先

增后减的趋势，当 45  时 K到达最大值。 

当采用机械力权函数法[21―23]解决算例 1 中的

问题时，需要对两种形体进行有限元分析。首先需

对含有拐折裂纹的形体进行有限元分析，完成对机

械权函数的计算；然后还需对不含拐折裂纹的形体

的进行有限元分析，求出待引入拐折裂纹位置处的

应力分布；最后将得到的应力分布与机械权函数相

乘并沿裂纹面积分来计算应力强度因子。过程繁

琐。运用通用权函数法解决此类问题时，避免了对

不含裂纹的形体进行应力分析，只需将机械载荷与

相应的权函数相乘积分即可，简化了分析步骤，进

而提高了计算效率。 

3.2  机械、热冲击载荷共同作用下应力强度因子的

计算与验证 

以秦山核电站 300MW机组为例[26]，反应堆压

力容器的正常工作时处于恒压状态，其工作压力为

15.2MPa。当遇到紧急情况需要停堆时，常需要在

反应堆压力容器中注入冷却剂，这会使得压力容器 

内壁上承受上百摄氏度的热冲击作用。当反应堆压

力容器表面出现微小的拐折裂纹且受到上述热冲

击载荷作用时，拐折裂纹有可能发生裂纹扩展，进

而影响压力容器的使用安全性。 

为了模拟上述工作环境，在此算例中依旧采用

算例 1中的计算模型，将其边界条件设为：拐折裂

纹体左边界受到 15.2MPa的压应力以及 T = 100℃

热冲击载荷的共同作用。材料常数如表 1所示。 

表 1  材料常数 

Table 1  Material properties 

参量 单位 数值 

弹性模量 E MPa 2.1×105 

泊松比  0.3 

比热 c J/(kg·℃) 3611 

热膨胀系数 1/(℃) 0.125×104 

密度 kg/mm3 7.85×106 

导热系数 λ W/(mm·℃) 42 

本文在微机(CPU为 Core2，主频为 2.66GHz，

内存 1GB，操作系统为Windows XP 2002)上运用通

用权函数法完成了对拐折裂纹尖端应力强度因子

随时间的变化过程的分析计算，并与裂纹面张开位

移法(COD法)[27]计算结果进行了比较(图 6)。其中： 

π
1O

O O

K K ET
F F K a

K K




 
   


， ，   (12) 

根据两种计算方法得出的结果， K 偏差控制在
0.6%左右， K 偏差控制在 1.5%以下，计算精度可

以达到工程应用精度。由图 6(a)~图 6(f)可知，随着

时间的变化，应力强度因子 K 、 K 都呈现先增后

减的变化趋势，最大值出现的时间点并没有随着拐
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折角度以及拐折裂纹长度的变化而变化，最大值出

现的时间点约为 0.966s。当拐折裂纹长度不变时，

随着拐折角度的增加，应力强度因子 K 不断减小，
应力强度因子 K 呈现先增后减的趋势，当

 75 时 K 到达最大值。当拐折角度不变时，

随之拐折裂纹长度的变化，应力强度因子 K 、 K
仅有很小的变化，说明拐折裂纹长度的变化对 K 、

K 的影响不显著。在此基础上，本文通过改变边

界条件的方式，包括改变机械、热载荷的大小、载

荷施加部位、载荷类型以及热载荷施加过程中的换

热边界条件等，验证了该理论的计算精度。其应力

强度因子的计算偏差随着边界条件的改变， K 偏差
控制在 1.0%左右， K 偏差控制在 2.0%以内，计算

精度所受影响不大，进一步验证了理论的正确性。 

运用通用权函数法解决冲击类问题的最大优

越性在于它具有很高的计算效率。如图 6所示的问

题中，如果全部用热弹性力学法来计算，在求得温 
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图 6  Ⅰ型、Ⅱ型无量纲化应力强度因子随时间、拐折角度、

拐折裂纹长度的变化过程以及不同计算方法结果比较 

Fig.6  Variation of normalized stress intensity factors for 

different kinked crack lengths and inclination angles of the 

kinked crack with respect to time, and comparison of 

normalized stress intensity factors obtained from COD method 

and UWF method 

度场以后，需反复进行约10 6 30 1800   次的有

限元分析计算，在微机上每次有限元分析计算需要

约 900s，完成图 6所示的所有数据需要约 1620000s，

合 450h。非常费时。采用机械权函数法时，也需要

进行约 1800次的有限元(或边界元)应力分析，同样

非常费时。当运用通用权函数法解决图 6所示的问

题时，在微机上花费的机时为：基本参考载荷分析

2×3×239.95s，通用权函数分析 3×16s，应力强度因

子积分计算 10×6×30×24s，全部曲线总共只花费



 工    程    力    学 21 

44687.7s，约合 12.41h。与热弹性力学法、机械权

函数法相比，节省了大量的计算时间，原因在于通

用权函数与时间和载荷无关，仅需将机械载荷和温

度场与相应的权函数相乘并积分，便可以得到应力

强度因子随时间的变化过程，因此避免了每个时间

点反复的应力分析，计算效率得到很大提高。 

3  结论 

承受热机载荷共同作用的线弹性裂纹体，在裂

纹扩展的过程中，裂纹发生拐折是常见的现象。通

用权函数与时间、载荷无关，在求解复杂冲击载荷

作用下应力强度因子随时间的变化过程时，可以避

免反复的应力场或位移场分析，为更加高效地解决

此类问题提供了新的思路和方法。本文在前人研究

的基础之上，对通用权函数法做了推广，推导出了

二维拐折裂纹问题通用权函数法的普遍表达式以

及有限元格式。本文对典型实例进行了计算，验证

了此方法的可靠性和准确性。通过与其他方法得到

的结果进行比较分析，表明通用权函数法可以达到

满意的工程应用精度，同时节省了计算时间，计算

效率得到很大提高。最后，应用此方法讨论了拐折

裂纹长度、拐折角度对应力强度因子过渡过程的  

影响。 
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