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摘要  利用密度泛函理论系统地研究了单层黑磷的纯弯变形特性, 揭示了单层黑磷沿锯齿

型方向弯曲时的失稳现象, 并与石墨烯和单层二硫化钼的弯曲变形行为进行了比较. 在此基

础上, 从连续介质力学的角度引入等效原子面积, 计算了3种材料的弯曲刚度, 并且与实测

值和经验势的结果很好地符合. 结果表明, 单层黑磷的弯曲变形体现了明显的各向异性, 刚

度过大的锯齿型弯曲是导致其失稳区过早出现的力学根源, 而单层黑磷孤电子对的排斥作

用是弯曲变形呈现各向异性的主要物理机制.  
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单层黑磷(SLBP)是2014年年初发现的新型二维

晶体 [1~4]. 由于SLBP在电子迁移率和开关比方面均

显示出优异的特性 , 所以被认为是继石墨烯和单层

二硫化钼(SLMoS2)之后, 在薄膜电子学、光学器件以

及对各向异性敏感的新型电子元件等方面最具应用

前景的一种后石墨烯材料[3,4].  

由于SLBP具有显著的脆性, 其力学性质以及力

电耦合特性对实际应用有重要影响 , 因此该二维晶

体在实验室制备出来后 , 就已出现相关力学性质方

面的报道[4~10]. Wei和Peng[5]以及Jiang和Park[6]几乎同

时对弹性模量和极限应变进行了报道 , 并且都对

SLBP拉压应变的各向异性特征进行了较为细致的描

述. 随后, Jiang和Park[7]又发现了SLBP沿厚度方向的

负泊松效应, 即在沿2个基矢方向的应变加载条件下, 

垂直于二维晶体方向上表现出应变增长的规律 . 紧

接着, Jiang等人[8]又用Stillinger-Weber势对该现象进

行了描述. 力电耦合方面, Rodin等人[9]最先用密度泛

函理论(DFT)和紧束缚理论(TB)对应变调制带隙的机

制作了表征, 结果表明沿SLBP法向的应变可以减小

其带隙宽度, 从而实现半导体到金属的物性转变. 与

此同时 , Peng等人 [10]对应变导致的直接带隙向间接

带隙的转变做了定量的分析并且阐述了其机理 , 也

研究了应变对有效质量的影响.  

本 文 利 用 DFT[11], 通 过 对 SLBP 单 壁 纳 米 管

(PNT)[12]进行结构弛豫, 结合经典的连续介质模型[13], 

来探讨SLBP的纯弯变形行为.  

1  计算方法 

弯曲变形的弛豫过程由VASP(Vienna ab initio 

simulation package)实现 [14,15]. 交换关联势采用广义

梯度近似中的Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE)形式 [16], 

截断能设置为400 eV, 并以0.01 eV/Å作为收敛标准.  

石墨烯和SLMoS2采用9×9×1的Gamma散点方式, 

SLBP则采用14×10×1的Monkhorst Pack方法. 所有二

维材料的纳米管结构均采用1×1×12的Monkhorst Pack

散点方案. 初始超胞的真空层均保持在15 Å以上.  

弯曲应变能Eb定义为平面构型与管状构型的能

量差, 即 
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其中, Es和Ent分别表示平面结构和管状结构的构型能, 

N和n分别表示纳米管单胞所含的原子数和平面单胞

数. 图1(a)给出了SLBP构型的基矢及其手性表征.  

当力矩垂直于弓型方向时称为弓型弯曲 , 所卷

成的纳米管称之为弓型单壁黑磷纳米管(aPNT); 当

力矩垂直于锯齿型方向时称为锯齿型弯曲 , 所卷成

的纳米管称之为锯齿型单壁黑磷纳米管(zPNT). 图

1(b)给出了这2种力矩加载方式的示意图.  

2  计算结果及讨论 

图2给出了石墨烯、SLBP及SLMoS2的Eb随曲率

半径r的变化趋势, 可以看出其曲线形式符合典型的

双曲规律[17~19].  

 b 2

D
E

r
 ,   (2) 

 

 

图 1  (网络版彩色)SLBP 的构型及其力矩加载方式. (a) SLBP 的褶皱

形平面结构、基矢(标以 a1 和 a2)及其手性表征; (b) 分别沿 SLBP 平

面的锯齿型方向(锯齿型弯曲)和弓型方向(弓型弯曲)施加力矩 M 

Figure 1  (Color online) Crystal structure in SLBP and two kinds of 
bending states. (a) Two-dimensional puckered structure, basis vectors 
(labeled with a1 and a2) and chirality in SLBP; (b) the bending moment 
M is perpendicular to zigzag (zigzag bending) and armchair directions 
(armchair bending) in SLBP, respectively 

其中, D表示弯曲系数. 与石墨烯、SLMoS2及SLBP的

弓型弯曲变形进行比较可知, SLBP的锯齿型弯曲在

其曲率半径小于5.3 Å的时候, 出现了能量骤降, 过

大的弯曲曲率是导致锯齿型弯曲失稳的直接原因 . 

以zPNT(0,10)(锯齿型弯曲失稳的临界曲率半径rcr = 

5.3 Å)所对应的曲率半径(图2(d))作为SLBP锯齿型弯

曲失稳的临界条件, 可建立如下的失稳判据:  

 cr
cr

1
r r

k
  .  (3) 

式(3)表明, SLBP在锯齿型弯曲作用下, r应大于rcr(对

应的临界曲率kcr=0.19 Å–1), 否则SLBP将出现弯曲失

稳现象.  
纵向比较图2(b), (d)和(f)的结果显示, 不能简单

地认为是SLBP晶体结构的复杂性导致了失稳现象 ; 

横向比较图2(a)和(b), 图2(c)和(d)以及图2(e)和(f)的

结果显示, 不应该将SLBP过早的锯齿型失稳与其手

性方向简单地联系起来. 深入探讨SLBP的锯齿型失

稳, 应从定量计算其弯曲刚度的角度来说明. 本文之

后的讨论将会表明手性方向只是SLBP锯齿型失稳的

必要条件 , 只有结合其电子密度分布才能对该现象

给出较为合理的解释.  

由于连续介质力学的弯曲应变能密度ub
[13]可表

示为 

 EI
b 2d

2x x
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其中, A为垂直于弯曲方向的横截面面积, σx与εx分别

为沿横截面法向的应力和应变, BEI为弯曲刚度. 由式

(2), (4)可知 , 两者量纲 [14]的区别仅为m2, 这是因为

式(1)计算弯曲应变能时已经考虑了每个原子所占据

二维晶体的表面积 , 并包含在式 (2)的弯曲系数中 . 

为了计算式(2)所表示的占据面积, 可以定义等效原

子面积S0: 

 0
0

S
n
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其中, a1和a2表示二维晶体的原胞基矢, n0则表示原胞

内所含原子的数目 . 式(5)将式(2)和(4)联系了起来 , 

从而二维晶体的弯曲刚度可表示为 

 EI 02 /B D S . (6) 

利用式 (2)和Eb可算出D(图3), 将D和S0代入式

(6), 即可得到3种二维材料的弓型弯曲和锯齿型弯曲

的弯曲刚度.  

利用式(6)计算SLBP锯齿型弯曲的BEI为5.336 eV,  
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图 2  (网络版彩色)不同二维晶体材料卷成纳米管时 Eb 随 r 的变化. (a), (b) 石墨烯; (c), (d) SLBP, 竖直的点划线为失稳区和稳定区分界线; (e), 

(f) SLMoS2. aCNT: 弓型碳纳米管; zCNT: 锯齿型碳纳米管; aMoS2NT: 弓型二硫化钼纳米管; zMoS2NT: 锯齿型二硫化钼纳米管 

Figure 2  (Color online) Eb changes with r of curvature for (a), (b) graphene; (c), (d) SLBP (the vertical dot dash line separates buckling zone from 
non buckling zone); (e), (f) SLMoS2. aCNT: armchair carbon nanotube; zCNT: zigzag carbon nanotube; aMoS2NT: armchair molybdenum disulfide 
nanotube; zMoS2NT: zigzag molybdenum disulfide nanotube 

弓型弯曲的BEI为1.251 eV, 前者是后者的5倍, 这就

从连续介质理论的角度说明了过大的弯曲刚度是锯

齿型弯曲过早出现失稳区的重要原因 , 同时也说明

了SLBP的弯曲变形体现了明显的各向异性特征.  

作为对比 , 利用弹性力学的梁弯曲公式(式(7)) 

计算了2个方向的弯曲刚度(表1), 其中, Y表示杨氏模

量, v为泊松比[5], h表示厚度, 为2.104或5 Å[3].  

 
3

EI 212(1 )
Yh

B
v




. (7) 

比较式(6)和(7)可知, 式(6)在弯曲应变能的基础

上直接计算弯曲刚度, 既未涉及到任何材料常数, 也

与层厚无关 , 因此没有丢失任何物理力学方面的信

息 . 而传统方法则需要通过拉压变形提取杨氏模量

与泊松比之后再代入式(7)进行计算, 是一种经验性 
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图 3  (网络版彩色)依据 Eb 与 r 的变化关系得到的弯曲变形曲线及相应的弯曲系数 D. (a), (b) 石墨烯; (c), (d) SLBP, aPNT(11,0)与 zPNT(0,15)

是 r 相近的磷纳米管; (e), (f) SLMoS2. 图中实线表示理论值, 菱形表示第一性原理的计算值 

Figure 3  (Color online) Bending deformation curve and the corresponding bending coefficients D according to the relationship between Eb and r for 
graphene (a), (b); SLBP (c), (d) aPNT(11,0) and zPNT(0,15) are the black phosphorus nanotubes with the similar radius of curvature; SLMoS2 (e), (f). 
The solid line is the theoretical curve, the rhombus is the data from first-principles calculations 

的公式, 并且厚度大小一直存有争议[21~23]. 表1详细

给出了石墨烯, SLBP和SLMoS2在2种弯曲形式下的

弯曲刚度, 并与经验势以及实测值进行了比较. 从中

可以看出石墨烯和SLMoS2的弯曲刚度基本上是各向

同性的 , 而SLBP的弯曲刚度则与这2种材料存在明

显的差异, 对弯矩的方向性更为敏感. 

为了考察SLBP弯曲变形各向异性产生的物理机

制进而解释其过早的锯齿型失稳现象, 对SLBP平面

结构、曲率半径相近的aPNT(11,0)(r =  8.12 Å)和

zPNT(0,15)(r = 7.83 Å) 2种纳米管构型的电荷密度图

进行了分析(图4). 由于弯曲变形是一种曲率相关的

变形, 因此考察该过程的初末态电荷密度图时, 应从

垂直于力矩方向的切面来分析; 而zPNT(0,15)因其外

侧磷原子是在弯曲变形中相互远离的 , 相邻原子之 
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表 1  3 种二维晶体的弯曲刚度值比较 
Table 1  BEI for bending deformation in three kinds of two-dimensional crystals with different calculated methods or experiments 

二维晶体名称 晶格基矢(Å) h(Å) S0(Å
2/atom) BEI(eV) 计算方法 

石墨烯 a1=2.469 
a2=2.469 

0.66[21,22] 2.639 

1.2 实验测定[24] 

1.349(弓型)  1.402(锯齿型) 密度泛函 

1.4 经验势[25] 

SLBP 
a1=4.613 
a2=3.299 

2.104或5[3] 3.804 

1.251(弓型) 密度泛函 

0.220(2.946)(弓型) 式(7) 

5.336(锯齿型) 密度泛函 

1.306(17.532)(锯齿型) 式(7) 

SLMoS2 
a1=3.182 
a2=3.182 

3.129 2.923 

6.591~13.183 实验测定[26] 

7.766(弓型)  7.697(锯齿型) 密度泛函 

9.61 经验势[27] 

 
 

 

图 4  (网络版彩色)SLBP, aPNT(11,0), zPNT (0,15)的切面电荷密度图. 其中 2e–表示磷原子上未成键的孤电子对 

Figure 4  (Color online) Electronic density diagram (sectional view) in SLBP and the corresponding nanotubes aPNT(11,0) and zPNT(0,15). Lone 
pairs of phosphorus contain two electrons 2e– in all sectional drawings 
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间的电荷密度基本保持不变 , 故只应取其内侧切面

进行分析.  

从图4可以清楚看到, 每种结构的磷原子上都有

1对未参与成键的孤电子对 , Boulfelfel等人 [28]对这 

一孤电子对在块体黑磷的相变问题中所起的关键  

性作用做了细致的研究. 而SLBP弯曲成磷纳米管的

过程也与各原子上孤电子对的排斥作用密切相关 ,  

这与Seifert和Hernández[19]在研究其同素异形体的  

纳米管能量升高所阐述的机理是一致的 . 对比图4  

中的aPNT(11,0)与zPNT(0,15)可以看出 , zPNT(0,15) 

各原子的孤电子距离更近, 从而导致了锯齿型弯曲比

相近曲率半径的弓型弯曲具有更高的构型能(图3(c)和

(d)). 由此可见, 孤电子对在抵抗弯曲变形方面起着

不可估量的作用并最终导致了SLBP纯弯行为的各向

异性.  

当锯齿型弯曲的曲率半径达到它的临界值rcr时, 

由Pauli不相容原理 [29,30]可知 , 孤电子对在其所占据

轨道上的饱和性必然会破坏其局域平衡 , 并进一步

干扰SLPB的sp3杂化轨道, 从而导致锯齿型弯曲的过

早失稳.  

目前已有文献 [31]从分子力学的角度探讨了

SLBP的弯曲刚度, 所计算的弓型弯曲和锯齿型弯曲

的弯曲刚度分别为106和112 eV, 与本文计算结果以

及传统梁理论公式所得到的粗略结果相差约2个数量

级. 究其原因, 与石墨烯和SLMoS2等二维材料相比, 

SLBP的晶体特征及其力学性质更加依赖其本身的电

子特性 , 而分子力学只能在经典力学的框架下来表

征其力学行为.  

3  结论 

将弯曲应变能的双曲规律同连续介质力学的应

变能密度紧密结合 , 系统地研究了单层黑磷的纯弯

变形行为 , 揭示了单层黑磷沿锯齿型方向弯曲时的

失稳现象, 并与石墨烯和SLMoS2的弯曲变形行为进

行了比较. 在此基础上, 从连续介质力学的角度引入

等效原子面积, 计算了3种材料的弯曲刚度且与实测

值和经验势的结果符合良好 . 结果表明单层黑磷的

弯曲变形体现了明显的各向异性 , 刚度过大的锯齿

型弯曲是导致其失稳区过早出现的力学根源 , 而单

层黑磷孤电子对的排斥作用是弯曲变形呈现各向异

性的主要物理机制 , 并结合Pauli不相容原理给出了

失稳现象的细节描述.   
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Anisotropic bending behaviors and bending induced buckling  
in single-layered black phosphorus 
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The bending behavior of single-layered black phosphorus was systematically studied using density functional theory. Graphene, 
containing a single layer of molybdenum disulfide, was studied by considering changes in the bending strain energies as a function of 
the radius of the curvature. Bending-induced buckling in single-layered black phosphorus and its bent states were found along a zigzag 
direction as shown by the critical radius of the curvature. Combing the bending strain energies from first-principle calculations of the 
corresponding single-wall nanotubes of grapheme, single-layered black phosphorus and single-layered molybdenum disulfide with the 
strain energy densities using pure bending plate theory and by the introduction of a simple equivalent atomic area, the bending 
stiffnesses of three kinds of two-dimensional crystals were calculated and found to be in good agreement with experimental and 
empirical results. We also show that the bending stiffness is 5.336 eV under zigzag bending and 1.251 eV under armchair bending in 
single-layered black phosphorus. Apparent anisotropic bending behavior was found where high bending stiffness under zigzag bending 
leads to a buckling phenomenon. With insight into the physical mechanism of the anisotropic bending behavior, electron density 
distributions in the single-layered black phosphorus and the corresponding armchair (11,0) and zigzag (0,15) black phosphorus 
nanotubes with a similar curvature radius were further analyzed. We show that the anisotropic bending behavior can be attributed to 
repulsive phosphorus lone pair interactions, which are stronger under zigzag bending compared with armchair bending. When a critical 
curvature radius is attained, the hybridized sp3 orbitals in single-layered black phosphorus will be affected by the lone pairs according 
to Pauli's exclusion principle. The local equilibrium conditions of the electron clouds are thus disrupted and bending-induced buckling 
finally occurs. 
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