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摘要：考虑启动压力梯度的低渗透多孔介质非达西渗流模型属于强非线性动边界问题。本文分别利用相似变量变

换方法和基于空间坐标变换的有限差分方法，对内边界变压力情况下、考虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介质

非达西渗流动边界模型进行了精确解析与数值求解研究。研究结果表明：该动边界模型存在惟一的精确解析解，

且所求得的精确解析解可严格验证数值解的正确性；且当启动压力梯度值趋于零时，非达西渗流动边界模型的精

确解析解将退化为达西渗流情况下的精确解析解。由求解结果作出的非零无因次启动压力梯度下的地层压力分布

曲线表现出紧支性特点，其与达西渗流模型的有显著不同。因此，研究低渗透多孔介质中非稳态渗流问题时，应

该考虑动边界的影响。本文研究内容完善了低渗透多孔介质的非达西渗流力学理论，为低渗透油气藏开发的试井

解释与油藏数值模拟技术提供了理论基础。 
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引  言 

考虑启动压力梯度的多孔介质非达西渗流模型

研究[1-6]在低渗透油气藏开发、稠油油藏中非牛顿宾

汉流体流动规律、聚合物提高原油采收率、黏性土

壤固结以及水力压裂措施中支撑剂悬浮等方面具有

广泛的实际应用背景。考虑启动压力梯度的多孔介

质非达西渗流模型属于强非线性动边界问题[7]，除

非数学模型进行等价转化，否则动边界模型的精确

解析解将较难求出；而渗流力学领域应用广泛的线

性变换例如：拉普拉斯变换、傅里叶变换等不再适

用。目前，该类动边界问题研究方法主要包括积分

近似解析方法[7-10]、基于格林函数的数值近似方法
[11-12]、无网格方法[13]、（基于空间坐标变换的）有

限差分方法[14-19]和精确解析方法[20-21]（此处称作精

确解析方法是为区别近似解析方法）。 

相似变量变换方法[22]是精确解析求解非线性

偏微分方程的有效方法，本文将通过广泛应用于传

热学中求解经典斯蒂芬(Stefan)动边界问题精确解

析解的相似变量变换法，对内边界变压力下、考虑

启动压力梯度的一维低渗透多孔介质非达西渗流动

边界模型进行解析求解（本文模型与文献[7]所研究

模型的内边界条件不同）；同时，采用基于空间坐标

变换的有限差分数值方法[19]对该动边界模型进行

数值求解，并利用所求得的精确解析解对数值解进

行了严格验证。 

本文的研究内容对低渗透、特低渗透油气藏开

发过程所涉及的低渗透多孔介质非达西渗流力学理

论进行了进一步完善，为我国非常规油气藏(如：致

密油、页岩油气、稠油油藏等)油田开发的试井解释

与油藏数值模拟技术提供了一定的理论基础。 

1  低渗透多孔介质非达西渗流动边界数学

模型 

1.1 数学模型建立 

本文研究对象为考虑启动压力梯度的一维（半

无限长）低渗透多孔介质的非达西渗流问题，定义

如下假设条件[20]： 

① 流体流动为单相流动； 

② 多孔介质为均质、各向同性且等温； 

③ 忽略重力的影响，并设地层的压力梯度比较

小； 
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④ 流体和多孔介质是微可压缩的； 

流体密度的状态方程为[8]： 

  i f iexp C p p             (1) 

式中，为流体密度；i为流体初始密度；p 为

地层压力；pi为原始地层压力；Cf为流体压缩系数。 

岩石孔隙度的状态方程为[8]： 

  i iexp C p p             (2) 

式中，为孔隙度；i为初始孔隙度；C为孔隙

压缩系数。 

考虑启动压力梯度的低渗透多孔介质非达西渗

流运动方程为[1, 2]： 
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式中，k 为渗透率；为流体粘度；λ为启动压

力梯度；x 为距离；υ为渗流速度。 

一维多孔介质渗流的连续性方程为[20]： 
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式中，t 为时间；s 为动边界。 

将状态方程式(1)~式(2)和运动方程式(3)代入

连续性方程式(4)，可推得数学模型的控制方程为
[20]： 
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式中，Ct为综合压缩系数。 

初始条件为：                     

 0 0s                  (6) 

i0t
p p
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变压力下的内边界条件为：        

 0x
p f t
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式中，f 代表随时间变化的井底压力函数。 

动边界条件为[7, 15, 19, 20]：         

  ix s t
p p
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动边界条件所表达的物理意义为[7-21]：渗流只

发生在近井区域地层压力梯度大于启动压力梯度的

范围内；而动边界以外的区域，地层压力梯度小于

启动压力梯度，渗流不能发生，保持为原始地层压

力。此为考虑启动压力梯度影响的非达西渗流模型

与经典达西渗流模型之间的主要区别。 

为转化为一般模型，定义如下无因次变量[20]： 
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式中，xw为距离常量；xD为无因次距离；tD为

无因次时间； 为无因次动边界；PD为无因次地层

压力；λD为无因次启动压力梯度。 

式(5)~式(10)可转化为： 
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式(11)~式(16)共同构成了内边界变压力下、考

虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介质非达西渗流

的无因次动边界数学模型。 

引入内边界变压力函数如下： 

D 0 D( )f t U t           (17) 

式中，U0 为无因次的生产压力数据拟合正参

数。 

事实上，相对于生产过程中内边界定生产压力

较难控制，内边界变生产压力式(17)更符合油井生

产的实际情况；特别是生产初期，随着生产时间的

增加，井底压力不断降低，无因次井底压力不断增

加，试井解释表明一维流动[23]（例如有限导流裂缝



 

 

井的线性流阶段）无因次压力关于无因次时间的双

对数曲线斜率为 1/2；而且，式(17)还可以让数学模

型保持较好的相似特征。该内边界压力条件独立于与

压力梯度相关的非达西运动方程式(3)。 

1.2 动边界移动规律 

由式(15)，可得： 

  D D D, 0P t t             (18) 

对式(18)两边关于时间 tD进行求导，可得： 
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    上式动边界处无因次压力关于无因次距离的导

数为左导数。 

将动边界条件即式(16)代入式(19)，可得： 
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式(11)两边取 xD=δ(tD)，可得： 
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上式动边界处无因次压力关于无因次距离的二

阶导数为二阶左导数。 

由式(20)和式(21)联立，可得动边界移动速度公

式为[17, 19, 20]： 
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从式(22)可以看出，考虑启动压力梯度的一维

低渗透多孔介质非达西渗流的动边界移动速度与无

因次启动压力梯度成反比，而与动边界上无因次压

力关于空间距离的二次导数成正比；这与传热学中

的经典斯蒂芬动边界问题[22]有明显区别（动边界速

度与一阶导数相关）。 

2  精确解析求解-相似变量变换方法 

通过对比传热学中用于研究单相融化斯蒂芬动

边界问题精确解析解的相似变量变换方法，相应地

引入如下相似变量[20-22]： 
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于是，由式(23)~式(25)，PD关于无因次时间和

无因次空间的导数可转化为[20]： 
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利用式(23)~式(28)，式(11)可转化为： 
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消去式(29)方程两边相同的变量，可进一步简

化为： 
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式(14)~式(16)可转化为： 
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通过引入相似变量即式(23)~式(25)，考虑启动

压力梯度的一维低渗透多孔介质非达西渗流的无因

次动边界数学模型，可转为由式(30)~式(33)共同构

成的一个封闭的常微分方程组，且具有固定的定边

界条件，较容易进行解析求解。 

常微分方程组的变量包括函数()和；首先，

由方程式(30)~式(32)构成的线性常微分方程组，可

求得该方程组的精确解析解为： 
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将式(34)两边关于变量求导，可得： 
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由式(35)和式(33)联立，可得： 
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式(36)简化可得： 

2 0

D

1
e

2

U 


              (37) 

由式(37)可以看出，由于
2

e 的严格单调性，

对于给定的无因次启动压力梯度 λD和 U0>0 的值，

的正值可由超越代数方程式(37)惟一确定。 

于是，由定义的相似变量即式(23)~式(25)，可

得内边界变压力下、考虑启动压力梯度的一维低渗

透多孔介质非达西渗流动边界模型的精确解析解

为： 
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其中，erf 为误差函数；θ>0 的值由式(37)确定；

无因次动边界 δ 的表达式为： 

D2 t                 (39) 

    由正值的惟一性证明了一维低渗透多孔介质

渗流动边界模型存在惟一的精确解析解。 

此外，为与达西渗流模式下的解析解结果进行

对比，进而分析考虑启动压力梯度的多孔介质非达

西渗流模型考虑动边界条件的必要性，内边界变压

力下、一维多孔介质达西渗流的无因次动边界数学

模型的精确解析解也可通过相似变量法求出。 

达西渗流模式下，无因次启动压力梯度 λD=0，

动边界条件不再有效；其外边界条件应为： 
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于是，式(11)、式(13)、式(14)和式(40)共同构

成了内边界变压力下、一维多孔介质达西渗流的无

因次数学模型。采用相同的相似变量式(23)~式(24)，

该模型进行转化；式(11)和式(14)分别转为式(30)和

式(31)；式(13)和式(40)可转化为： 
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于是由式(30)、式(31)和式(41)共同构成的封闭

线性常微分方程组解析解可表达为： 
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进而由相似变量式(23)~式(24)，可以求得内边

界变压力下、一维多孔介质达西渗流无因次数学模

型的精确解析解为： 
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(43) 

非达西渗流动边界模型与达西渗流模型的精确

解析解是统一的。由式(37)可知，当 λD值趋于零（即

达西渗流）时， 值将趋于+，而由式(39)，δ 也

趋于+。 

式(38)的两边令 趋于+，可得： 
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由于： 
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于是： 
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式(47)与式(43)保持一致，即当启动压力梯度值

趋于零时，非达西渗流动边界模型的精确解析解将

退化为达西渗流情况下的精确解析解。 



 

 

3  数值求解-基于空间坐标变换的有限差分

方法 

由于数学模型中动边界的存在，一维流动区域

并不是固定的，而是随着时间逐渐向外扩展；在数

值求解时，为克服瞬时流动区域网格划分的难题，

引入如下空间坐标变换，可将动边界的数学模型首

先转化为定边界的数学模型[17, 19]： 
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通过 xD到 yD的坐标变换即式(48)，可得： 
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由式(48)~式(50)可知，动边界模型瞬时流动区

域[0, δ(tD)]可以转化到固定流动区域[0, 1]上。由式

(48)，无因次数学模型即式(11)~式(16)中的微分变量

可依次转化为[17, 19]： 
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将式(51)~式(53)代入式(11)可得： 
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将式(51)~式(53)代入式(12)~式(16)和式(22)可

得： 
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将式(59)代入式(54)可得： 
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由式(57)可得： 
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将式(61)代入变换后的控制方程式即式(60)，可

得： 
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式(62)、式(55)、式(56)和式(58)共同组成了内

边界变生产压力情况下、考虑启动压力梯度的一维

低渗透多孔介质非达西渗流无因次动边界数学模型

等价变换后的定边界偏微分方程组。由式(62)可以

看出，偏微分方程具有很强的非线性，间接反映出

了原动边界问题的强非线性。鉴于变换后模型的强

非线性，采用全隐式的有限差分方法进行数值求解
[19]；其中，一阶导数采用一阶向前差分格式，二阶

导数采用二阶中心差分格式。 

控制方程式(62)的全隐式有限差分方程可表示

为： 
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(63) 

式(58)的差分方程为： 

1
D 0j

NP               (64) 

由式(64)，第(N-1)个空间网格所对应控制方程

的差分方程为： 
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 (65) 

式(56)的差分方程为： 

 1
D0 0 D1jP U j t             (66) 

由式(55)得到无因次地层压力的初始值，差分

格式为： 

0
D 0, 0,1,2,..., 1iP i N          (67) 

由式(63)、式(65)和式(66)共同构成了第 j+1 时

间层的 N 个非线性差分方程，含有 N 个未知变量

 1
D 0,1,2,..., 1j

iP i N   ；采用牛顿-拉夫逊迭代

方法[22]进行数值求解。 

4  数值解与精确解析解对比 

通过上述数值求解方法对内边界变生产压力

下、考虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介质非达

西渗流的无因次动边界数学模型进行数值求解；其

中，空间步长与时间步长设定为yD =1/160，tD 

=10。为了对比分析达西渗流的模型解，即 λD=0 时，

利用内边界变生产压力、一维半无限长多孔介质达

西渗流无因次数学模型的精确解析解即式(43)进行

计算。 

图 1 和图 2 分别为 U0=1.0 时、不同无因次启动

压力梯度 λD=0.852、λD=0.553、λD=0.242 下[2]的一维

多孔介质非达西渗流的无因次动边界模型数值解与

精确解析解关于瞬时无因次动边界距离和 tD=5,000

时刻地层压力分布的对比曲线。 

 

图 1 不同无因次启动压力梯度下的瞬时无因次动

边界距离对比 

Fig. 1 Comparison of transient distance of moving 

boundary under different values of dimensionless 

threshold pressure gradient 

 

 

图 2 不同无因次启动压力梯度下的地层压力分布对

比 

Fig. 2 Comparison of formation pressure distribution 

under different values of dimensionless threshold 

pressure gradient 

图 3和图 4分别为 λD=0.553时、U0=0.8、U0=1.0、

U0=1.2、U0=1.4 下的一维多孔介质非达西渗流无因

次动边界模型数值解与精确解析解关于瞬时无因次

动边界距离和 tD=5,000 时刻地层压力分布的对比曲

线。 

由图 1~图 4 可以看出，求解内边界变生产压力

下、考虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介质非达

西渗流动边界模型的数值解与精确解析解吻合程度

较好；由此严格验证了动边界模型数值求解方法的

正确性和有效性。 



 

 

从图 1 和图 2 还可看出，启动压力梯度对一维

多孔介质渗流模型解产生较大影响；无因次启动压

力梯度越大，达西渗流模型与考虑启动压力梯度的

动边界数学模型解的差异越大。此外，从图 2 还可

看出，非零无因次启动压力梯度值对应的地层压力

分布在动边界以内大于零，而动边界以外地层压力

保持为零值，曲线表现出紧支性特点，其与达西渗

流模型对应的地层压力分布曲线明显不同，达西渗

流模型压力降可瞬时传至无穷远；考虑动边界条件

与不考虑动边界条件对模型的计算结果影响较大

（对于一维渗流模型，考虑启动压力梯度与不考虑

启动压力梯度模型的控制方程是相同的[3]，区别在

于动边界条件）；因此，研究低渗透多孔介质中非稳

态渗流问题时，应该考虑动边界的影响，尤其致密

多孔介质（例如页岩油、致密油等）中启动压力梯

度值较大时。 

 

 

图 3 不同 U0值下的瞬时无因次动边界距离对比 

Fig. 3 Comparison of transient distance of moving 

boundary under different values of U0 

 

图 4 不同 U0值下的地层压力分布对比 

Fig. 4 Comparison of formation pressure distribution 

under different values of U0 

5  结  论 

（1）考虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介质

非达西渗流的动边界移动速度与无因次启动压力梯

度成反比，而与动边界上无因次压力关于空间距离

的二次导数成正比；其与传热学中的经典斯蒂芬动

边界问题有明显区别（动边界速度与一阶导数相

关）。 

（2）该一维低渗透多孔介质渗流动边界模型

存在惟一的精确解析解；精确解析解可以用来严格

验证模型数值求解方法的正确性和有效性。另外，

当启动压力梯度值趋于零时，非达西渗流动边界模

型的精确解析解将退化为达西渗流情况下的精确解

析解。 

（3）考虑启动压力梯度的一维低渗透多孔介

质非达西渗流动边界模型的地层压力分布曲线表现

出紧支性特点，其与达西渗流模型的有显著不同；

研究低渗透多孔介质中非稳态渗流问题时，应该考

虑动边界的影响，尤其针对致密多孔介质（例如页

岩油、致密油等）启动压力梯度值较大时的情况。 

（4）针对于封闭边界的情况，在动边界到达

封闭边界以后，可用定边界的渗流模型进行描述，

模型初始条件则为动边界到达封闭边界时刻的空间

压力分布；该压力分布可通过本文所求得的动边界

模型精确解析解求出。 
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Abstract：The modes of non- Darcy seepage flow in low- permeable porous media with threshold pressure 

gradient belong to the moving boundary problems with strong nonlinearity. In this paper, a moving boundary 

model of one- dimensional non- Darcy seepage flow in low- permeable porous media with threshold pressure 

gradient is studied for the case of a variable pressure at the inner boundary. A similarity transformation method 

and a spatial coordinate transformation based finite difference method are applied to obtain the exact analytical 

solution and numerical solution of the moving boundary model, respectively. Research results show that the 

moving boundary model has a unique exact analytical solution, which also strictly verifies the accuracy of the 

numerical solution; and when the value of threshold pressure gradient tends to zero, the exact analytical solution 

of the moving boundary model of non- Darcy seepage flow can reduce to the one corresponding to Darcy’s 

seepage flow. The formation pressure distribution curves with non- zero dimensionless threshold pressure gradient 

from these solutions exhibit the characteristics of compact support, which is obviously different from those 

corresponding to Darcy’s flow model. Therefore, the study on the unsteady seepage flow problem in low- 

permeable porous media should take into account the effect of moving boundary condition. The presented research 

content improves the theory of non- Darcy seepage flow in low- permeable porous media, and also builds 

theoretical foundation for the technologies of well testing interpretation and reservoir numerical simulation 

involved in the development of low- permeable oil & gas reservoirs. 



 

 

Key words：low- permeable reservoir, threshold pressure gradient, moving boundary, exact analytical solution, 

numerical solution 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

图文摘要 

 

 

 

 

    精确解析解严格验证了一维低渗透非达西渗流动边界模型数值解的正确性；当启动压力梯度值趋于零

时，非达西渗流动边界模型的精确解析解将退化为达西渗流情况下的精确解析解；考虑启动压力梯度的非

达西渗流地层压力分布曲线表现出紧支性特点，其与达西渗流模型的有显著不同。 
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