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有限水域内球形气泡振动特性及影响参数研究*
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摘 要：该文基于不可压 NS方程，推导了有限水域条件下气泡的无量纲动力学方程，得到了与惯性力、黏性力、

表面张力和不可凝结气体相关的四个无量纲数，通过数值求解的方法给出了无量纲参数对气泡振动的影响规律及其起作

用的参数空间。最后，在小厚度小振幅条件下讨论了气泡振动的特性及适用范围，在此基础上给出了自由面附近气泡溃

灭时间的理论预测公式。
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Abstract: The dimensionless dynamic equation for a sphere bubble within finite field was derived from incompressible NS

equations. Four dimensionless parameters corresponding to inertia, viscosity, surface tension and non-condensable gas were

fetched. The influence of parameters on bubble vibration and the active parameter space were studied by calculation. Finally, the

vibration characteristics and its application range of a bubble with small thickness and vibration amplitude were discussed, based

on which the estimated collapse time of a bubble near free surface was given.
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引言

空泡动力学的研究始于 20世纪初，根据气泡
所处的环境可以分为无限水域中的气泡，半无限水

域中的气泡和有限水域中的气泡。Rayleigh[1]最先给

出了无黏不可压条件下球形气泡在无限水域中的

动力学方程，Plesset等[2]在此基础上引入了黏性和

表面张力的影响，形成了气泡动力学控制方程

Rayleigh-Plesset方程。该方程给出的气泡半径随时
间变化曲线在气泡的生长阶段与溃灭阶段都与实

验观察相符。Brennen[3]在他的专著中对上述的球形

空泡溃灭理论进行了总结和完善，并细化了溃灭的

特征，给出了单个空泡溃灭时间的理论解。Poritsky[4]

通过研究认为在黏性较大时会降低气泡的振动，

Shima 等 [5]通过数值求解发现黏性会减缓溃灭过

程，相反的表面张力会缩短溃灭时间。国内方面，

黄继汤[6]也通过数值计算与实验观察发现黏性会使

空泡的膨胀和收缩过程明显变缓。张凌新等[7]利用

VOF 方法对三维气泡进行数值计算，并与从
Rayleigh方程推出的解析解对比，结果显示，二者
符合得较好。20世纪 70年代，学者们开始关注半
无限水域中气泡的动力学过程，Lauterborn等[8,9]首

先对单气泡与固壁之间的相互作用进行了研究，发

现气泡溃灭阶段会受壁面吸引并形成指向壁面的

射流。随后 Blake等[10]和 Robinson等[11]研究了自由

面附近的气泡，结果表明自由面对气泡溃灭的影响

与固壁不同，气泡会朝着远离自由面的方向运动和

凹陷，形成背向自由面的射流。张阿漫等[12]利用高

速摄影对气泡与自由面之间的相互作用进行了研

究，获得了气泡与自由面之间距离与水冢高度的关

系。刘云龙等[13]通过数值计算研究了在壁面与自由

面双重作用下气泡的动力学行为。

图 1 有限水域球形气泡示意图
Fig.1 Schematic of a sphere bubble within finite field

对于附着空泡和肥皂泡来说，气泡所处的环境

是有限水域，水域厚度的不同会对气泡动力学过程

特别是溃灭过程带来影响，因此有必要对其进行研

究。目前有限水域的研究主要集中在肥皂泡[14-16]的

变形及其各阶振型和频率，关注轴对称肥皂泡在表

面张力约束下的变形特性，不考虑气泡的膨胀和收

缩。本文通过理论分析的手段对有限水域条件下球

泡的动力学进行的研究，分析了水层厚度、惯性、

黏性、表面张力和不可凝结气体等参数对气泡振动

的影响规律，并在此基础上推导出自由面附近球泡

溃灭时间的预估公式。

1 有限水域的空泡动力学方程

取研究对象如图 1所示，中心为球形气泡，气
泡外是均匀厚度水层，水层之外是空气。气泡半径

为 R，水层外边界到气泡中心的距离为 d。
假设气泡在运动过程中始终保持球形，则不可

压球对称的 NS方程如下：
质量守恒方程：
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由水域总体积守恒可知 d与 R满足： 3 3d R 
3 3
0 0d R 。

根据水层内边界上的应力平衡条件可知： Bp 
2

( )rr r R

S

R
   ，其中泡内压力为 0B Vp p p  

3

0R

R


 
 
 

， Vp 为饱和蒸汽压， 0R 为气泡初始半径， 0p

为气泡内不可凝结气体的初始分压。 rr p   

2 L

u

r
 


为法向应力分量， S为表面张力系数，当

1  时为等温过程， 1.4  时为绝热过程。

整理可得：
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类似的有：
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式中 outp 为水域外的空气压力。将 Rp 和 dp 代入式

（5）即可获得有限水域中球泡的动力学控制方程
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其中方程左侧第三项代表黏性效应，第四项代表表

面张力的作用。当水层厚度 d趋向于无穷大且为纯
蒸汽泡时，该方程则退化成 R-P方程：
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2 无量纲参数分析

以 0R , T , L , outVp p 对式（8）进行无量纲

化，各个量仍用原来的写法，则有
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其中，欧拉数 out
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 表征压差与黏性力之比， 2 
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表征压差与表面张力之比， 3 
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表征压差与不可凝结气体分压之比。

欧拉数的影响规律可以直接从其物理含义分

析，对于本文研究的对象而言，其代表着驱动力与

表 1 无量纲数 1 的影响
Table 1. Influence of dimensionless parameter 1

Eu 1 2 3 第一个周期T 第一个周期振幅衰减/%

4.00×106   10.0 7.90×10–4 0.00

4.00×106 1.00×108  10.0 7.90×10–4 0.00

4.00×106 1.00×107  10.0 7.90×10–4 0.12

4.00×106 1.00×106  10.0 7.88×10–4 1.10

4.00×106 1.00×105  10.0 7.79×10–4 9.50
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惯性力之比，欧拉数越大气泡振动频率越高。

采用 Runge-Kutta方法对方程进行求解，通过
分别改变 1 、 2 、 3 和 可研究黏性力、表面张
力、不可凝结气体含量和初始水层厚度起作用的参

数范围。

从表 1和图 2中可以看出，随着黏性效应的增
大，空泡振动的幅值衰减越快，振动周期也越长。

这里需要注意的是，振幅的衰减不仅和 1 有关，还

跟 Eu数相关。在文中给定参数条件下，当 1 
51.00 10 时，黏性的作用对气泡振动幅值影响皆大

于 10%。
从表 2和图 3中可以看出，表面张力会加剧气

泡的收缩过程，即缩短振动周期和降低气泡的最小

半径。在文中给定的参数条件下，当 2 10  时，表

面张力对于气泡振动的影响大于 16%。

图 2 不同 1 下的气泡振动曲线
Fig.2 Oscillation of bubbles under different values of 1

表 2 无量纲数 2 的影响
Table 2. Influence of dimensionless parameter 2

Eu 1 2 3 第一个周期T 第一个周期最小泡径 minR

4.00×106   10.0 7.90×10–4 0.265

4.00×106  1.00×104 10.0 7.90×10–4 0.265

4.00×106  1.00×103 10.0 7.90×10–4 0.265

4.00×106  1.00×102 10.0 7.69×10–4 0.258

4.00×106  10.0 10.0 6.60×10–4 0.218

图 3 不同 2 下的气泡振动曲线
Fig.3 Oscillation of bubbles under different values of 2
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图 4中的圆点代表纯蒸汽泡的溃灭过程，其最
小气泡半径可以为零，随着不可凝结气体含量的增

加，减缓了气泡的振动。在文中给定的参数条件下，

当 3 1000  时，不可凝结气体对气泡振动周期的影

响不能忽略。

图 5中的圆点代表无限水域中的气泡振动，可
以看出随着初始水层厚度的增加，气泡振动频率越

低，振动曲线越趋向于无限水域的结果。在文中给

定的参数条件下，当 10d  时，第一个振动周期与

无限水域的结果相差在 3%以内。
基于上述结果可以对参数的影响做进一步讨

论：

(1) 黏性力的影响。黏性力的方向总是与运动
方向相反，并消耗动能，因此黏性力在延长气泡振

动周期的同时会导致振动幅值的衰减。

(2) 表面张力的影响。对于球泡来说表面张力
指向球心，对气泡的收缩起到加速作用。因此初始

气泡半径 0R 越小，表面张力越大，溃灭周期越小，

即加剧了溃灭效应。

(3) 不可凝结气体的影响。气泡振动的驱动力
主要来自于水层外与泡内的压力差，因此在其余条

件相同的情况下，泡内不可凝结气体含量越高泡内

表 3 无量纲数 3 的影响
Table 3. Influence of dimensionless parameter 3

Eu 1 2 3 第一个周期T 第一个周期最小泡径 minR

4.00×106    2.53×10–4 0

4.00×106   1.00×104 2.53×10–4 1.26×10–3

4.00×106   1.00×103 2.56×10–4 7.13×10–3

4.00×106   1.00×102 5.88×10–4 4.64×10–2

4.00×106   10.0 2.86×10–3 2.65×10–1

图 4 不同 3 下的气泡振动曲线
Fig. 4 Oscillation of bubbles under different values of 3

表 4 无量纲厚度的影响
Table 4. Influence of dimensionless thickness

Eu 1 2 3 d 第一个周期T 第一个周期最小泡径 minR

4.00×106     1.02×10–3 0.000

4.00×106   1.00×104 100 1.02×10–3 0.265

4.00×106   1.00×103 10.0 9.89×10–4 0.265

4.00×106   1.00×102 1.00 7.90×10–4 0.265

4.00×106   10.0 0.10 4.19×10–4 0.265
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压力也越高，气泡越不容易被压缩。不可凝结气体

起着缓冲的作用，会导致振动周期的增大。

(4) 水层厚度的影响。水层厚度主要体现惯性
力的影响，水层厚度越小，惯性越小，气泡的振动

周期也就越短。

3 小厚度小振幅条件下的讨论

设无量纲水层厚度为 d R   ，对于小厚度

R  ，有 1
R R

d R R




  


，类似的有
4
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若气泡初始半径取为气泡的平衡半径 cR ，可将

半径写为 1R y  ，其中 y为无量纲振幅，代入式

（12）中可得
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对于小振幅情况 1y ，有：
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，式（13）可改写成如下形式的
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从该方程中可以看出，黏性作用相当于阻尼

项，表面张力和泡内不可凝结气体作用相当于刚度

项。其对应的齐次方程的解为
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不难看出，当
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时，气

泡半径随时间变化是一条指数衰减曲线。不等式可

改写成如下形式

2 2
0 0

0

3
16 ( ) (4 )

4L L

S
R p

R
   

 
    

 
(16)

式中，左边代表黏性力，右端项可看成是等效的驱

动力，其物理含义为当黏性力大于驱动力时，黏性

耗散起主导作用，气泡不会回弹。

当
2
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时，气泡的振动圆

频率和振幅分别为：

2
2 3 1

4 3 64
4

2

Eu

Eu

 
   

 
    

 
,

1

4
exp

Eu
A t


 

  
 

(17)

由此可知在小厚度小振幅条件下，空泡振动幅

值与 Eu、 1 和 相关，惯性力越大振幅衰减越慢，
黏性越大振幅衰减越快，厚度越大振幅衰减越慢。

因此，振动频率则受到水层厚度、黏性、表面张力、

不可凝结气体含量和外压的共同作用。

图 5 不同 d 下的气泡振动曲线
Fig.5 Oscillation of bubbles under different values of d
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在此基础上若进一步忽略黏性力和表面张力

的影响，就能得到线弹性振动系统及其圆频率和周

期为：

3 3

3 1
1y y

Eu

 
 

    ,
3

3
l

Eu


 (18)

out

3.07 L
l cT R

p


 (19)

从式（19）中可以看出，水层厚度越大，气泡
脉动周期越长。下面将通过与直接求解式（10）的
结果对比来考察其适用范围。

从表 5中可以看出，无量纲厚度和无量纲振幅
越小，式（19）得到的周期与实际周期越接近。当
无量纲厚度不大于 0.1且无量纲振幅不超过 0.2时，
误差不超过 10%，在文中给定的参数条件下，对应

的 39.20 10Eu   ， 3 2.30  。

设有限水层中气泡的振幅为 cA R ，根据式

（19）可以认为有限水层中气泡溃灭的特征速度为
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式（20）的适用范围为 0.2  ，这里取 0.1  。

则式（20）可写成
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。考虑到自由面附近的球泡溃灭过程，

可近似认为自由面半边的溃灭速度为 1cV ，另一面溃

灭速度为 0cV ，则其近似溃灭时间为
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设气泡与自由面无量纲距离为 h，近似的有
3 3 1 1h    ，则距离自由面无量纲距离为 h的球

泡的无量纲溃灭时间为
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11
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与 Blake等[10]的实验对比情况如图 6所示。

图 6 气泡与自由面距离对溃灭时间的影响
Fig.6 Influence of distance between bubble

and free surface on collapse time

理论预测得到的溃灭时间随距离的变化趋势

与实验一致，最大相对误差为 9.33%，整体量值偏

表 5 适用参数范围
Table 5. Application range of parameters

Eu 3 无量纲振幅 无量纲厚度 周期T 线性系统周期 1T

5.20×103 1.30 6.40×10–2 1.00 2.93×10–2 4.12×10–2

5.20×103 1.30 6.40×10–2 5.00×10–1 2.39×10–2 2.91×10–2

5.20×103 1.30 6.40×10–2 1.00×10–1 1.29×10–2 1.30×10–2

7.20×103 1.80 1.45×10–1 1.00×10–1 1.07×10–2 1.13×10–2

9.20×103 2.30 2.08×10–1 1.00×10–1 9.20×10–3 9.88×10–3

4.00×103 10.0 5.74×10–1 1.00×10–1 4.19×10–3 3.70×10–3
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大，这与无量纲振幅 的取值有关。 取值越小得
到的溃灭特征速度越小，导致最终估计得到的近自

由面溃灭时间偏大。

4 结论

本文基于不可压 NS方程，推导了有限水域中
球对称气泡的动力学方程，通过无量纲化得到了四

个无量纲参数：欧拉数
2

out
2
0

( )V

L

p p T
Eu

R


 表征压差

与惯性力之比， out
1

( )V

L

p p T





 表征压差与黏性力

之比， 0 out
2

( )VR p p

S



 表征压差与表面张力之比，

out
3

0

Vp p

p



 表征压差与不可凝结气体分压之比。

采用 Runger-Kutta方法对方程进行数值求解，
分析了无量纲参数对气泡振动的影响规律，给出了

黏性力、表面张力、不可凝结气体的参数影响空间。

并对小厚度小振幅条件下的方程进行了讨论，获得

了该条件下的振幅以及振动周期，并利用该结果对

近自由面附近气泡的溃灭时间进行了分析。

结果表明：(1) 黏性力起耗散作用，影响振幅
的衰减率；(2) 表面张力越大溃灭过程越剧烈，即
缩短振动周期和降低气泡的最小半径；(3) 不可凝
结气体对溃灭过程起缓冲作用；(4) 水层厚度越小，
振动周期越短。
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