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含半圆形凸起的直角域对平面 SH波的地震动 
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摘  要：按 Green函数和积分方程方法，分析了含半圆形凸起的直角域对平面 SH波的稳态响应，讨论了由凸起散射所

造成的地震动。对含半圆形凸起的直角域做分区，分为直角域和半圆域，按镜像方法构造直角域的 Green函数，按 Graf

加法公式和波函数展开法构造半圆域的 Green 函数。对直角域和半圆域做契合，在契合界面施加一组分布力，使直角

域和半圆域中的位移场和应力场满足契合界面上的连续性条件，得到分布力的定解积分方程组。数值求解，得到契合

界面上的应力分布和地表位移幅值，结果表明入射波的波数和角度以及凸起与直角域垂直边界的距离对凸起散射的影

响。 
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Abstract: Steady state responses in a right-angle domain with a semi-circular cylindrical hill to plane SH waves are analyzed, 

and the ground motion caused by hill scattering is discussed by using the Green function method and the integral equation 

method. The right-angle domain with a semi-circular hill is divided into two domains: Domain Ⅰ is right-angle space and 

Domain Ⅱ is semi-circular space. Green functions for the two domains are established, respectively: the image method is 

employed in Domain Ⅰ, and the Graf addition formula and wave function expansion method are employed in Domain Ⅱ. The 

conjunction condition is introduced between Domain Ⅰ and Domain Ⅱ. Distributed forces along conjunctive interface are 

adopted to formulate displacement and stress fields in the two domains which are continuous on the interface, and an integral 

equation for unknown forces is presented. Distribution of stress on the conjunctive interface and displacement amplitude on the 

horizontal surface are numerically solved to present the effects of incident wave number, angle and distance between hill and 

vertical bound of the right-angle domain on SH wave scattering of hill. 
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0  引    言 
弹性波的传播和散射问题一直备受数理科学家和

工程师们的广泛关注。弹性波对局部地形的散射造成

显著的场地效应，岩土和地震工程界对此进行了大量

的研究。 

对于最为简单的弹性波模型，反平面剪切波，即

SH波，早在 20世纪 70年代，Trifunac[1-2]和Wong等[3-4]

就分别研究了半空间中半圆形和半椭圆形凹陷对 SH

波的散射，到了 20世纪 90年代，袁晓铭等[5-8]按波函

数展开法分别研究了圆弧形凹陷和凸起对平面 SH 波

的散射，崔志刚等[9]也对圆弧形凸起地形的 SH 波散

射做了研究，21世纪以来，曹欣荣[10]等研究了任意形

状凸起地形的 SH 波散射，最近，张郁山[11]研究了圆
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弧状沉积谷地对 SH 波的散射， Lee 等 [12]、

Amornwongpaibun 等[13]研究了半空间中的两类椭圆

形凸起的 SH 波散射，巴振宁等[14]研究了层状饱和半

空间中沉积谷地对 SH波的三维散射。 

半空间中的凸起对 SH 波的散射问题的研究较为

丰富，而 1/4 空间即直角域中的凸起对 SH 波的散射

问题的相关研究还很匮乏。最近，齐辉等[15]根据分区

契合思想按波函数展开法研究了直角域中非等腰三角

形凸起对 SH波的散射。 

本文按照分区契合的思想，构造 Green函数，运

用积分方程方法，研究了含半圆形凸起的直角域对平

面 SH 波的稳态散射，进行了数值计算，并对结果做

了误差分析，给出凸起和直角域的契合面上的应力分

布以及地表位移幅值。 

1  数学物理模型 
含半圆形凸起的直角域如图 1所示，凸起的圆心

为 CO ，其与直角域的垂直边界的距离为 d，半径为 R。
直角域为弹性、均匀、各向同性，其剪切模量为 ，
质量密度为 。以弹性直角域的角点O为原点，建立
直角坐标系 ( , , )O x y ，直角域和凸起中的质点的反平
面位移w满足波动方程： 

 
2

2

ww
t

  
 


  。            (1) 

入射波是稳态 SH平面波，其反平面位移 iw为 
 ( )exp( i )i iw w z t   

  exp i ( cos sin ) exp( i )W k x y t      ， (2) 

 /k      ，                (3) 

式中，W 为位移的振幅， 为入射角，为入射波的
圆频率， k为波数。 

 

图 1 模型示意图 

Fig. 1 Sketch of model 

按分量变量法，考虑稳态响应，略去时间谐和因

子 exp( i )t ，得到反平面位移 w关于空间变量的
Helmholtz方程，构成本文对应的数学物理定解问题的

泛定方程： 

 2 0w k w     。          (4) 

对含半圆形凸起的直角域做分区，得到一个直角

域Ⅰ和一个半圆域Ⅱ。在它们各自区域的边界上剪应

力为零，即直角域的垂直边界 VB 和水平边界 HB ，以
及半圆域的圆柱边界 CB 和契合边界 PB ，均为自由边
界。考虑契合条件，要求Ⅰ和Ⅱ的位移和应力在契合

边界 PB 平面上连续。以上构成本文对应的数学物理定
解问题的边界条件。 

2  Green函数 
2.1  Ⅰ中的 Green函数 

按Green函数方法求解，构建直角域Ⅰ中的Green

函数，如图 2所示。引入复变量 iz x y  ，在契合边

界 PB 平面上的 0x 点处施加稳态的点源荷载，其分离时
间变量形式为 0( )z x  ， ( ) 是 Dirac 函数。按镜像

方法，Ⅰ中的 Green函数，即点源荷载产生的稳态位

移函数， I 0( , )G z x 可写作式（5）， (1)
0H ( )是 0 阶第 1

种 Hankel函数。 

(1) 1
I 0 0 0 0 0( , ) H ( ) H ( )

2

iG z x k z x k z x

     。(5) 

 

图 2 Ⅰ中的 Green函数 

Fig. 2 Green function in Ⅰ 

按照式（5）构造的 Green函数的位移场关于水平

边界 HB 和垂直边界 VB 镜面对称，其对应的应力场满
足 HB 和 VB 平面上的应力自由条件，即Ⅰ的边界条件。 
2.2  Ⅱ中的 Green函数 

按Green函数方法求解，构造半圆域Ⅱ中的Green

函数，如图 3所示。对Ⅱ的圆柱边界 CB 做延拓，使之
由半圆柱面延拓为整个圆柱面，于是半圆域被延拓为

圆域。按镜像方法，由于契合界面 PB 是延拓圆域的对
称面，界面上的点源荷载产生的 Green函数满足契合

边界 PB 平面上的应力自由条件。这样，在契合界面 PB
上的 0x 点处施加稳态的点源荷载 0( )z x  ，延拓圆域

中的 Green函数 II 0( , )G z x 满足式： 

 (1)
II 0 0 0 s( , ) H ( ) ( )

2

iG z x k z x w z


   ，(6) 

式中， s ( )w z 是延拓圆域中驻波，按 Fourier- Bessel波

函数展开法， 
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J ( )n 为 n 阶 Bessel 函数， nA 是波函数级数的待定系
数。 

 

图 3 Ⅱ中的 Green函数 

Fig. 3 Green function in Ⅱ 

由延拓圆柱面 CB 上的应力自由条件来确定波函
数级数的待定系数 nA 。如图 4所示，参照文献[5，6]

的方法，按照 Graf加法公式，对 (1)
0 0H ( )k z x 做级数

展开，得 

 (1) (1)
0 0 C 0( ) H ( )J ( )

n

n n
n

z dH kr kr k x d
z d





 
     
 ，(8) 

式中， 0 0r z x  ， Cr z d  ，  (1)Hn 是 n阶第 1种

Hankel函数。代入式（6），得到 Green函数 II 0( , )G z x 的

表达式： 

 II 0( , )

n

n
n

z dG z x G
z d





 
    
   ，     (9) 

式中， 

   (1)
C 0 CH ( )J ( ) J

2n n n n n
iG kr k x d A kr


    ， (10) 

根据应力和位移的关系，得延拓圆柱面 CB 上的应
力表达式： 

 
C

II 0

C C
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n
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G z x G z d
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  ， (11) 

式中， Cr R ，由此，得到待定系数 nA 的表达式： 
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图 4 Graf加法公式 

Fig. 4 Graf addition formula 

3  定解积分方程 
如图 5所示，按积分方程的方法处理契合边界 PB

平面上位移和应力的连续性条件。含半圆形凸起的直

角域的分区直角域Ⅰ和半圆域Ⅱ，被契合边界 PB平面

和 PB平面剖开。分离稳态的时间变量，略去谐和函数

exp(i )t ，考虑Ⅰ和Ⅱ的相互作用，分别在 PB平面和

PB平面上施加一组出入平面的分布力 0( )f x ，按照上

文求得的 Green函数，分别构造Ⅰ和Ⅱ中的位移场 Iw
和 IIw ， 

I i r I 0 0 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d
d R

d R
w z w z w z G z x f x x




     ， (13) 

 II II 0 0 0( ) ( , ) ( )d
d R

d R
w z G z x f x x




    ，   (14) 

式中， rw 是直角域中的反射波， 

 r ( ) exp i ( cos sin )w z W k x y     

 exp i ( cos sin )W k x y     

 exp i ( cos sin )W k x y     ，     (15) 

按照平面 SH波的镜像方法[16]，构造的位移场 Iw 和 IIw
满足契合边界 PB 平面和 PB 平面上的剪应力自由条

件，显然也满足应力的连续性条件。 

 

 

图 5 契合条件 

Fig. 5 Conjunction condition 

这样，契合边界 PB 上的位移连续性条件就成为本
文对应数学物理问题的定解条件，得 

 I 0 II 0 0 0( , ) ( , ) ( )d 0
d R

i r d R
w w G z x G z x f x x




    ，(16) 

式中， [ , ]z x d R d R    。注意到 0阶第一种 Hankel

函数  (1)
0H 在宗量 0 点的渐近性，可知 Green 函数

I 0( , )G z x 和 II 0( , )G z x 在源点处的奇异性，由此，按照

直接离散法，定解积分方程（16），求得契合边界 PB 上
的分布力 0( )f x 。这样，本文以式（13）、（14）分区

地确定了含凸起的直角域中的位移场，得到了对应的

数学物理定解问题的解析解。 

4  数值算例 
4.1  误差分析 

在具体的数值计算中，按照直接离散法求解积分

方程，所取的节点个数为 M，按照波函数展开法构造
的驻波，取波函数级数的中间 2N+1 项截断，它们决

定了数值计算的精度。 

求解所得的半圆域Ⅱ的位移场在圆柱边界 CB 上
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的应力分布可以用来校核数值结果的精度。如图 6所

示，纵轴表示动应力集中因子 DSCF (dynamic stress 

concentrations factor)的数值， 

 DSCF
Wk



   。         (17) 

式中， 为对应的动应力，其值为复数， 为它的模，
代表过某点的某截面上的应力的时间幅值。 

 

图 6 凸起柱面上的应力分布 

Fig. 6 Distribution of DSCF on cylindrical surface of hill (kR=2,  

α=180°, d=100R) 

求解所得的直角域Ⅰ的位移场和半圆域Ⅱ的位移

场在契合边界 PB 平面上的位移差同样用来校核数值
结果的精度。如图 7所示，纵轴表示位移差 w ， 

 I IIw w
w

W


    。         (18) 

 

图 7 契合面上的位移差 

Fig. 7 Displacement difference on conjunctive interface (kR=0.1,  

α=180°, d=100R) 

观察图 6可知：随着 N的增大，圆柱边界 CB 上的
动应力集中因子 DSCF迅速地减小，虽然在半圆形凸

起的两端，DSCF 仍有较大的数值，这反映了凸起角

点处的应力奇异性。观察图 7可知：随着 M的增大，
契合边界 PB 上的位移差 w 迅速地减小，虽然在契合

边界的两端， w 仍有较大的数值，这同样反映了凸

起角点处的应力奇异性。由此推知，适当地选取参数

M和 N的大小，就可以保证数值算例足够的精度。 

4.2  契合面应力分布 

以半圆形凸起的半径 R为参考长度，分别计算契
合边界 PB 平面上的动应力分布，如图 8所示，纵轴是

动应力集中因子 DSCF的数值。 

由图可知：①随着入射波的波数 k的增加，契合
面上的动应力也逐渐增加，当波数 k达到某个阈值时，
随着波数 k的增加，契合面上的动应力反而减小，最
终趋于稳定。②SH 波的入射角 很大程度地影响了
契合面上动应力的大小和分布。③契合面上的动应力

还与凸起的圆心 CO 与垂直边界 VB 的距离 d有关，一
般而言，距离 d的影响较波数 k和入射角 的影响要
小。 
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图 8 契合面上的应力分布 

Fig. 8 Distribution of DSCF on conjunctive interface 

4.3  地表位移幅值 

按式（19），计算地表位移幅值 *w ，如图 9所示，

图中，纵轴是 *w 的数值。图 9（a）～（d）分别给出

入射角  90°，180°，距离 1.5  100d R R ， 时，不

同的无量纲波数 0.1  0.5  1  2kR  ， ，， 下，含凸起的直角域

的上地表位移幅值的分布。 

 

I

II

( )
      I

*
( )

     II)

w z
z

W
w

w z
z

W




 





( )

(

  。   (19) 

 

 

 

 

图 9 地表位移幅值的分布 

Fig. 9 Distribution of displacement amplitude on surface 

由图可知：①随着入射波的波数 k的增大，地表
位移幅值也逐步增大，直至趋于稳定。②在半圆形凸

起附近，地表位移幅值有较大的波动，这种波动随着

波数 k的增大而增大，一般而言，地表位移幅值的最
大值也在凸起上。③地表位移幅值的大小和分布还与

入射角 和距离 d有关，90°入射时凸起散射所造成

的位移幅值要远大于 180°入射时；当距离 d较小时
凸起散射所造成的位移幅值略大于 d较大时。 

5  结    语 
本文所用的分区契合方法，不仅适用于直角域中

SH 波散射的半圆形凸起问题，还可以应用于其他形

状的柱型凸起问题，结合积分方程方法，可以获得较

高的精度，这种方法对于弹性动力学反平面运动的数

学物理问题的求解具有一定的价值。数值算例所给出

的凸起半圆域和直角域的契合面上的应力分布以及地

表位移幅值与入射波波数和角度以及凸起与垂直边界

的距离的关系，对于具体的工程应用有一定的意义。 
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