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摘　要　将时空守恒元／解元（ＣＥ／ＳＥ）方法推广到二维孔隙介质多相流问题的数值计算中，采用人工压缩法耦合
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１　引　言

经典的达西定理和饱和度方程是孔隙介质中的

多相流动最常用的本构关系，该方程采用相对渗透

系数函数描述多相流动［１，２］，没有考虑相界面（Ｐｈａｓｅ

ｉｎｔｅｒｆａｃｅ）及其对流场的影响．在高雷诺数条件下，

惯性与黏性效应、孔隙介质对流体质点的拖拽作用

是不可忽略，且达西定理不成立．文献［３］考虑了惯

性和黏性等物理机制，从微观守恒方程控制体积平

均思想出发，推导出孔隙介质流动的质量和动量守

恒方程，并应用于液滴对孔隙介质的撞击过程［４］、超

临界二氧化碳咸水层地质封存的瑞利—泰勒不稳定

性［５］以及波在孔隙介质中的传播［６］等多相流动问题

的数值计算．

孔隙介质中流场的计算精度取决于动量方程的

离散格式．孔隙介质中流动的动量方程离散格式主

要是积分有限差分方法［７］、中心差分格式［８］、自适应

多尺度有限体积法以及多尺度有限元和流函数混合

法［９］等．时空守恒元／解元方法（ＣＥ／ＳＥ）
［１０］是一种

双曲型偏微分方程的全新高精度计算格式．ＣＥ／ＳＥ

格式构造简单、物理意义明确，提高了计算精度和强

间断分辨率．目前已发展到高阶精度的六面体划分

方案［１１～１５］，并应用于计算孔隙介质单相流动问题

中［１６］．但是，尚未见到ＣＥ／ＳＥ方法在孔隙介质中多

相流动问题上的应用．

多相流计算需要解决物质界面位置和形状及其

随时间演变的数值方法．文献［６］和文献［１７］分别采

用流体体积法、水平集方法（ＬｅｖｅｌＳｅｔＭｅｔｈｏｄ）捕

捉孔隙介质中的两相流动相界面．近年来Ｅｎｒｉｇｈｔ

等［１８］提出的杂交粒子水平集方法（ＨｙｂｒｉｄＰａｒｔｉｃｌｅ

ＬｅｖｅｌＳｅｔＭｅｔｈｏｄ）更是大幅度提高了精度，但至今

尚未见到其在孔隙介质多相流问题上的应用．

综上所述，关于孔隙介质多相流问题，数值模拟

有待更深入的研究．本文以张德良等
［１１，１５］提出的基于

四边形网格守恒元和解元的划分方法为基础，同时结

合杂交粒子水平集方法，提出一套用于求解二维

Ｅｕｌｅｒ型孔隙介质多相流的ＣＥ／ＳＥ计算方法．通过溃

坝和液滴在重力作用下的运动和变形问题的数值模

拟，对方法的精度和有效性进行验证．本文目的是将

ＣＥ／ＳＥ方法推广到计算二维孔隙介质多相流问题中．

２　控制方程

饱和孔隙介质中，二维非稳态不可压缩黏性流

体的广义ＮＳ方程欧拉守恒形式可以写为
［１６］

犙
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＋
犈（犙）
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＋
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１５０槡（ ）３ ，其中，
ρｏ，犔，犝，μｏ，犵分别表示用于无量纲化的参考密度、

长度、速度、动力黏性以及重力加速度．犓 是渗透系

数，σｏ为表面张力系数．式（１）中矢量可以写成无量

纲形式：
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其中ρ是当地流体的密度，狌和狏分别是狓和狔方

向的速度，犘是流体孔隙压力，是孔隙度，κ（φ）是

界面曲率，κ（φ）＝

Δ
Δ

φ
狘

Δ

φ（ ）狘 （

Δ

φ是水平集函数的

梯度），δｅ（φ）是δ函数．对于多相流动，不同流体分

子之间在流体界面处的相互作用形成表面张力，本

文采用连续表面张力模型［１９］（ＣｏｎｔｉｎｕｕｍＳｕｒｆａｃｅ

Ｔｅｎｓｉｏｎ，ＣＳＦ）结合杂交粒子水平集
［２０］计算表面张

０９１
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力，式（２）相间表面张力为

犉犛犞 ＝κ（φ）δｅ（φ）

Δ

φ． （３）

为了避免界面处的数值振荡，定义Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，

对界面附近的密度和黏性进行适当光滑［１８］：

犎ｅ（φ）＝

０ φ＜－ε

１

２
１＋φ
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＋
１

π
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πφ（ ）（ ）ε φ ≤ε
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，
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则密度和黏性系数光滑为

ρ（φ）＝ρ２＋（ρ１－ρ２）犎ｅ（φ），

μ（φ）＝μ２＋（μ１－μ２）犎ｅ（φ）， （５）

式中ρ１和ρ２以及μ１和μ２分别是界面两侧的密度和

黏性系数．

３　杂交粒子水平集方法

孔隙介质多相流计算的主要困难在于如何高精

度地捕捉物质界面，需要解决物质界面位置和形状

及其随时间演变的数值方法．本文采用 Ｏｓｈｅｒ和

Ｓｅｔｈｉａｎ
［２０］提出的水平集方法（ＬｅｖｅｌＳｅｔＭｅｔｈｏｄ）捕

捉相界面．

首先构造水平集函数φ＝φ（狉，狋），使运动界面

Γ（狋）在任意时刻恰好是函数φ的零等值面
［２０］，即

Γ（狋）＝ ｛狉∈Ω：φ（狉，狋）＝０｝． （６）

根据孔隙介质单元控制体积等效平均方法［４］，本文

将孔隙介质中水平集函数的输送方程扩展为


φ
狋
＋犞

Δ

φ＝０， （７）

式中，犞＝（狌，狏）是流体的渗流速度．采用五阶ＷＥＮＯ

格式和ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法分别离散空间导数和时间

导数［２１］．传统的水平集方法数值格式的耗散效应随着

时间的推进容易导致质量或体积丢失，本文采用杂交

粒 子 水 平 集 方 法 （Ｈｙｂｒｉｄ Ｐａｒｔｉｃｌｅ Ｌｅｖｅｌ Ｓｅｔ

Ｍｅｔｈｏｄ）
［１８］，把基于示踪点粒子的Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ方法

和水平集方法结合起来，提高了水平集方法的计算

精度．示踪点粒子满足Ｌｇｒａｎｇｉａｎ运动方程：

ｄ珔狉狆
ｄ狋
＝犞（珔狉ｐ）， （８）

式中，珔狉ｐ 是示踪点粒子位置的坐标，犞（珔狉ｐ）是其运

动速度．采用三阶精度的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解方程

（８）的时间推进．由于数值方法的抹平效应，会出现

逃逸粒子，使水平集函数表示的界面位置和示踪点

粒子表示的界面位置出现偏差，从而需要定义示踪

点粒子局部球形水平集函数，对界面位置进行修

正［１８］，修订过程如图１所示．方程（１）、（５）和（６）构

成孔隙介质多相流封闭方程组．

通过Ｚａｌｅｓａｋ问题
［１８］验证粒子水平集方法的计

算精度与守恒性．具有缺口的圆周在旋转速度场的

作用下发生旋转运动，观察一定时间后圆周的边界

变化情况．计算区域大小为１．０×１．０，网格点数为

４０１×４０１，时间步长为０．００１５．旋转２π后，水平集

方法计算结果如图２ａ，粒子水平集方法如图２ｂ所

示．对比图２ａ和图２ｂ发现两种方法都能准确地给

出界面的位置，但水平集方法计算的尖角被抹平，由

于粒子水平集方法引入了粒子修正，旋转２π后界面

尖角仍然保持尖锐．可见，粒子水平集方法较好地解

决了传统水平集方法造成的质量、体积与界面细节

特征丢失的缺陷，极大地提高了水平集方法的精度．

图１　示踪点粒子位置误差修正示意

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｍａｐｏｆｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎ

ｒｅｃｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｒａｃｉｎｇｐａｒｔｉｃｌｅｓ

图２　旋转２π后水平集方法计算结果（ａ）

及粒子水平集方法计算结果（ｂ）

Ｆｉｇ．２　Ｌｅｖｅｌｓｅｔｓｏｌｕｔｉｏｎａｆｔｅｒ２πｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ（ａ）ａｎｄ

ｐａｒｔｉｃｌｅｌｅｖｅｌｓｅｔｓｏｌｕｔｉｏｎａｆｔｅｒ２πｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ（ｂ）
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４　动量方程的离散格式

不可压缩黏性流动控制方程组不是双曲型的，

但是ＣＥ／ＳＥ算法一般只适用于具有双曲型性质的

高速流动．文献［１６］对不可压缩黏性流动控制方程

组进行了预处理，使方程具有双曲型性质，提出了一

种新的适用于ＣＥ／ＳＥ算法的物理时间处理方法．本

文采用人工压缩法耦合方程（１）中的速度和压力
［１６，２３］，

依据压力分离法，对动量方程进行时间算子分

离［２４］，采用时空守恒元／解元 （ＣＥ／ＳＥ）方法求

解［１６］．其中，虚拟时间采用一阶向前差分，同时引入

内迭代．为了避免不合理的压力漂移现象，本文采用

半交错网格［１４］，其中压力定义在网格中心，速度定

义在网格的四角．

达西数是影响孔隙介质多相流数值收敛速度及

稳定性的关键参数，本文实际计算结果得出不同达

西数情况下，时间步长Δ狋和人工压缩系数犆
２ 的取

值（表１）．

表１　计算参数

犜犪犫犾犲１　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊

犇犪 Δ狋 犆２

１０－２ ０．００１５ ５００

１０－４ ０．００２５ １０００

１０－６ ０．００２５ １０００

５　二维ＣＥ／ＳＥ计算方法

ＣＥ／ＳＥ方法将时间和空间统一起来求解，利用

守恒型积分方程，通过定义守恒元和解元使得局部

和全局都严格满足守恒律，将网格点物理量及其偏

导数作为变量同时求解，计算精度高、格式构造简

单［１０，２５］．不同的守恒元和解元的定义可以导出不同

的差分格式．本文采用文献［１１，１４～１６］提出的六面

体划分方案，在每个解元上只设置一个守恒元，利用

相邻的不同时间半层解元的公共点上的流动变量连

续条件导出流动变量及其空间偏导数之间的关

系［１１］．网格点在时间方向的投影、解元与守恒元的

具体构造过程参见文献［１６］．

６　应　用

６．１　溃坝流问题计算

本文以溃坝流［２６］为例，验证提出的孔隙介质中

多相流动的ＣＥ／ＳＥ计算方案．矩形水槽底部长５犔、

壁高２．５犔．初始时刻用挡板在水槽左侧截取高为

２犔、长为犔的水柱，其余部分与空气接触，挡板突

然抽出之后，水柱将坍塌并沿水槽底部向前流动，水

与背景流体的密度比为１０００，黏性比为１００
［２６］．

计算中取犔＝０．０５７ｍ
［２６］，＝０．９，犇犪＝１０

４，

模型的出口边界为纽曼边界条件，其他边界为速度

滑移壁面边界条件．本文模拟了各个时刻的水面最

高位置（左侧壁面）和波前位置（水槽底部），并同文

献［２６］的实验结果进行对比．图３ａ为最高水位随无

量纲时间（Ｔｉｍｅ）的变化，图３ｂ为波前位置随时

间的变化，二者与实验结果都符合得很好，说明了本

文计算方案的正确性和准确性．

图３　左壁面（ａ）与下壁面（ｂ）处波前的位置历时演变

Ｆｉｇ．３　Ｈｉｓｔｏｒｙｏｆｗａｔｅｒｆｒｏｎｔｌｏｃａｔｉｏｎｏｎｓｏｌｉｄｓｕｒｆａｃｅ

ａｔｔｈｅｌｅｆｔｗａｌｌ（ａ）ａｎｄｂｏｔｔｏｍｗａｌｌ（ｂ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

６．２　液滴在重力作用下运动和变形

文献［２７］采用投影法模拟了液滴在重力作用下

的运动与变形，提出了可变时间步长法对水平集函

数重新初始化的改进，将水平集方法的质量丢失减

小到０．５％．本文将其物理问题概化为一端封闭的

管道中充满完全饱和的孔隙介质，考察液滴在重力

和表面张力作用下的运动与变形．重点考查孔隙度

对液滴运动的影响．管道顶部为自由面边界，管道的

左、右及底部是无滑移固体壁面．图４所示为不同时

刻液滴变形历史过程．图中的运动和变形过程是从

０时刻到１００时刻每５个无量纲时间标记一个液滴

状态．

图４ａ显示＝０．９，犇犪＝１０
４ 的情况下液滴下

落过程，随着液滴的下落，液滴逐渐被压扁，液滴底
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部距离管道底部５．０左右，液滴左右两端开始向下

弯折，中部的流体流向两端，两端下降速度逐渐加

快，计算结果与文献［２７］一致．图４ｂ显示φ＝０．１，

犇犪＝１０－２的情况下液滴下落过程．随着液滴的下

落，液滴逐渐被拉伸，由椭圆形变为纺锤形，液滴底

部到达１５．０左右，液滴纵向变形增强，上端开始向

中部收缩，两侧的流体流向底部，底部下降速度逐渐

加快．

图４　液滴变形运动过程

初始位置（４．５，１６．５），密度比λρ＝１．１２５，黏性系数比λμ＝５０，犚犲＝１００，

犠犲＝５０，（ａ）＝０．９，犇犪＝１０
４；（ｂ）＝０．１，犇犪＝１０

－２．横纵坐标为无量纲长度．

Ｆｉｇ．４　Ｈｉｓｔｏｒｙｏｆｍｏｔｉｏｎａｎｄｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｄｒｏｐｌｅｔｓｆａｌｌｉｎｇｆｏｒλρ＝１．１２５，λμ＝５０，犚犲＝１００，

犠犲＝５０ｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ（４．５，１６．５）．

（ａ）＝０．９，犇犪＝１０
４；（ｂ）＝０．１，犇犪＝１０

－２．

　　图５（ａ，ｂ）给出１００时刻流场速度矢量分布，液

滴下降过程中激发的流场呈对称分布．图５ａ显示

＝０．９，犇犪＝１０
４ 的情况下，在５．０处形成两个对

称主涡．图５ｂ显示＝０．１，犇犪＝１０
－２的情况下，在８．０

处形成两个对称主涡．

从图５可以看出，随着孔隙度减小，液滴下降速

度减慢，下降深度降低，两端变形减弱，底端变形由

上凸变为下凸，由两端变形起主导地位到底端变形

占优势．孔隙度减小导致达西摩擦和孔隙格架对液

体的拖拽作用增强（惯性因子增大），流动的惯性减

弱，液滴的运动与变形被约束．揭示了孔隙度对液滴

变形和运动的影响．

６．３　孔隙介质双层流体顶盖驱动方腔流

本文提出了一个新的孔隙介质两相流物理模

型———双层流体顶盖驱动方腔流．双层流体方腔流

与常规的单相流体方腔流［１６］具有类似的流型．双层

流体方腔流既可以提供精确的流线分布又可以提供

精确的界面信息，具有规则的几何形状和简单的边

界条件．在一定程度上填补了孔隙介质两相流动验

证模型的空白，也为其他两相流数值方法提供了一

个新的验证模型．

饱和孔隙介质方腔中充满互不相溶的两种液

体，二者界面位于方腔中部．为了保证其稳定性，密

度较小的流体置于方腔上部，密度较大的流体置于

方腔下部．方腔垂直放置，重力作用于整个流体系统．

本文采用高精度ＣＥ／ＳＥ算法结合粒子水平集

函数计算了不同参数下的方腔流动．计算均采用

１００×２００均匀网格．首先计算犚犲＝１００，犠犲＝５０，

犉狉＝１，＝０．２，犇犪＝１０
２ 时的情况．

方腔内流动随时间发展变化如图６（ａ～ｄ）所

示．图中虚线表示两相流界面，实线为流线．初始时

刻界面位于方腔的水平中心线上，顶盖拖动上层液

体流动后带动整个方腔内流体流动．犜＝５０时刻在

右上角发展出一个角涡，现象与单相顶盖驱动方腔
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图５　１００时刻速度矢量

初始位置（４．５，１６．５），密度比λρ＝１．１２５，黏性系数比λμ＝５０，犚犲＝１００，

犠犲＝５０，（ａ）＝０．９，犇犪＝１０
４；（ｂ）＝０．１，犇犪＝１０

－２．横纵坐标为无量纲长度．

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｖｅｃｔｏｒａｔｔｉｍｅ＝１００，ｆｏｒλρ＝１．１２５，λμ＝５０，犚犲＝１００，犠犲＝５０ｗｉｔｈ

ｉｎｉｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ（４．５，１６．５）．（ａ）＝０．９，犇犪＝１０
４，（ｂ）＝０．１，犇犪＝１０

－２．

流动［１６］基本一致．下层液体在界面张力的作用下也

形成了一个中心涡，此时流型类似于两个单相方腔

流叠加，形成了双层方腔流动的基本流型；由于界面

处垂直流速很小，界面位置变化很小．

随着时间发展，界面效应逐渐显露出来，犜＝

１００时刻下层液体在表面张力的作用下形成三个关

联涡，流线逐渐平行于界面；同时界面位置也在流动

中发生变化，左侧降落，右侧上升．上层的左下角形

成一个二级次涡．下层主涡向右上方偏移．上层液体

剪切界面诱发的次生涡越来越明显，下层流体的左

下角和右下角也同时出现了相对应的次涡；界面在

上层流体次涡剪切下反方向移动，此时界面位置右

侧比左侧略高．界面有类似于固壁的作用，在雷诺数

较大时，会在上层左下角首先“搓起”次生涡．

犜＝１５０刻时下层液体在界面张力的作用下形

成的中心涡完全偏移到右上角，下层的次涡消失．

犜＝２００刻时上层液体左下角已经出现的次涡强度

减弱；同时界面也在不断调整位置，让流动趋于稳

定，整个区域达到稳定状态，流线与界面完全平行，

界面不再变化；上层液体形成一个主涡和两个次生

涡，下层流体形成一个主涡．

本文同时计算了犇犪＝０．２５与犇犪＝０．０１下的流

型如图７、８所示．犇犪＝０．２５时流动较慢（图７），剪切

能量完全被界面运动消耗，流体在界面上难以“搓

起”次生涡，上层流体只在中心右上侧形成一个主

涡．由于没有形成次涡，界面处没有反向的剪切力，

因此界面的最终形态为左侧偏上右侧偏下，下层流

体未能形成一个主涡．

犇犪＝０．０１时流动更慢（图８），剪切能量完全被

界面运动消耗，界面上未能产生次生涡，上层流体只

在中心形成一个主涡，界面几乎保持水平．以上计算

表明，双层流体顶盖驱动方腔流的流态主要受达西

数的控制．

７　结　语

本文将时空守恒元解元方法成功地推广到孔隙

介质多相流动计算中．同时，结合杂交粒子水平集方

法，提出一种有效且精度较高的带有精确界面处理

的欧拉型的孔隙介质多相流计算方案．计算中考虑

了孔隙介质对流体的拖拽作用以及表面张力的影

响．这套计算方案可以方便地处理复杂的物质界面

问题．对溃坝流问题、液滴在重力作用下的运动与变

形和孔隙介质双层流体顶盖驱动方腔流动等问题进

行数值模拟，并把计算结果与有关文献结果进行对

比．这是首次采用时空守恒方法成功模拟孔隙介质
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图６　达西数为１０
２ 条件下界面与流线的变形演化

（ａ）５０时刻；（ｂ）１００时刻；（ｃ）１５０时刻；（ｄ）２００时刻．

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓａｔｔｉｍｅｏｆ（ａ）５０，（ｂ）１００，（ｃ）１５０，

（ｄ）２００，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｆｏｒＤａｒｃｙｎｕｍｂｅｒ１０
２ａｎｄｖｉｓｃｏｓｉｔｙｒａｔｉｏ５０

图７　达西数为０．２５条件下界面与流线的变形演化

（ａ）５０时刻；（ｂ）１００时刻；（ｃ）１５０时刻；（ｄ）２００时刻．

Ｆｉｇ．７Ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓａｔｔｉｍｅｏｆ（ａ）５０，（ｂ）１００，（ｃ）１５０，

（ｄ）２００，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｆｏｒＤａｒｃｙｎｕｍｂｅｒ０．２５ａｎｄｖｉｓｃｏｓｉｔｙｒａｔｉｏ５０

图８　达西数为０．０１条件下界面与流线的变形演化

（ａ）５０时刻；（ｂ）１００时刻；（ｃ）１５０时刻；（ｄ）２００时刻．

Ｆｉｇ．８Ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆａｃｅａｎｄｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓａｔｔｉｍｅｏｆ（ａ）５０，（ｂ）１００，（ｃ）１５０，
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多相流动．结果表明，ＣＥ／ＳＥ方法精度较高，物理概

念清晰，能够在数值模拟孔隙介质多相流方面得到

广泛应用．

致　谢　审稿专家对本文提出了建设性的修改意

见，在此表示感谢！
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［２６］　ＭａｒｔｉｎＪＣ，Ｍｏｙｃｅ Ｗ Ｊ．Ａｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅ

ｃｏｌｌａｐｓｅｏｆｌｉｑｕｉｄｃｏｌｕｍｎｓｏｎａｒｉｇｉｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅ．犘犺犻犾狅狊．

犜狉犪狀狊．犚狅狔．犛狅犮．犔狅狀犱．犛犲狉．犃犕犪狋犺．犘犺狔狊．犛犮犻．，１９５２，

２４４（８８２）：３１２～３２４

［２７］　ＮｉＭＪ，ＫｏｍｏｒｉＳ，ＭｏｒｌｅｙＮＢ．Ｄｉｒｅｃｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｆａｌｌｉｎｇ

ｄｒｏｐｌｅｔｉｎａｃｌｏｓｅｄｃｈａｎｎｅｌ．犐狀狋．犑．犎犲犪狋犕犪狊狊犜狉犪狀狊犳犲狉，

２００６，４９：３６６～３７６

（本文编辑　汪海英）
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