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摘　要　准脆性材料在外力作用下不仅产生应力与变形，而且还会内部缺陷或微裂纹随着变化和出现宏观裂

缝扩展．根据材料的微细观测，通过固体力学原理建立模型分析其微裂纹与宏观裂缝之间的关联．材料中宏观裂缝

端部通常存在损伤区，且在该区内存在许多相对微小缺陷或微裂纹，从而使得材料局部变形增加而力量减弱．若把

该损伤带视为裂缝一部分，那么在该虚拟裂缝两岸上将 存 在 分 布 黏 聚 力；虚 拟 裂 缝 两 岸 的 相 对 位 移 将 是 微 裂 纹 区

变形及扩展的综合体现．为此，对包含有细观裂纹的代表性体积单元进行力学计算，然后将其嵌入到宏观裂缝端部

损伤带的变形计算中，以探寻固体失效的细观与宏观尺度力学分析的联结，并与实测数据相对比．
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０　引言

工程中常用的混凝土与铸铁材料抵抗破坏的力

学性能不同于韧性材料，其抗拉伸能力较弱且在破

坏失效前的变形与能量消耗比较少，故称作准脆性

材料．近代力学发展起来的断裂与损伤力学是其材

料结构破损量化分析的有效工具．通常在外力作用

下会在该材料内部产生应力与变形，也会同时出现

缺陷、微裂纹和宏观裂缝［１－４］．材料的 破 坏 过 程 是 细

观微结构演变与宏观裂缝发展及串接的过程，同时

能量转换也是非可逆的．为此，根据材料的微细观察

测试，通过固体力学原理建立模型对其材料缺陷或

微裂纹发展与裂缝形成态势进行联结分析．

１　材料观测与力学模型

对于准脆性材料与结构破坏的研究有断裂力学

分析，也有从损伤变量分析的研究．通过对研究报道

和实验测试的结果分析，发现材料破坏经常是在高

应 力 集 中 的 部 位 首 先 出 现 损 伤 裂 纹 或 微 裂 纹

的［４，５］．宏观破坏的过程有一条逐渐发展的主裂缝，
裂缝前端损伤区域随着载荷不断伸长，但损伤区域

一般会形成垂直于拉伸应力的条形带．如图１所示

为混凝土或铸铁在宏观缺口处受载荷前后，或载荷

不同时微裂纹变化的电镜照片．其中图１（ａ），（ｂ）分

别是混凝土的弯曲小试件在受拉一侧缺口附近的混

凝土中微裂纹与石子水泥的界面微裂纹．图１（ｃ），

图１　准脆性材料的微裂纹电镜照片
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（ｄ）分别为 单 轴 拉 伸 缺 口 板 内 平 均 应 力５０．３ＭＰａ
与８４ＭＰａ时铸铁中石墨微裂纹的变形影象．从图１
可以看到，尽管混凝土的骨料尺寸接近一个毫米，宏
观裂缝大于几个毫米甚至几十毫米，而图中两种材

料内的微裂纹尺寸均小于１毫米，都在细观尺度范

围内［６，７］．
　　基于连续介质力学及弹塑性理论发展起来的断

裂力学，是以宏观裂纹或裂缝作为几何特征进行力

学量化分析 与 参 量 计 算 评 估 固 体 结 构 及 材 料 安 全

的．线弹性断裂力学的重要指标是表征裂前应力奇

异性的强度因子，或裂纹扩展能量释放率；而Ｊ积分

及裂缝张开位移是弹塑性断裂的重要参量．对于以

水泥基材料为代表的准脆性介质，有学者对这种光

滑裂缝前的微裂纹损伤区简化成具有闭合力或黏聚

力分布的非光滑裂纹段，如 Ｈｉｌｌｅｒｂｏｒｇ等 提 出 的 非

线性裂纹分析计算，Ｘｕ的双Ｋ断裂模型，Ｊｅｎｑ　ａｎｄ
Ｓｈａｈ的双参数模型等；诸多分析没有考虑微裂纹等

细观因素对材料结构的影响［３，８］．从图１所示的材料

宏观缺口附近局部的相关微裂纹形貌可以看出，该

类材料断裂损伤区的变形主要是其细观裂纹的受力

与变形所综合表现出来的；为此，建立宏观裂缝与包

含微裂纹损伤区联结的分析模型，如图２所示．图２
中左侧为光滑的敞开裂缝，右侧损伤区为条形带，且
其中有诸多微裂纹似乎非整齐的分布．若远场作用

有垂直于裂缝 的 拉 伸 应 力σ∞ｙｙ及 剪 切 应 力σ∞ｘｙ，那 么

在损伤区域或微裂纹周围的应力将会有变化，如形

成局部应力σ′及τ′．显然损伤区的变化必然对整体

结构的力学性能产生影响，故需要分析损伤区微裂

纹的受力变形规律．

图２　宏观裂缝前端受载后出现微裂纹损伤区
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２　微裂纹近场变形的解析计算

相关细观缺陷及裂纹与宏观力学参量关系的分

析已经促进固体力学发展，且形成了细观力学的新

领域研究［４，９，１０］．宏观尺度中的应力应变及变形是细

观范畴内力与位移在一定区域中的平均化结果．关

于一个裂纹或多个特征缺陷在周边邻域受载后形成

的力学相应 是 细 观 力 学 代 表 性 体 积 单 元（ＲＶＥ）分

析的关注点所在．因此关于上述图２中右侧损伤区

的微裂纹力学行为分析，不妨构造固体局部中包含

单个裂纹或多组裂纹的细观分析模型．如图３所示，
为单一裂纹的位置构型示意图，周边近场正应力与

切应力分别为（σ′，τ′），裂纹轴线与正应力垂线的夹

角为θ，水平轴与铅垂轴分别为（ｘ′，ｙ′）坐标，在某点

处的位移为（ｕ′，ｖ′）．
对于裂纹垂直于单轴拉伸应力σ或平行于切应

力τ的长度为２ａ的裂纹，即θ＝０，其近场应力与位

图３　微裂纹附近应力与变形的示意图
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移可以通过 Ｗｅｓｔｅｒｇａｒｄ应 力 函 数Φ＝Ｒｅ珛ＺⅠ（ｚ）＋

ｙＩｍ珚ＺⅠ（ｚ）在满足双调和方程 ４Φ＝０与裂纹及远场

力边界 条 件 的 解 析 函 数 得 到［１１］．其 中珚ＺⅠ （ｚ）与

珛ＺⅠ（ｚ）为解析函数ＺⅠ（ｚ）的一次与 二 次 积 分 函 数．
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若设单轴拉伸应力σ作用下的张开型（Ⅰ型）裂纹的

函数为ＺⅠ（ｚ）＝σｚ／ ｚ２－ａ槡 ２；那么在平面应力状态

下的ｘ与ｙ向位移（ｕ，ｖ）为 ：

ｕⅠ＝
（１－ν）Ｒｅ珚ＺⅠ－（１＋ν）ｙＩｍＺⅠ

Ｅ

ｖⅠ＝
２Ｉｍ珚ＺⅠ－（１＋ν）ｙＲｅＺⅠ烅

烄

烆 Ｅ

（１）

而对于由切应力τ形成的平面应变状态下Ⅱ型裂纹

附近场，有：

ｕⅡ＝
（１＋ν）［２（１－ν）Ｉｍ珚ＺⅡ－ｙＲｅＺⅡ］

Ｅ

ｖⅡ＝
（１＋ν）［－（１－２ν）Ｒｅ珚ＺⅡ－ｙＩｍＺⅡ］烅

烄

烆 Ｅ

（２）

式中ＺⅡ＝τｚ／ ｚ２－ａ槡 ２为满足双调和方程与边界条

件的Ⅱ型裂纹解析函数．通过复变函数极坐标形式

的解析积分或求导，能够得到单一裂纹周围的变形

场．例如对Ｉ型裂纹单轴拉应力σ作用下，在裂纹中

心为原点的水平垂直轴分别为ｘ与ｙ轴的某点处ｙ
向位移为：

ｖⅠ＝
１
Ｅ
［２Ｉｍ珚ＺⅠ－（１＋ν）ｙＲｅＺⅠ］＝

２
Ｅ ［σａ２－ｘ２＋

　 （ｘ２＋ｙ２）２＋ａ２（ａ２＋２ｙ２－２ｘ２槡 ］）＋
－（１＋ν）ｙｘσ

２Ｅ｛［（ｘ－ａ）２＋ｙ２］［（ｘ＋ａ）２＋ｙ２］｝１／２
·

［ （ｘ－ａ）２＋ｙ槡 ２＋ｘ－ａ］１／２［ （ｘ＋ａ）２＋ｙ槡 ２＋

（ｘ＋ａ）］１／２＋
（１＋ν）ｙｘσ

２Ｅ｛［（ｘ－ａ）２＋ｙ２］［（ｘ＋ａ）２＋ｙ２］｝１／２
·

［ （ｘ－ａ）２＋ｙ槡 ２－ｘ＋ａ］１／２［ （ｘ＋ａ）２＋ｙ槡 ２－

（ｘ＋ａ）］１／２＋ －（１＋ν）ｙ２σ
２Ｅ｛［（ｘ－ａ）２＋ｙ２］［（ｘ＋ａ）２＋ｙ２］｝１／２

·

［ （ｘ－ａ）２＋ｙ槡 ２－ｘ＋ａ］１／２［ （ｘ＋ａ）２＋ｙ槡 ２＋

（ｘ＋ａ）］１／２＋ －（１＋ν）ｙ２σ
２Ｅ｛［（ｘ－ａ）２＋ｙ２］［（ｘ＋ａ）２＋ｙ２］｝１／２

·

［ （ｘ－ａ）２＋ｙ槡 ２＋ｘ－ａ］１／２［ （ｘ＋ａ）２＋ｙ槡 ２ －
（ｘ＋ａ）］１／２ （３）

通过以上解析式计算不难得到各种情况下的裂

纹附近位移或变形分布．如图４所示为无量纲位移

在不同ｙ值时随ｘ的变化曲线．图中横坐标为水平

轴的无量纲位置坐标ｘ／ａ；图４（ａ）纵坐标为Ⅰ型裂

纹纵向位移ｖⅠ 与弹性模量Ｅ乘积除以应力与裂纹

半长度（ａσ），即ｖ＊＝ｖⅠＥ／（σａ）．图４（ｂ）纵坐标为Ⅱ
型裂纹平面应变状态下，横向位移ｕⅡ 与弹性模量乘

积除以切应力 与 半 裂 长 即ｕ＊＝ｕⅡＥ／（τａ）．计 算 时

取泊松比ν＝０．２５．从 图４看 出 无 论Ⅰ型 裂 纹 在 垂

直于裂纹向的张开位移，还是Ⅱ型裂纹的剪切位移，
在裂纹面最近处变化比较急剧，在远处变得比较平

缓．在剪切应力作用下距离裂纹半个裂长以上点的

平行于裂纹的位移变化不明显．

图４　水平裂纹中心右侧上方的无量纲位移变化曲线
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　　若损伤区中的微裂纹与宏观裂缝不平行而是成

θ角度，参考图２右端小框和图３，计算细观裂纹平

面问题时需用到转换矩阵：

β＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ［ ］θ （４）

应用式（１），（２）或（３），首先把近场应力（σ′，τ′）
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写成二阶张量形式，且通过分别左乘右乘转换矩阵

β和它的转置β
Ｔ 得 到 与 局 部 微 裂 纹 轴 线 垂 直 或 平

行的正应力 和 切 应 力（σ，τ）；通 过 式（１），（２）或 图４
得到平行或垂直于局部微裂纹轴线的位移向量（ｕ，

ｖ）Ｔ（其中ｕ＝ｕⅠ＋ｕⅡ，ｖ＝ｖⅠ＋ｖⅡ），然后左乘β
Ｔ 就

得到平行或垂直于宏观裂缝轴线的位移（ｕ′，ｖ′），参

考图３所示．
３　损伤区细观裂纹与宏观裂缝的关系

３．１　裂缝端部损伤区化为黏聚裂纹

为了将微裂纹相关的变形计算用于图２所示固

体构型中与宏观裂缝的力学计算形成联结，我们不

妨考虑之前人们对于准脆性材料断裂提出的裂缝端

部黏聚裂纹，即图２左中的损伤条形带，若把条形带

简化成具有黏聚应力珓σｙ 分布的裂纹段，那么当该段

长度Γ相对于光滑裂缝长度不是太长时，就可以通

过宏观裂缝前的应力强度因子ＫⅠ 及损伤带长度Γ，
用于估计损伤区上下岸之间的黏聚应力分布和虚拟

裂纹的张开位移［１２］．即：

珓σ（ξ）＝
ＫⅠ槡２
π槡Γ

Γ－ξ槡Γ 　（０＜ξ＜ｂ）

δ（ξ）＝
１６　ＫⅠ

３Ｅ
Γ
２槡π ξ（ ）Γ

３／２

　（０＜ξ＜ｂ
烅

烄

烆
）

（５）

其中ＫⅠ 为远场载荷在光滑裂缝端部产生的张开型

应力强度因子，而ξ为损伤区内任一点 到 光 滑 裂 缝

端点的距离，参见图１所示．
３．２　损伤局部体积单元的变形

实际材料损伤区中微裂纹是非均匀分布的，而

且在微裂纹周围形成的变形也是随距离裂纹位置而

变化的．若坐标显示用数字做下标替换ｘ→ｘ１，ｙ→
ｘ２，ｚ→ｘ３，考虑损伤局部的体元平均应变分解为基

体弹性应变珋εｅｉｊ与缺陷变形引起的应变珋εｃｉｊ，即：
珋εｉｊ＝珋εｅｉｊ＋珋εｃｉｊ （６）

基体 弹 性 应 变珋εｅｉｊ可 以 由 未 损 伤 区 的 应 力 应 变

本构关系计算，而体元Ｖ 内Ｎα 个 微 裂 纹 所 产 生 的

应变，由细观力学方法有［４，９］：

珋εｃｉｊ ＝ １Ｖ∑
Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎｉｂｊ＋ｎｊｂｉ（ ）２

（α）

ｄＳ （７ａ）

其中Ｖ 为代 表 性 单 元 的 体 积，ｓα 为 第α个 裂 纹 面，
显然其体积单元Ｖ 的选取影响着应变；第α个裂纹

的变形涉及到裂纹大小与方位（ｎｌ，ｂｋ）及坐标转换，
正如前番单一裂纹的分析，位移ｂｋ 取决于裂纹几何

与周边应力；而且损伤区的变形还与局部微裂纹的

疏密程度密切相关．

若宏观裂缝前端损伤区是条形带，宽度是随距

离裂缝尖 端 距 离 变 化 的（ξ），平 板 构 型 的 厚 度 为

Ｂ，那么对于该损伤区的体积单元有：

珋εｃｉｊ（ξ）＝
１

ｌ^Ｂ（ξ）∑
Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎｉｂｊ＋ｎｊｂｉ（ ）２

（α）

ｄ（Ｂａα）＝

１
ｌ^（ξ）∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎｉｂｊ＋ｎｊｂｉ（ ）２

（α）

ｄａα （７ｂ）

ｌ^为体积单 元 的ｘ 向 长 度，大 约 是 平 均 一 个 微

裂纹加两边半个间距，参考图２右侧所示．设单位应

力产生位移ｂ０ｋ（ｋ＝１，２，３），那么在位置ξ的ｙ向张

开位移ｂｋ＝σ（ξ）ｂ０ｋ．从而：

　珋εｃｉｊ （ξ）＝
σ（ξ）
ｌ^（ξ）∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎｉｂ０ｊ＋ｎｊｂ０ｉ（ ）２

（α）

ｄａα （７ｃ）

３．３　黏聚损伤带中的变形估计

关于宏观裂缝前的微裂纹黏聚损伤区条形带，

不失一般性，在此仅限于张开型宏观裂缝问题．如图

１与 图２所 示，考 虑 损 伤 带 内 微 裂 纹 变 形，由 上 式

（７）就条形带两岸的平均位移估算可表示为：

　　珔δ（ξ）＝珋ε２２（ξ）（ξ）＝珋ε
ｅ
２２（ξ）＋

σ（ξ）
ｌ^ ∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎｉｂ０ｊ＋ｎｊｂ０ｉ（ ）２

（α）

ｙ
ｄａα （８ａ）

一般在损伤带中的微裂纹变形均大于基体的弹

性变形，又将任意分布微裂纹变形投影在垂直于损

伤带轴线的ｙ方向上，如上式（８ａ）的中括号右下标

所示，于是有：

珔δ（ξ）＝珋ε
ｅ
２２（ξ）＋

σ（ξ）
ｌ^ ∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα
ｂ^０２ｎα２ｄａα ＝

σ（ξ）^ｂ
ｅ＋ｃ
０２∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎα２ｄａα
ｌ^ ＝珓υ（ξ）∑

Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎα２ｄａα
ｌ^

（８ｂ）

式中ｂ^０２是单个微裂纹在单位应力下的ｙ向张开位

移，而珘ｂｅ＋ｃ０２ （ξ）为单位应力产生的包括弹性部分的裂

纹周围张开位移；其中珓υ（ξ）＝σ（ξ）珘ｂ
ｅ＋ｃ
０２ 为在τ（ξ）应力

下的 单 个 裂 纹 单 元 体 上 的 张 开 位 移．又 若 令ω＝

∑
Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎα２ｄａα
ｌ^

则有：

　　　　　δ（ξ）＝珓υ（ξ）ω （９ａ）

及 ω＝∑
Ｎα

α＝１∫Ｓα

ｎα２ｄａα
ｌ^ ≈∑

Ｎα

α＝１

ａ^α
ｌ^

（９ｂ）

式中ａ^α 为第α裂 纹 的 有 效 长 度．从 该 式 看 出，ω是

与微裂纹密度分布有关的参量，其物理意义为代表

性体 元 内 相 应 于ｙ向 拉 伸 应 力 作 用 下 的 有 效 微 裂

纹的个数．由实验观测大概估计ω在０－３之间或更
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大点，其值也反映出材料的损伤程度．例如就铸铁而

言，尽管其中富含石墨片，但在单向受力后作为微裂

纹张开情况多数是发生在垂直于拉应力方向上的，
平行于拉伸应力方向的石墨片很少裂开．
４　算例与实验对比

采用上述计算方法能够计算出宏观裂缝前端损

伤区某微裂纹附近的张开位移．对于初始弹性模量

约４７ＧＰａ的 铸 铁 试 件，在 单 轴 拉 伸 外 力 作 用 下 受

载荷部 分 的 矩 形 板 为 长×宽×厚＝６×６×１．５
（ｍｍ），预制割口长２ｍｍ，微裂纹长度在７０到３８０
微米之间，参照文献［１３］中的图２映象．将试件夹持

在电镜设备中，作在位拉伸观测，并拍下在某载荷下

宏观裂口前损伤区域的图片，如图１所示．由电镜照

片的右下方刻度尺，能够测出图片中某两点距离或

长度，对比不同载荷下的位置距离，就可以计算出材

料中某两点之间的变形．如图５所示为两个试件分

别在载荷３９４Ｎ和３８６Ｎ时垂直于宏观裂缝轴线方

向的位移．
图５中实心方块符号为实验测试数值，空心或

小点符号表示的为理论计算值；左图为试件１的理

论与实验数据对比，右图为试件２的数据．理论计算

时令式（７）式（５）和 式（８）中珓σ（ξ）＝σ（ξ）及δ（ξ）＝珔δ
（ξ），参照式（８）和（９），珓υ按 单 个 微 裂 纹 的 平 面 应 力

下张开位移计算．且取ω值在１到３之间，图中小点

对应其值是１，左右两图中空心标的值分别为１．８７
和２．７不等．从该图看出，尽管实测值与理论计算值

有偏差，但 位 移 的 分 布 趋 势 是 相 同 的，而 且ω取 较

大合适数值时计算值与实测数值非常接近．

图５　铸铁试件宏观裂缝前端损伤区的实测位移分布与理论计算对比

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔ　ｗｉｔｈ　ｔｅｓｔｅｄ　ｄａｔａ　ｆｒｏｍ　ａｎ　ｉｒｏｎ　ｓｐｅｃｉｍｅｎ　ａｌｏｎｇ　ｄａｍａｇｅ　ｓｔｒｉｐ

５　结束语

通过对准脆性材料在受载荷后损伤断裂及变形

的实验观测与理论探讨，从数据的对比可看出将宏

观框架下的非线性断裂的计算与细观力学方法的结

合及嵌套是可行的．
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