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摘　要：光滑粒子法（ＳＰＨ）作为一种拉格朗日型无 网 格 方 法，兼 具 欧 拉 网 格 方 法 和 拉 格 朗 日 网 格 方 法 的 优 势，已

经成功应用于科学和工程的众多领域。ＳＰＨ方法后处理一般基于无规则分布的粒子，不如网格类 方 法 后 处 理 简

便、直接。另外，ＳＰＨ方法模拟自由液面流动等问题时，通过粒子位置难以重构自由液 面 的 准 确 位 置。发 展 一 种

基于Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分的ＳＰＨ后处理方法，即先 基 于ＳＰＨ粒 子 位 置 利 用Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 建 立 三 角 网 格，然

后将粒子信息转化成网格单元／节点信息，从而可以在三角网格上进行后处理，实现基于网格方法的后处理功能，

并可以在三角网格上直接提取或重构自由液面。将 本 文 的 方 法 应 用 到 液 滴 碰 撞 和 溃 坝 流ＳＰＨ模 拟 结 果 的 后 处

理中，得到了非常好的结果，表明本文的方法有效可靠。
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１　引 言

光滑粒子 法ＳＰＨ（Ｓｍｏｏｔｈｅｄ　Ｐａｒｔｉｃｌｅ　Ｈｙｄｒｏ－
ｄｙｎａｍｉｃｓ）作为一种拉格朗 日 型 粒 子 方 法，也 是 最

早的无网格方法［１－３］。其基本思想是将连续物质离

散成可以运动的粒子，再利用核函数把相邻的粒子

关联起来，并在粒子上建立控制方程的离散形式，

然后通过求解离散形式的控制方程来更新粒子的

位置和其他物理量。ＳＰＨ方法兼具欧拉网格方法

和拉格朗日 网 格 方 法 的 优 势，能 够 处 理 大 变 形 问

题，方便追踪运动界面和自由表面。经过几十年的

发展，ＳＰＨ方法 在 天 体 物 理 学、流 体 力 学、水 下 爆

炸和高速碰撞等方面都得到了广泛的应用［３－６］。

与其他无网 格 粒 子 方 法 类 似，ＳＰＨ 方 法 的 后

处理基于无规则分布，且没有固定关联的粒子，因

此ＳＰＨ方法的后处理不如网格类方法的后处理简

便直接。现有的后处理软件一般都是基于网格的，

不能直接根据粒子位置和信息画出流场的流线、等

值线和自由表面等。这是因为在计算流体与计算

固体力学问题中［７］，广泛应用的数值模拟方法大多

是基于网格建立离散格式。所以对于ＳＰＨ等粒子

方法而言，一种可能的途径是基于ＳＰＨ 粒子建立

合适的网格，并将粒子的相关信息转换成网格的相

关信息，然后就可以直接使用现有的后处理软件的

各种网格处理功能。

另外，ＳＰＨ方法在模拟自由液面流动问题时，

为了 严 格 实 施 自 由 液 面 条 件（如 在 完 全 不 可 压

ＳＰＨ模型中）和 表 面 张 力 模 型（ＳＰＨ 方 法 模 拟 微

尺度流动问题时），需要精确定位自由液面的位置。

传统通过粒子位置确定自由液面的方法一般比较

粗糙，与真实的自由液面位置有一定偏差。

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分是计算几何中的一种严格

的三角形网格生成方法［８，９］，能够把散点集转换成

以散点为顶点的三角形网格，且生成的网格具有整

体最优的优点。因此，可以利用Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨

分将ＳＰＨ粒子转换成网格进行后处理［１０］，也可以

利用Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分对其他无网格粒子方法的

计算结 果 进 行 后 处 理［１１，１２］。在 应 用ＳＰＨ 方 法 模

拟涉及运动、翻卷、乃至破碎的自由液面流动时，可
以基于Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 网 格 精 确 重 构 自 由 液 面，为

实施自由液面条件和表面张力模型提供依据。

本文 发 展 了 以 Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 为 基 础 的

ＳＰＨ后处理方法与程序，利用Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分

将ＳＰＨ粒子转化成三角形网格，基于Ｄｅｌａｕｎａｙ三

角网格重构自由液面。通过液滴碰撞和溃坝两个

典型的 算 例 验 证 了 这 一 基 于 ＳＰＨ 粒 子 位 置 的

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分与自由液面重构方法的有效性。



２　Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分是一种具有严格的计算几

何基础的三角形网格生成方法，具有两个重要的性

质，空外接圆性和最小角最大性。空外接圆性是指

在Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形网中任一三角形的外接圆内不

会有其他点存在。最小角最大性是指在散点集可

能形成的 各 种 三 角 剖 分 中，Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 剖 分 所

形成的三 角 形 的 最 小 角 最 大。因 此，Ｄｅｌａｕｎａｙ三

角网格是最接近于规则化的三角网格，即在两个相

邻的三角形 构 成 凸 四 边 形 的 对 角 线，在 相 互 交 换

后，六个内角的最小角不再增大。由于具有空外接

圆和最小 角 最 大 的 性 质，Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 公 认

为是一种优异的三角刨分，在实际中也得到广泛的

应用，如科学计算可视化、有限元分析以及地学分

析等。

构建Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的算法主要有逐点插入

法、分治法和生长法。逐点插入法的优点是实现简

单和占用内存较少，但时间复杂度较大。分治法的

时间复杂度较小，但占用内存较多。生长法效率较

低，很少采用。本文采用相对简单的逐点插入法。

逐点插入法最早 是 由Ｌａｗｓｏｎ［９］提 出 来 的，基

本思路是先构建一个能够包围所有离散点的辅助

三角形，然后逐个插入离散点，生成新的三角形，并

进行局部优化，直到所有点插入完毕，最后再删除

辅助三角形以及与辅助三角形公用顶点的三角形。

具体步骤如下。

（１）构造一个足够大的辅助三角形，包围所有

离散点，即所有离散点都处在辅助三角形内部。

（２）将点集中的点依次插入，在三角形链表中

找出其外接圆包含插入点的三角形（称为该点的影

响三角形），删除影响三角形的公共边，将插入点同

影响三角形的全部顶点连接起来，如图１所示，从

图１　在网格中插入一个新点时，会影响局部网格

并生成新的网格

Ｆｉｇ．１　Ｗｈｅｎ　ａ　ｎｅｗ　ｐｏｉｎｔ　ｉｓ　ａｄｄｅｄ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｍｅｓｈ，ｉｔ　ｗｉｌｌ　ｃｈａｎｇｅ
ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ　ｍｅｓｈ　ａｎｄ　ｇｅｎｅｒａｔｅ　ｎｅｗ　ｍｅｓｈ

而完成一个点在Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形链表中的插入。

（３）根据优 化 准 则 对 局 部 新 形 成 的 三 角 形 进

行优化。具体做法是先将两个具有共同边的三角

形合成一个 四 边 形；再 以 最 大 空 外 接 圆 准 则 作 检

查，看其中一个三角形的不在公共边上的那个顶点

是否在另一个三角形的外接圆之内；如果在，则将

对角线对调，即边翻转，如图２所示。

（４）循环执行上述第（２）步和第（３）步，直到所

有离散点插入完毕。

（５）删除辅助三角形，以及所有以辅助三角形

的顶点为顶点的三角形。

上述基于散点的构网算法理论严密且唯一性

好，网格满足空圆特性，较为理想。由其逐点插入

的构网过程可知，遇到非Ｄｅｌａｕｎａｙ边时，通过删除

调整，可以构造形成新的Ｄｅｌａｕｎａｙ边。在完 成 构

网后，增加新点时，无需对所有的点进行重新构网，

只需对新点的影响三角形范围进行局部调整，且局

部调整的方法简单易行。同样，点的删除和移动也

可快速动态地进行。

在实际应用中，这种构网算法当点集较大时速

度较慢，如果点集范围是非凸区域或者存在内环，

则会产生不合理三角形，又叫非法三角形。因此需

要采取适当的方法删除非法三角形。

３　基于ＳＰＨ粒子的三角刨分

在使用Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 将ＳＰＨ 粒 子 数 据

转化成网格数据时，需要考虑具体的物理意义。有

些网格可能是不合理的或不需要的，这就需要在生

成网格时进行相应的调整或修改。

图３是 直 接 使 用 第 ２ 节 所 述 方 法 生 成 的

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角 网 格。可 以 看 出，网 格 的 节 点 正 是

粒子的位置。需要注意的是，粒子分布中间的孔也

生成 了 网 格，这 部 分 网 格 是 不 合 理 的，需 要 删 除。

由于ＳＰＨ粒子是大致均匀分布的，可以通过限制

图２　边翻转操作

Ｆｉｇ．２　Ｆｌｉｐ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ
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三角形的边长来生成合理的三角网格。具体做法

是，先给出 允 许 的 最 大 边 长Ｂｍａｘ，当 三 角 形 的 某

个边长大于Ｂｍａｘ时，就把该三角形删除。需要注

意的是，如果Ｂｍａｘ的 取 值 过 大，会 残 留 一 些 不 合

理三角形；如果Ｂｍａｘ的 取 值 过 小，则 会 删 除 原 本

合理的三 角 形。本 文 取Ｂｍａｘ为２倍 粒 子 间 距。

图４是删除不合理三角形后的网格，中间的孔中不

再有网格。

ＳＰＨ粒子本身 是 有 属 性 的，比 如 在 模 拟 流 体

问题时，可能包含流体粒子和壁面粒子或虚粒子。

在生成网格时，我们可能并不需要那些三个顶点都

是壁面粒子或虚粒子的三角形，这时也可以把它们

删除。

图５是把中间三层粒子当作壁面粒子或虚粒

子时生成的网格。有两种方法，一种是先以所有粒

子为基础生成网格，再删除顶点全是壁面粒子或虚

粒子的网格；另一种是先删除不需要的粒子，然后

图３　粒子分布（左）与对应的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网格（右）
Ｆｉｇ．３　Ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

Ｄｅｌａｕｎａｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ（ｒｉｇｈｔ）

图４　删除不合理三角形后的三角网格（左）和边界（右）
Ｆｉｇ．４　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ（ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｍｅｓｈ（ｒｉｇｈｔ）

ｗｉｔｈｏｕｔ　ｕｎｒｅａｓｏｎａｂｌｅ　ｔｒｉａｎｇｌｅｓ

图５　限制内层边界粒子时生成的三角网格（左）和边界（右）
Ｆｉｇ．５　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ（ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｍｅｓｈ（ｒｉｇｈｔ）

ｗｉｔｈｏｕｔ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｔｈｅ　ｉｎｎｅｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｐａｒｔｉｃｌｅｓ

生成网格。两种方法得到的结果相同，但后一种方

法效率更高，耗时更少。

４　应用算例

将上述基于Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 的ＳＰＨ 后 处

理方法应用于两个流体力学的典型算例，以检验本

文方法的有效性和可靠性。对于每一个算例，先用

ＳＰＨ方法对算例进行模拟，得到每一时刻的ＳＰＨ
粒子的分布 结 果；然 后 利 用Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 方

法将粒子转换成对应的网格。

４．１　液滴碰撞

两个相距一段距离的相同大小的液滴，以大小

相等、方向相反的初速度相互靠近。当两个液滴碰

撞时会先逐渐接触，形成一个液桥，经过一系列振

荡，最后融合成一个大液滴［１３］。先用ＳＰＨ方法模

拟，然后将ＳＰＨ粒子结果转化成Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网

格。图６是生成的三个不同时刻的网格以及局部

放大的网格。可以看出，所生成的三角网格非常均

匀。因为网格节点位置即为粒子所在的位置。

４．２　溃坝

溃坝流涉及复杂的自由表面运动，包括自由液

面的变形、破碎和融合等。使用网格法模拟这类问

题时，往往很 难 捕 捉 液 面 的 复 杂 变 化。ＳＰＨ 等 无

网格粒子类方法很适合模拟这类问题［１４－１６］，但是在

后处理时难以直接从粒子数据中重构或提取出自

由液面。

本算例先使 用Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 将ＳＰＨ 粒

子数据转化成网格数据，然后从网格中提取出液面

图６　液滴碰撞过程中三个典型时刻的ＳＰＨ模拟结果的

三角网格（左）及局部放大情况（右）
Ｆｉｇ．６　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ（ｌｅｆｔ）ａｎｄ　ｐａｒｔｉａｌ　ｅｎｌａｒｇｅ　ｄｅｔａｉｌ（ｒｉｇｈｔ）

ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｆｒｏｍ　ＳＰＨ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｄｒｏｐ　ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ　ａｔ
ｔｈｒｅｅ　ｔｙｐｉｃａｌ　ｔｉｍｅ　ｉｎｓｔａｎｔｓ
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图７　ＳＰＨ模拟溃坝流动过程的粒子分布（左）和基于

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角刨分提取的自由液面（右）
Ｆｉｇ．７　Ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ＳＰＨ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄａｍ－ｂｒｅａｋ（ｌｅｆｔ）

ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｆｒｅｅ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｆｒｏｍ
Ｄｅｌａｕｎａｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ（ｒｉｇｈｔ）

数据。图７是溃坝冲向浅水区，而后遇到竖直壁面

时的液面变化情况。可以看出，在溃坝前沿，液面

先拱起，形成蘑菇状突起，而后翻卷，形成空腔；遇

到右侧壁面时，液面沿壁面爬升、回落，最后向左回

卷。结 果 表 明，本 文 基 于 Ｄｅｌａｕｎａｙ三 角 刨 分 的

ＳＰＨ后处理方法能够很好地提取溃坝流整个运动

过程中的自由液面。

５　结　论

本文发展了一种基于ＳＰＨ粒子位置的Ｄｅｌａｕ－
ｎａｙ三角刨分与自由液面重构方法。通过将ＳＰＨ
粒子转换成网格，再对网格进行相应的处理，可以

实现与网格法相同的后处理，也可以基于网格重构

或提取自由液面。根据具体问题的需要，还可以删

除或提取特定的网格。通过液滴碰撞和溃坝两个

典型算例验证了本文方法的有效性和可靠性。对

于其他无网格粒子方法，本文的方法也适用。
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