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摘 要: 基于 HLLEW( Harten-Lax-Van Leer-Einfeldt-Wada) 格式引入预处理技术发展适合求解全速域流场的三维

Navier-Stokes 求解器． 引入低速预处理技术，重新构造 HLLEW 格式的耗散项，给出预处理后的 HLLEW 格式，并根

据预处理后的雅克比矩阵构造相应的隐式时间推进方程． 利用预处理方法求解 NACA 4412 低速不可压流动与

ＲAE 2822 跨声速可压缩流动，并与实验结果及原有方法的计算结果对比． 结果表明: 预处理 HLLEW 格式不仅提高

低速不可压缩流动的计算效率和精度，也保持了对可压缩流动的处理能力，是一种适用于全速域流场数值模拟的

有效方法．
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0 引言
在实际工程问题中，流场中经常会同时出现可压缩与不可压缩区域同时存在的问题，发展能够快速、准

确地求解这类流动问题的计算流体力学( CFD) 数值算法成为工程应用必然的要求．
随着 CFD 算法研究的不断深入，通过求解可压缩 Euler 方程或者 Navier-Stokes 方程模拟流动过程的方

法，在亚跨声速、超声速及高超声速流动的数值分析中已经取得广泛的应用． 为了求解这类偏微分方程并准

确反映其背后的不同物理过程，提出了一系列数值通量离散方法，如 Ｒoe 格式［1］、AUSM 类格式［2 － 5］、CUSP
类格式［6 － 7］等． 1983 年，Harten［8］提出了一种迎风 Godunov 类型的迎风 HLL 格式，经不断改进形成了满足非

线性差分方程所要求的稳定性条件、熵条件及正守恒条件的 HLLEW 格式［9 － 12］． HLLEW 格式因其较强的非

线性处理能力及良好的计算稳定性，在可压缩流动的数值模拟中得到广泛的应用［13 － 15］．
虽然在可压缩流动的数值模拟上取得巨大的成功，对于低速流动的模拟，包括 HLLEW 格式在内的一般

的迎风格式并不适用［16］: 一方面，迎风格式的数值粘性大多根据系统的特征值构造，低速流动中由于声速远

大于流动速度，这将引起过大的数值耗散，降低对问题的求解精度; 另一方面，由特征线理论可以知道，扰动

在理想气体的等熵流动中的传播速度为系统的特征值，对于低速流动而言不同方向扰动传播速度相差很大，

即所求解的线性方程组的条件数很大，由此引起收敛变慢、求解效率减低的问题． 受 Chorin［17］的虚拟压缩方

法启发，Turkel［18］提出了用可压缩方程求解低速流场的预处理方法: 通过改变方程的时间导数，使控制方程

的各特征速度保持在同量级，从而有效提高对低速流动的求解精度及求解效率．
我们在可压缩 Navier-Stokes 方程中引入低速预处理技术，重新构造 HLLEW 格式的耗散项，推导出适用

于全速域流场模拟的预处理 HLLEW 格式． 并根据预处理后的雅克比矩阵，基于 LU-SGS 方法构造隐式时间

推进方程． 通过对 NACA 4412 翼型的低速绕流及 ＲAE 2822 翼型的跨声速绕流问题的模拟，验证所发展的方

法对可压缩及不可压缩流动的处理能力．
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1 数值求解方法
1. 1 控制方程

在贴体曲线坐标系下的 Navier-Stokes 方程组的时间导数项前面乘以预处理矩阵 Γ，便可得到求解定常

流动的预处理控制方程组

Γ W
^

t
+ E

^

ξ
+ F

^

η
+ G

^

ζ
=
E^ v
ξ

+
F^ v
η

+
G^ v
ζ

， ( 1)

其中 W^ = ( p u v w T) T，根据原始变量 W^ 形式的不同预处理矩阵有不同的形式［19 － 22］． 采用 Weiss-
Smith［22］提出的预处理矩阵，该方式处理的控制方程除了在驻点会产生奇异外，不存在声速点奇异和外部边

界敏感等不稳定因素，因此具有更好的计算稳定性． Weiss-Smith 预处理矩阵

Γ =

Θ 0 0 0 ρT
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其中，ρT = ρ
T p

，Θ = 1
U2

r
－

ρT
ρC( )

p

，Ur 称为参考速度，本文中参考速度按照以下计算得到

Ur = Mrc， ( 2)

Mr = min( 1，max( kM∞ ，M) ) ， ( 3)

式( 2) 、( 3) 中，c 为声速，M 为流场的当地马赫数，M∞ 为无穷远来流马赫数． k 为常数，通过调节 k 的大小可

以避免驻点附近的奇异问题，文中统一取 k = 0． 5 ．
预处理控制方程雅克比矩阵的特征值

λ( Γ －1 H^

W^
) = U，U，U，U' －C'，U' +C'， ( 4)

其中，

U = nxu + nyv + nzw，

U' = 1
2 U( 1 + M2

r ) ，

C' = 1
2 ( 1 － M2

r )
2U2 + 4M2

rC槡 2，

C = c n2
x + n2

y + n2槡 z ，

H^ 代表无粘通量，n = ( nx，ny，nz ) 为界面的法线方向．
预处理改变了控制方程和声速有关的两个特征值的形式，从而起到调节不同方向扰动传播速度的效果．

当流动速度为超声速时，参考马赫数 Mr = 1，特征值与可压缩流动控制方程的特征值恢复一致; 在低速区域

Mr → 0，预处理方程的特征值大小与 U 为同一量级． 因此，对于不同流速的流动预处理方程的条件数能保持

在合理的范围内．
1. 2 预处理 HLLEW 格式

预处理控制方程中，无粘通量采用可压缩流动中得到成功应用的 HLLEW 格式［9，12］． 与 Ｒoe 格式一样，

HLLEW 格式属于 Godunov 类型迎风格式的一种． 相对 Ｒoe 格式［1］来讲，在流动连续区域 HLLEW 格式退化

为 Ｒoe 格式，在间断处 HLLEW 格式提高了对接触间断的分辨能力，同时可以避免解的非物理震荡和过高的

人工粘性，在跨声速流场分析中得到广泛应用．
HLLEW 格式根据系统的特征值构造耗散项，在低速流动中由于声速远大于流动速度，这将引起不符合

实际物理过程的过大的数值耗散． 在预处理方程中，需要相应地改变 HLLEW 格式的耗散项，以满足对低速
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流动的流场模拟的需求．
以 ξ 方向为例，HLLEW 格式的数值通量可以写为

E^ i +1 /2，j，k = 1
2 ( E^ i，j，k + E^ i +1，j，k ) － 1

2 A
～

i+1 /2，j，k ( Q
^
i +1，j，k － Q^ i，j，k ) ， ( 5)

这里 Q^ = ( ρ ρu ρv ρw ρE) T 为守恒变量，A
～

为无粘通量的雅克比矩阵． 预处理的 HLLEW 格式需要改

变它粘性项的形式，具体形式

A
～
ΔQ^ ≈ A

～
ΔQ^ = ΓΓ－1 E^

Q^
ΔQ^ = Γ Γ－1 E^

W( )^ ΔW^ ≈ Γ A
～

Γ ΔW
^ = Γ( T

～
Λ
～

Γ T
～ －1ΔW^ ) ， ( 6)

其中，A
～

Γ = E^ /W^ ，是预处理方程的雅克比矩阵，Λ = diag( U，U，U，U' － C'，U'+ C') 是预处理雅克比矩

阵的特征值，T
～

和 T
～ －1 分别是预处理方程雅克比矩阵的左右特征向量矩阵，雅克比矩阵及特征向量矩阵的具

体形式参见附录 A 及附录 B． b+
Ｒ 和 b－

L 反映流场中波传播速度

b+
Ｒ = max( U'+ C'，U'Ｒ + C'Ｒ，0) ，

b－
L = min( U'－ C'，U'Ｒ－ C'Ｒ，0) ．

为了降低格式的数值耗散，提高接触间断处的分辨能力，对系统的特征值作以下改动

Λ
－

Γ =
b+
Ｒ + b－

L

b+
Ｒ － b－

L
Λ － 2

b+
Ｒ b

－
L

b+
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L
I． ( 7)
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Γ = diag［λ
－
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Ｒ，b －

L ) ，λ
－

2－ 2δmin( b+
Ｒ，b －

L ) ，λ
－

3－ 2δmin( b+
Ｒ，b －

L ) ，λ4，λ5］， ( 8)

其中

δ = min 槇ρ1
| σ1 |

，( )1
2

σ1 = Δρ － Δp
c～ 2
．

上述格式，满足非线性差分方程所要求的稳定性条件、熵条件及正守恒条件，具有良好的计算稳定性． 通过

对系统特征值的修改，HLLEW 格式避免了低速流动中过大的数值耗散，适合应用于对低速流动的数值分析．

2 隐式时间推进方法
Yoon 和 Jameson 提出的 LU-SGS 方法是目前应用比较广泛的隐式时间推进方法． 该方法通过简化正负

特征矩阵分裂，使得构造的 L、U 矩阵不包含矩阵求逆，大大提高计算效率．
从控制方程( 1) 出发，将时间微分项采用一阶近似，对无粘通量采用隐式离散，粘性通量采用显式离散，

得到半离散控制方程

Γ i，j，k
W^ n+1

i，j，k － W^ n
i，j，k

Δτ
+ δ ( E^ + F^ + G^ )

n+1

i，j，k = δ ( E^ v + F^ v + G^ v )
n
i，j，k ． ( 9)

对无粘通量做线性化处理，略去二阶及更高阶项有

Γi，j，k

Δτ Δ
W^ n

i，j，k + δξ ( E^ + AΓΔW
^ ) n

i，j，k + δη ( F^ + BΓΔW
^ ) n

i，j，k + δζ ( G^ + CΓΔW
^ ) n

i，j，k = δ ( E^ v + F^ v + G^ v )
n
i，j，k，

整理后，有

Γn
i，j，k

Δt Δ
W^ n

i，j，k + ( AΓΔW
^ ) n

i+1 /2，j，k － ( AΓΔW
^ ) n

i－1 /2，j，k + ( BΓΔW
^ ) n

i，j +1 /2，k －

( BΓΔW
^ ) n

i，j －1 /2，k + ( CΓΔW
^ ) n

i，j，k+1 /2 － ( CΓΔW
^ ) n

i，j，k－1 /2 = － Ｒ^ n
i，j，k

， ( 10)

其中残差 Ｒ^ n
i，j，k = δ ( E^ + F^ + G^ ) n

i，j，k － δ ( E^ v + F^ v + G^ v )
n
i，j，k，对方程( 10) 中的雅克比矩阵按照其特征值符号

的正负采用迎风分裂，有
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( AΓΔW
^ ) i +1 /2，j，k = A +
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代入( 10) 上式整理，有
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^ n
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～ +
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^ n
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～ +
Γ i，j －1，kΔW
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( 11)

其中，

A
～ ±
Γ = 1

2 Γ
－1 ( AΓ ± χσAΓ

I) ， B
～ ±
Γ = 1

2 Γ
－1 ( BΓ ± χσBΓ

I) ， C
～ ±
Γ = 1

2 Γ
－1 ( CΓ ± χσCΓ

I) ，

σAΓ
，σBΓ

，σCΓ 为谱半径． 对式( 11) 左端采用近似 LU 分解，有

( L + D) D－1 ( D + U) ΔW^ n
i，j，k = － Γ－1

i，j，kＲ
^ n
i，j，k， ( 12)

其中，

L = － ( A
～ +
Γ i －1，j，k + B

～ +
Γ i，j －1，k + C

～ +
Γ i，j，k－1 ) ，

D =
Ii，j，k
Δt

+ χ( σAΓ
+ σBΓ

+ σCΓ
) Ii，j，k，

U = ( A
～ －
Γ i +1，j，k + B

～ －
Γ i，j +1，k + C

～ －
Γ i，j，k+1 ) ．

求解方程( 12) ，具体推进过程分两步进行

( L + D) ΔW^ * = － Γ－1Ｒ^ ，

( D + U) ΔW^ = DΔW^ * ．
( 13)

最后更新数值解，得到第 n + 1 时间层守恒变量值

W^ n+1
i，j，k = W^ n

i，j，k + ΔW
^

i，j，k ． ( 14)

3 计算结果与讨论
为了验证预处理 HLLEW 格式对可压缩及不可压缩流动的求解能力与精度，计算 NACA 4412 二维翼型

低速绕流与 ＲAE 2822 翼型跨声速绕流问题，计算的马赫数范围从 0. 01 到 0. 729 不等．
3. 1 NACA 4412 翼型低速绕流

为了考察预处理 HLLEW 格式对低速不可压缩流动问题的求解能力，计算 NACA 4412 翼型绕流． 计算工

况如下: 来流马赫数 M∞ = 0． 2，攻角 α = 13． 87°，雷诺数 Ｒe = 1． 52 × 106 ． 计算网格采用 C 型结构网格，共

分布有 96 × 448 个网格单元，其中翼型表面分布 256 个网格单元，边界层首层网格高度为 8 × 10 －6 倍弦长． 为

了进一步验证本文方法，在同样攻角和雷诺数下，增加了 M∞ = 0． 01 工况． 在这两个工况的计算中，湍流模型

采用 k －ω SST 两方程模型．
图 1 给出了来流马赫数为 0. 2 条件下，预处理方法与原有方法收敛速率的对比． 从图中可以看出: 相对

原始方法，在计算初始阶段预处理方法的残差波动较大，随着计算结果的逐渐收敛，预处理方法的残差波动

逐渐消失; 从总的计算过程来看，预处理方法的残差下降速度要高于原始方法，说明预处理方法相对原始方
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法具有更高的收敛速率．
图 2 给出了预处理方法和原有方法计算得到的翼型表面压力分布与实验结果［23］的对比． 从图中可以看

出，两种方法计算得到的表面压力分布基本一致，与实验结果吻合良好; 在后缘的分离区附近，两种方法的计

算结果都低估分离区的大小，计算得到后缘上表面的压力系数小于实验值．

图 1 NACA 4412 翼型 M = 0. 2 来流下收敛速率

Fig． 1 Convergence rates of NACA 4412 airfoil at M = 0. 2
图 2 NACA 4412 翼型压力表面压力分布

Fig． 2 Pressure distributions on NACA 4412 airfoil surface

图 3 给出了翼型上表面不同站位上的速度分布与实验结果的对比． 从图中可以看出，在上表面分离区

之前，两种方法得到的速度分布基本一致; 在分离区，预处理方法计算得到的分离强度要大于原有方法，所预

测的速度分布更接近实验结果．

图 3 两种方法速度型线与实验结果的比较

Fig． 3 Velocity profiles predicted and experimental data

为了进一步对比研究预处理方法与原有方法对低速不可压缩流动问题求解效率，计算了来流马赫数

M∞ = 0． 01 的情况，并对比两种方法阻力系数收敛速率． 图 4 给出了两种方法阻力系数收敛曲线，从图中可

以看出: 在计算初始阶段，预处理方法的阻力系数的波动程度远小于原有方法; 随着计算时间的推进，预处理

方法的阻力系数相对原有方法能够更快的收敛．
3. 2 ＲAE 2822 跨声速绕流

为了验证预处理方法对跨声速可压缩流动的计算精度，计算了 ＲAE 2822 翼型在来流马赫数 M∞ =
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图 4 M = 0. 01 时两种方法阻力系数收敛曲线

Fig． 4 Convergence rates of drag coefficients at M = 0. 01

0 ． 729 时的定常流动，相对弦长的雷诺数 Ｒe = 6 ． 5
× 106，来 流 攻 角 α = 2 ． 31° ． 所 求 解 的 雷 诺 平 均

Navier-Stokes( ＲANS) 方程中，采用 k －ω SST 两方程

模型． 计算网格采用 C 型结构网格，共分布有 64 ×
368 个网格单元，其中翼型表面分布 304 个网格单

元，边界层首层网格高度为 1 × 10 －5 倍弦长．
图 5 给出了预处理方法和原有方法的残差收敛

曲线． 从图中可以看出，相对原有方法预处理方法的

残差收敛存在一定的波动，总得来说二者的收敛速

率基本相当． 图 6 给出了预处理方法与原有方法计

算得到的表面压力分布与实验结果的对比． 在流动

连续区，预处理方法与原有方法预测的表面压力分

布基本一致，都与实验结果吻合良好; 在间断处，预

处理方法预测的激波位置较原有方法略微靠后，与实验结果略有偏差．

图 5 ＲAE 2822 翼型跨声速绕流收敛速率

Fig． 5 Convergence rates of transonic flow
over ＲAE 2822 airfoil

图 6 ＲAE 2822 翼型跨声速绕流表面压力分布

Fig． 6 Pressure distributions on surface of transonic flow
over ＲAE 2822 airfoil

4 结论
引入 Weiss-Smith 预处理方法，将在可压缩流动中得到广泛应用的 HLLEW 格式与预处理技术结合，构

造适用于全速域流场的数值模拟方法． 预处理方法改变系统的特征值大小，降低系统刚性、加快流场的求解

效率; 通过对 HLLEW 格式中耗散项的修改，避免不可压缩流动中过大的非物理耗散，提高对低速流动的求

解精度．
对 NACA 4412 低速绕流及 ＲAE 2822 跨声速绕流问题的模拟结果表明: 低速不可压流动中，预处理方法

具有更高的收敛速率和求解精度; 在跨声速可压缩流动中，预处理方法的求解能力与原有方法相当． 总的来

讲，预处理 HLLEW 方法具有更好的鲁棒性，适合于用于全速域流场的数值模拟．
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附录 A 雅克比矩阵

Γ =

Θ 0 0 0 ρT
Θu ρ 0 0 ρTu

Θv 0 ρ 0 ρTv

Θw 0 0 ρ ρTw

ΘH － 1 ρu ρv ρw ρTH + ρC

















p

，

Γ－1 =

ρCp + ρTΨ
Φ

ρTu
Φ

ρTv
Φ

ρTw
Φ

－
ρT
Φ

－ u /ρ 1 /ρ 0 0 0
－ v /ρ 0 1 /ρ 0 0
－ w /ρ 0 0 1 /ρ 0

1 － ΘΨ
Φ

－ Θu
Φ

－ Θv
Φ

－ Θw
Φ

Θ



















Φ

，

其中，

Φ = ρΘCp + ρT， Ψ = H － ( u2 + v2 + w2 ) ，

H = CpT + 1
2 ( u2 + v2 + w2 ) ．

雅克比矩阵

H^

W^
=

ρpU ρnx ρny ρnz ρTU

ρpuU + nx ρ( U + unx ) ρuny ρunz ρTuU + nxρT
ρpvU + ny ρvnx ρ( U + vny ) ρvnz ρTvU + nyρT
ρpwU + nz ρwnx ρwny ρ( U + wnz ) ρTwU + nzρT
ρpHU ρ( Hnx + uU) ρ( Hny + vU) ρ( Hnz + wU) ρTHU + ρUC

















p

，

Γ －1 H^

W^
=

( ρT + ρCpρp ) U
Φ

ρ2Cpnx

Φ
ρ2Cpnx

Φ
ρ2Cpnx

Φ
0

nx /ρ U 0 0 0

ny /ρ 0 U 0 0

nz /ρ 0 0 U 0

( ρp － Θ) U
Φ

ρnx

Φ
ρny

Φ
ρnz

Φ





















U

，

对于量热完全气体可化简为

Γ －1 H^

W^
=

M2
rU ρU2

r nx ρU2
r ny ρU2

r nz 0

nx /ρ U 0 0 0

ny /ρ 0 U 0 0

nz /ρ 0 0 U 0

( M2
r － 1) U
ρCp

U2
r nx

Cp

U2
r ny

Cp

U2
r nz

Cp



















U

．
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附录 B 雅克比矩阵的特征系统

Γ －1 H^

W^
=

M2
rU ρU2

r nx ρU2
r ny ρU2

r nz 0

nx /ρ U 0 0 0

ny /ρ 0 U 0 0

nz /ρ 0 0 U 0

( M2
r － 1) U
ρCp

U2
r nx

Cp

U2
r ny

Cp

U2
r nz

Cp



















U

．

雅克比矩阵的特征值: λ1，2，3 = U，λ4，5 = U' C'．
其中

U = nxu + nyv + nzw，

U' = 1
2 U( 1 + M2

r ) ，

C' = 1
2 ( 1 － M2

r )
2U2 + 4M2

rC槡 2，

C = c n2
x + n2

y + n2槡 z ．

Γ －1 H^

W^
的特征矩阵

T =

0 0 0 ρCp ρCp

0 －
nz

nx
－
ny

nx
－
2nxCp

r －
2nxCp

s

0 0 1 －
2nyCp

r －
2nyCp

s

0 1 0 －
2nzCp

r －
2nzCp

s























1 0 0 1 1

，

T－1 =

－ 1
ρCp

0 0 0 1

0 －
nxnz

n2 －
nynz

n2

n2
x + n2

y

n2 0

0 －
nxny

n2

n2
x + n2

z

n2 －
nynz

n2 0

r
4ρc'Cp

－
nxU

2
r

2c'Cp
－

nyU
2
r

2c'Cp
－

nzU
2
r

2c'Cp
0

－ s
4ρc'CpQ

nxU
2
r

2c'Cp

nyU
2
r

2c'Cp

nzU
2
r
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0

，

其中，

r = ( 1 － M2
r ) U + ( 1 － M2

r )
2U2 + 4U2

r n槡 2，

s = ( 1 － M2
r ) U － ( 1 － M2

r )
2U2 + 4U2

r n槡 2，

n2 = n2
x + n2

y + n2
z ．
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Preconditioning HLLEW Scheme for Flows at All Mach Numbers

LIU Zhongyu， ZHANG Mingfeng， ZHENG Guannan， YANG Guowei
( Key Laboratory for Mechanics in Fluid Solid Coupling Systems，Institute of Mechanics，CAS，Beijing 100190，China)

Abstract: Based on HLLEW ( Harten-Lax-Van Leer-Einfeldt-Wada) scheme，low speed preconditioning technology is introduced to
develop a three-dimensional Navier-Stokes solver for flows at all Mach numbers． Low speed preconditioning techniques is introduced to
reconstruct dissipative term in HLLEW scheme and preconditioning HLLEW scheme is proposed． Implicit time-marching method is
constructed based on preconditioning Jacobian Matrix． Ｒesults of NACA 4412 incompressible flow and ＲAE 2822 transonic flow with
preconditioning HLLEW scheme are compared with results by original method and experimental data． It shows that preconditioning
HLLEW method improves accuracy and convergence rate for low speed flow． It can be applied for flows at all Mach numbers．
Key words: preconditioning; flow at all mach number; incompressible flow; HLLEW scheme; implicit time-marching
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