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专题: 软物质研究进展

软物质中的理性连续介质力学基础∗
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本文介绍了理性连续介质力学在软物质研究中的意义与特点, 简要回顾了软物质的理性连续介质力学背
景与发展, 重点介绍了关于软物质主要力学模型的本构关系: 熵弹性、超弹性本构关系、黏弹性本构关系、多孔
弹性介质本构关系、非牛顿流体本构关系, 以及近年来这些模型在生物体系如细胞、肌肉、血管、脑组织, 非生
物体系如移动接触线、复合软材料, 以及 3D/4D 打印等体系中的应用. 在此基础上, 结合近几年国内外软物
质力学研究进展与应用需求, 提出了学科关键科学问题和前沿问题, 指出了软物质理性连续介质力学在软物
质 -硬物质界面相互作用力学, 发展活性软材料多场耦合的弹性理论模型, 加强与其他相关学科的联系等方面
的发展方向.
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1 引 言

软物质是指所有处于固体和理想流体之间的

复杂态物质, 包括液晶、聚合物、薄膜、泡沫、表面
活性剂、乳状液、胶体、颗粒物质、生物大分子、细

胞、生物组织等 [1−3]. 软物质研究是典型的多场耦
合 (化学场、电场、磁场、热场等)、多学科交叉 (物
理、力学、化学、生物等学科)、跨时间 -空间尺度 (从
纳秒到秒, 从原子尺度到宏观尺度) 的具有广泛研
究对象的重要科学问题. 软物质除了具有柔软性和
复杂性外, 一个基本特征是对微小的外界刺激产生
大的响应, 诸如力、声、光、电、磁、热、pH值等刺激,
均可能引起软物质的运动变形 [4].

软物质具有极其广阔的应用前景, 与人们的日
常生活、生命活动、工业技术发展、社会资源需求、

自然与环境保护等各个方面密切相关, 占有重要的
地位 [5]. 例如, 药品、化妆品的作用机理, DNA、蛋

白质等生物大分子及细胞、组织、器官等的运动、

变形规律, 液晶等柔性电子器件的应用, 肿瘤等重
大疾病的检测, 油气的开采、运输、分离、加工的过
程, 以及泥石流等自然灾害的防范与预测等广泛的
领域.

然而, 软物质作为复杂系统, 表现出许多独
特的现象, 具有涌现 (emergence) 的特征, 即不能
用其中单个个体的行为简单累加来推导整体现

象 [6,7]; 其运动变化规律不能用传统的流体、固体
理论全面描述. 构成软物质的基元复杂, 多数是结
构颇为复杂的链状和支状分子或分子集团 (如聚合
物分子), 并且这些分子本身具有不同的官能团, 对
周围介质具有不同的响应, 且可能自组装形成各种
复杂结构 (蛋白质折叠等), 这种复杂性使得一般流
体和固体的本构关系难以适用于软物质 [3]. 软物
质组成复杂, 常是多相集合体, 且往往涉及与硬物
质的界面相互作用, 因此软物质的运动和变化规律
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呈现出许多独特现象, 与一般流体和固体迥异. 软
物质中结构单元之间的作用力弱, 表、界面作用力,
van de Waals 力等在一般流体和固体中作用较小
的力, 可能在软物质中起到主导作用. 此时传统的
流体/固体理论已无法全面刻画软物质所呈现的许
多独特现象. 因此软物质的力学理论研究受到了学
术界的普遍关注, 已成为国际上受到普遍重视的学
科领域.

理性连续介质力学是软物质运动变化规律研

究的有力工具. 理性力学 (rational mechanics) 是
力学中的一门横断学科, 研究对象不限于某一领域
或某种物质, 横贯于众多力学分支学科中. 理性力
学力图用统一的观点和严密的逻辑推理研究力学

的带有共性的基础问题, 以建立力学的公理化体
系 [8,9]. 理性力学是连续介质力学的理论基础. 连
续介质力学最基本的假设是 “连续介质假设”: 认为
真实的流体和固体可以近似看作由连续的、充满全

空间的介质组成, 物质的宏观性质受牛顿力学的支
配. 连续介质力学是处理连续介质宏观性质的力
学, 重点研究带有共性的公理体系、守恒律、建立
本构关系所需的客观性要求等. 连续介质力学大
致分为固体力学、流体力学和流变学. 其中, 流变
学的内容与软物质存在很大重叠. 一切连续介质
必须满足质量守恒定律、动量守恒定律、角动量守

恒定律、能量守恒定律, 当考虑热力学时, 还需要
Clausius-Duhem 和 Clausius-Planck 不等式. 本构
关系是介质应力张量和应变张量之间的关系, 也是
连续介质力学的核心内容. 连续介质力学的八大本
构公理分别为: 因果性公理, 确定性公理, 等存在
公理, 客观性公理, 物质不变公理, 邻域公理, 记忆
公理, 相容性公理 [10−13]. 如何建立具有普遍意义
的本构关系, 是理性连续介质力学的核心问题, 而
且也是最困难的问题. 因此研究软物质的理性连续
介质力学, 必然是研究软物质运动和变形规律的基
本任务. 软物质的理性连续介质力学已经有许多进
展, 并且表现出广阔的应用前景, 如在神经心理学、
脑科学 [14]、组织器官等生物医学领域得到了大量

应用.
人们接触软物质已有很长的历史, 软物质前期

的研究散布于流变学、生物医学等许多领域, 例如
对液晶、聚合物、生物膜、泡沫、生物大分子、颗粒物

质等若干体系的研究工作. 但将软物质作为一类普
遍物质形态进行深入的物理研究还只有 20 年左右

的时间. 自从 1991 年 Pierre-Gilles de Gennes 明
确提出软物质的概念以来, 软物质物理已成为凝聚
态物理领域的热点之一 [2]. 进入 21 世纪以来, 软
物质的研究更加活跃, 这是因为软物质物理和化学
是连接生命科学和纳米科技的重要桥梁. 相比于软
物质在物理、化学、生物学科的研究, 软物质力学研
究具有自身独特的优势, 力学的观点、力学建模方
法和力学计算手段的引入, 为软物质带来深刻的鉴
察力, 丰富了软物质研究的模型和方法 [15], 已经成
为当前力学的研究前沿.

软物质研究对象的广阔性, 扩大了理性连续介
质力学的研究对象, 拓展了理性连续介质力学的公
理体系 [16]; 同时, 理性连续介质力学为软物质提供
了有效的研究工具, 丰富了软物质的应用范围.

本文重点介绍软物质连续介质力学的主要模

型及本构关系, 以及近年来这些模型在一些重要体
系中的应用. 在此基础上, 结合国内外软物质力学
研究进展和重大应用需求, 提出了软物质理性连续
介质力学理论在固 -液界面动力学、耦合外场作用、
学科间交叉融合方面的发展方向.

2 理性连续介质力学基础

软物质研究体系具有多样性和多相性的特点,
为建立软物质的本构模型提出了大的挑战. 总体来
看, 软物质中的理性连续介质力学具有广阔的应用
前景和发展空间. 下面重点介绍目前软物质的几大
类弹性本构关系: 熵弹性, 超弹性本构关系, 黏弹
性本构关系, 多孔弹性介质本构关系, 非牛顿流体
本构关系 [8].

2.1 熵弹性

软物质的弹性与硬物质的弹性存在显著的区

别. 硬物质如陶瓷、金属在变形过程发挥主导作
用的是 “键力”, 主要为内能改变, 因此称为能弹性.
而软物质如DNA、细胞膜在变形过程发挥主要作
用的是 “熵力”, 主要为微观构形数的改变, 即熵能
项改变, 因此称为熵弹性. 熵弹性是软物质的基本
特征之一 [2]. 熵弹性来自 Helmholtz自由能的熵能
项. 体系的 Helmholtz 自由能为 F = U − TS, 即
内能 U 与熵能−TS的和. 对于软物质, 变形过程
的内能变化很小, 体系的自由能变化主要由熵变决
定. 这里的熵 S = kB lnω 为构形熵, ω 为微观构形
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数. 例如, 对于单分子力不能引起软物质中共价键
破坏的情况, 影响的只能是体系的熵. 对于拉伸的
大分子, 可能的微观构形数较少, 对应低熵状态, 而
卷曲的大分子可能的微观构形数较多, 对应的熵增
加. DNA 分子 [17]、液晶、细胞膜等软物质是研究熵

弹性的重要对象 [18,19].

2.2 超弹性本构关系

超弹性是指物体某一点在任意时刻的内能密

度完全由该时刻点的应变状态确定, 即材料存在一
个弹性势能函数, 该函数是应变张量的标量函数,
其对应变分量的导数是对应的应力分量, 在卸载时
应变可自动恢复. 超弹性的应力和应变为非线性关
系,以弹性能函数的形式一一对应. 多种软物质,例
如凝胶、橡胶、聚二甲基硅氧烷 (polydimethylsilox-
ane, PDMS) 等, 都属于超弹性体. 因此建立超弹
性体的本构关系, 对于研究软物质力学是必不可少
的. 超弹性体理论由 Green 于 1839 年创立 [1,20],
因此又被称为 Green 弹性体. 1894 年, Finger [21]

完成了超弹性体的有限变形理论. 迄今已建立了多
种超弹性体的本构模型. 常见的不可压缩弹性本构
模型归为三类: 唯象型超弹性本构模型, 基于材料
微结构的超弹性本构模型, 唯象和基于微结构的杂
交模型 (Gent 模型).

2.2.1 唯象型超弹性本构模型

1) Ogden模型
1972 年, Ogden [22]得到了一种适用于不可压

缩橡胶类材料大变形情形的本构关系, 即

W =

N∑
n=1

µn
αn

(λαn
1 + λαn

2 + λαn
3 − 3), (1)

式中, µn 为材料常数 (剪切模量), αn 为无量纲待
定常数, λi (i = 1, 2, 3) 为三个方向上的主伸长比,
N 为正整数. 在一些特殊取值情况下, Ogden 模型
可退化为 neo-Hookean 模型, Mooney-Rivlin 模型
或 Varga 模型 [23].

Mooney-Rivlin本构模型是在假设材料是各向
同性的、体积变化和滞后可忽略的情况下得到 [24]:

W = c01 (I1 − 3) + c10(I2 − 3), (2)

式中, c01 和 c10 为材料常数, I1和 I2分别为应变的

第一、第二不变量.

Varga 模型为: 令方程 (1) 中 N = 1, α1 = 1,
得到 Varga模型 W = µ1 (λ1 + λ2 + λ3 − 3). 由于
Ogden 模型中存在六个参数, 因此模型又被称为
Ogden 六参数本构模型.

2)多项式模型
该模型是由 Rivlin 和 Saunders [25]于 1949年

提出的, 它将应变能函数展开成第一主不变量和第
二主不变量的多项式形式:

W =

∞∑
m=0

∞∑
m=0

cmn (I1 − 3)
m
(I2 − 3)

n
,

c00 = 0. (3)

1993 年, Yeoh发现在关于橡胶类材料的本构
关系中, ∂W/∂I1 应变往往比 ∂W/∂I2 大得多, 于
是可以忽略 ∂W/∂I2这一项的影响, 在此基础上给
出了应变能函数 [26]:

W =

∞∑
i=1

ci0 (I1 − 3)
i
, (4)

该模型称为 Yeoh 模型或退化的多项式模型, 只与
第一应变不变量有关, 往往被用来表征填充有炭黑
的橡胶材料的力学性能.

3) Veronda-Westmann模型
1970年, Veronda-Westmann提出了该模型来

表述皮肤的力学行为, 其应变能函数为 [27]

W = a
[

eα(J1−3) − 1
]
− b (J2 − 3) + g (J3) , (5)

a, b是材料常数, g (J3) 是与应变第三不变量有
关的函数. 在后来的研究中, 许多生物组织的
本构关系都建立在这一本构模型的基础上. 例
如, Humphrey在 1987 年研究心肌时, 建立了本构
方程:

W = c
(

eQ − 1
)
, (6)

其中 c 是材料参数, 而 Q 是由以右 Cauchy-Green
张量为变量的函数. Martins 在 1998 研究骨骼肌
时提出的本构关系:

W = c1

[
ec2(J1−3) − 1

]
+ c3

[
ec4(λf−3) − 1

]
, (7)

其中 J1 是应变第一不变量; c1, c2, c3, c4均为材料
常数.

2.2.2 基于材料微结构的超弹性本构模型

1) Arruda-Boyce 模型
1993年, Arruda 和 Boyce 基于橡胶材料中大

分子网状结构的八链描述和其中单个链的非高斯
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行为, 提出了一种用于描述该类材料变形的本构关
系 [28], 该模型有时也被称为八链模型.

2) neo-Hookean模型
从橡胶类材料中无定形结构中的分子链状网

络结构的统计力学出发, Treloar 在 1943 年给出了
最简单的适用于橡胶类材料的超弹性本构关系 [29]:

W = c1 (I1 − 3) =
µ

2
(I1 − 3) , (8)

该模型只与第一应变不变量有关. neo-Hookean 模
型是 Ogden 本构模型的特例.

2.2.3 唯象和基于微结构的杂交模型——
Gent模型

1996 年, Gent通过考虑分子链的极限伸长率
的影响, 将应变能函数表示成第一应变不变量 I1

的对数函数形式,且包含两个材料常数 µ和 Jm
[30]:

WGent = −µ
2
Jm ln

(
1− I1 − 3

Jm

)
= − µ

2
Jm ln

(
1− λ21 + λ22 + λ23 − 3

Jm

)
, (9)

式中, µ 为微小变形时的剪切模量, Jm 为 I1 − 3 的

最大值 (常数). 当 Jm → ∞ 时, Gent 模型将退化
到 neo-Hookean 模型.

2.2.4 可压缩超弹性体的本构关系

对于可压缩超弹性体, 不仅要考虑形状畸变,
还要考虑体积变化. 相比于不可压缩超弹性体, 可
压缩超弹性体的变形梯度和变形张量均需要分解

为体积发生变化的部分和体积不变形状畸变部分.
用第二类 Piola-Kirchhoff 应力表示的可压缩超弹
性本构关系为 [31]:

T = 2
∂W (C)

∂C
= Tvol + Tiso,

Tvol = 2
∂Wvol (ρs)

∂C
= ρspC

−1,

Tiso = 2
∂Wiso

(
C
)

∂C
= ρ−2/3

s P : S, (10)

式中, 下标 vol 表示体积膨胀 (volumetric 或 di-
latational) 变形, 下标 iso 表示保体积的畸变 (iso-
choric, distortional) 变形; W (C) 为单位参考构形

体积下的应变能函数, C为单位参考构形体积下的
右 Cauchy-Green 张量;

p =
dWvol(ρs)

dρs
; S = 2

∂Wiso
(
C
)

∂C
,

C 为修正的右Cauchy-Green 变形张量, 满足
C = ρ

2/3
s C; P = I − 1

3
C−1 ⊗ C为相对于参考

构形通过 C 表示的投影张量, I 为四阶等同张量;
ρs = ρ0/ρ 为参考构形和即时构形中物质的密度

之比.
用Cauchy应力表示可压缩超弹性体的本构

关系为

σ = pI︸︷︷︸
σvol

+ ρ−1
s F̄

(
P : T̄

)
FT︸ ︷︷ ︸

σiso

, (11)

式中, F 为变形梯度, F̄ 为修正的变形梯度, 满足
C = FTF , F = ρ

1/3
s F̄ .

特别地, 对于横观各向同性超弹性体, 其弹性
张量的独立常数减少到 5个, 一点的应变和应力状
态除了和局部的变形梯度张量有关外, 还和材料的
对称轴, 即纤维方向有关. 应用如血管等纤维状的
生物器官, 在第3节有详细讨论.

超弹性体的本构模型在各种活性软材料中已

得到广泛应用, 例如柔性电子器件. 针对许多新出
现的材料, 新的力学理论和模型还在完善和发展,
以更好地描述材料的性能.

2.3 黏弹性本构关系

许多生物组织, 如骨骼肌、关节、声带等软组
织 (soft tissue) 的力学行为属于黏弹性力学的范
畴. 早在十九世纪, 对黏弹性力学问题的研究就
开始了 [32−36]. 在黏弹性实验的基础上, 1867 年,
Maxwell [37]针对黏性气体提出了微分形式的黏弹

性理论模型, 应力 σ 和应变 ε 之间的关系为如下

微分形式:
dσ
dt = E

dε
dt −

σ

tr
, (12)

式中, E 表示杨氏模量, tr 表示弛豫时间. Maxwell
将弹性模量和弛豫时间的乘积称为 “黏度系数”.

1874 年, Meyer [38]针对固体的黏弹性, 建立了
微分型的黏弹性理论模型, 他将应力表达为线弹性
项和应变率相关的黏性项之和:

−Xy = −Yx

= µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
︸ ︷︷ ︸

线弹性项

+ η
d
dt

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
︸ ︷︷ ︸
和应变率相关的黏性项

, (13)

式中, Xy 和 Yx 为剪切应力, u 和 v 分别为 x

和 y 方向上的位移, µ 为剪切弹性模量, η 为黏
度系数. Meyer 的黏弹性理论模型后来在一般性
教科书中以 “Kelvin-Voigt 黏弹性模型”冠名. 然
而, Maxwell 和 Meyer 黏弹性模型仅适用于小变
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形情形, 对于黏弹性大变形情况, 需要用 1950 年
Oldroyd [39]建立的 “Oldroyd B 模型”.

随后, Boltzmann [40]也于 1874 年提出了积分
型的黏弹性理论模型, 且认为 Meyer 的黏弹性模
型缺乏广泛适用性. Boltzmann 首先针对线性黏弹
性问题, 给出了如下叠加原理: 黏弹性物质的力学
松弛行为是其整个历史上松弛过程的线性加和结

果; 对于蠕变过程, 每个负荷对黏弹性物质的变形
的贡献是独立的, 总的蠕变是各个负荷引起的蠕变
的线性加和; 对于应力松弛, 每个应变对于黏弹性
物质的应力松弛的贡献也是独立的, 总应力等于历
史上诸应变引起的应力松弛过程的线性加和. 符合
Boltzmann 叠加原理的黏弹性称为线性黏弹性, 反
之称为非线性黏弹性. 由该叠加原理可以得出描
述黏弹性的积分方程, 由于只有一个积分参数, 所
以又被称为 Volterra 型积分方程, 其本构模型可表
示为:

蠕变 :

ε(t) =
σ(t)

E0c
+

∫ t

0

K (t− t′) σ̇ (t′) dt′,

松弛 :

σ(t) = E0rε(t) +

∫ t

0

F (t− t′) ε̇ (t′) dt′,

(14)

式中, σ(t) 和 ε(t) 分别为随时间 t 变化的应力和

应变, E0c 和 E0r 分别为蠕变和应力松弛的即时弹

性模量, 而K(t)和 F (t) 则分别为蠕变和应力松弛

函数.
1972 年, 冯元桢基于多种软组织 (soft tissue)

的 1D 拉伸实验结果 [41], 通过应用 Boltzmann 叠
加原理和黏弹性材料的应力松弛的积分型方程, 建
立了 “准线性黏弹性 (quasi-linear viscoelasticity,
QLV) 理论”. 该理论假设软组织的应力松弛行为可
表示为软组织的瞬态弹性响应 σc(ε) (针对软组织
施加一个瞬态应变 Heaviside 阶梯型应变时, 软组
织中的最大应力值) 和退化松弛函数 G(t) (归一化
的与时间相关的应力响应) 的积, 即

σ(t) = G(t)σc (ε) . (15)

通过 Boltzmann 叠加原理, 瞬时应力可通过应变
历史和退化松弛函数的卷积得到

σ(t) =

∫ t

−∞
G (t− τ)

dσc (ε)

dε
dε
dτ dτ, (16)

式中, 瞬态弹性响应 σc (ε) = a
(

ebε − 1
)
, a和 b为

待定材料常数.
为了说明许多生物软组织材料的应力应变关

系以及滞后回路的应变率不敏感性, 冯元桢还给出
了松弛谱. 近年来, 关于关节软骨、声带、骨骼肌的
黏弹性力学研究蓬勃发展, 极大地丰富了黏弹性力
学成果.

2.4 多孔弹性介质本构关系

多孔介质在很多工程领域中都占有重要地位,
比如土木工程、水力工程、石油开采等, 随着科研
和工程领域的扩展, 近年来也被引入生物、医学等
领域 [42−45]. 凝胶以及许多生物组织, 兼具聚合物
网络和小的溶剂分子, 构成多孔弹性体. 自1941年
Biot关于三维线性各向同性多孔材料 [46] 的开创性

工作之后, 多孔介质的理论模型被逐渐补充完善.
Biot于 1955年 [47], 1956 年 [48]和 1973年 [49], 分别
将模型扩展到各向异性、动态和几何非线性问题,
补充加入了多孔材料的理论模型. 多孔弹性体的本
构关系可基于微小变形下均匀各向同性弹性材料

的本构关系加上孔隙压力项修正得到:
εij =

σij
2

−
(

1

6µ
− 1

9K

)
σkkδij︸ ︷︷ ︸

经典弹性项

+
p

3H ′ δij︸ ︷︷ ︸
孔隙压力附加项

,

ζ =
σkk
3H ′′ +

p

R′ ,

(17)

上式中, p 为孔隙压强 (pore pressure); ζ为无量纲
量, 表征多孔介质中流体含量的改变, 其定义为单
位体积多孔材料中流体体积的改变, 也可理解为
多孔介质中液体的体积应变; K 和 µ 分别为排水

后弹性固体 (drained elastic solid) 的体模量和剪
切模量; H ′, H ′′ 和 R′ 均具有应力的量纲, 表征的
是固体、流体应力和应变之间的耦合, 三者之间只
有两个是线性无关的. 事实上, 变形可逆性的假定
使得功的增量成为一个全微分, 结合所需满足的
Euler 条件, 得到 H ′ = H ′′, 因此对于各向同性多
孔弹性介质只有四个独立的本构参数.

经过以上分析可看出, Biot [46,47]针对充液多

孔介质的本构描述主要基于两个基本假定 [50]:
1) 应力张量、液体压强与应变张量、液体体积应变
满足线性关系; 2)变形过程的可逆性——针对一个
封闭的变形循环, 无能量耗散.
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流体渗透的多孔材料 (fluid-infiltrated porous
material) 力学响应的一个重要特点是排水和非排
水变形的巨大差异. 这两种情形分别代表了两种极
限情况: 1)非排水响应 (undrained response) 表征
的是流体被陷在多孔固体中, 而流体的体积应变为
零; 2)排水响应 (drained response) 对应于孔隙压
强为零的情形. 对于非排水响应, 孔隙压力正比于
静水压强, 对于排水响应, 体积应变与球应力成正
比. 各向同性的多孔弹性介质具有四个独立的弹性
常数.

在线性各向同性弹性理论的基础上, 引入排水
和非排水两种情况的 Poisson 比 (分别用 ν, νu 表

示), 可以得到线性各向同性多孔弹性介质的本构
关系:

εij =
1

2µ
σij −

1

2µ

ν

1 + ν
σkkδij︸ ︷︷ ︸

经典弹性项

+
1− 2ν

2µ (1 + ν)
αpδij︸ ︷︷ ︸

孔隙压力附加项

, (18)

式中, α 为有效应力系数.
多孔弹性介质有两类扩散方程, 分别为依赖体

积应变率 ∂ε/∂t 的针对孔隙压强 p 的扩散方程

∂p

∂t
− κM∇2p = −αM ∂ε

∂t
+M

(
Q− κ

∂fi
∂xi

)
(19)

和有关流体体应变的扩散方程

∂ζ

∂t
− c∇2ζ =

βc

µ

∂Fi
∂xi

+Q− κ
∂fi
∂xi

, (20)

式中, κ 为渗透系数; fi 为单位流体体积的体力; Q
为单位多孔固体所注入的流体体积率; β, M , c分
别为多孔弹性应力系数、Biot模量、扩散系数 (或广
义固结系数), 表达式如下:

β =
α (1− 2ν)

2 (1− ν)
,

M =
2µ (νu − ν)

α2 (1− 2νu) (1− 2ν)
,

c =
2κµ (1− ν) (νu − ν)

α2 (1− 2ν)
2
(1− νu)

.

Biot 的多孔介质弹性理论最初用于研究固体
中流体的输运, 广泛应用于土木、水利、石油开采等
工业领域, 随着科研领域的不断扩大, 该理论逐渐

涉及生物组织、聚合物、胶体、薄膜、颗粒物质等领

域. 该理论在凝胶中的应用详见第3节.

2.5 非牛顿流体本构关系

对一些软物质, 诸如大分子溶液、熔融物、肥皂
液、悬浮液等复杂流体, 以上的弹性模型不再适用.
并且不同于空气、水等简单流体 (即牛顿流体, 指剪
切应力与应变率成正比的流体), 这类软物质具有
流体黏度与剪切速率、剪切历史有关、不能由牛顿

流体的本构方程来描述的特点, 因此也被称为非牛
顿流体或流变体. 尽管这类软物质不能用弹性理论
模型来描述, 由于它们是软物质的一大类, 因此这
里介绍这类物质的流体本构关系.

牛顿流体的本构方程如下:

σ = − pI + 2ηd 或

σij = − pδij + 2ηγ̇ij

= − pδij + η

(
∂νi
∂xj

+
∂νj
∂xi

)
, (21)

式中, p 为静水压强, η 为动力黏度, 应变率张量为
γ̇ij = (νi,j + νj,i)/2, ν 为速率.

非牛顿流体可以粗略分为两大类: 时间无关
(无记忆) 流变体和时间相关 (记忆) 流变体. 时间
相关流变体分为触变体、震凝体和黏弹性体. 常
用的时间无关行为的流变体分类, 是根据 1926年
Herschel和Bulkley [51,52] 提出的具有广泛适用范

围的流变体的本构关系, 如图 1所示. 该关系被称
为 “Herschel-Bulkley 模型”:τ = τ0 + kγ̇n, τ > τ0,

γ̇ = 0, τ < τ0,
(22)

式中, τ 为剪应力, τ0 为初始屈服剪应力, γ̇为剪切
应变率. 当 τ0 = 0 时称为无屈服应力的流变体, 而
当 τ0 ̸= 0时称为有屈服应力的流变体. k 为系数,
n 为剪切应变率指数常数.

无屈服应力的非牛顿流体主要用经验性的幂

律函数来描述. de Waele [53] 和 Ostwald [54] 给出

了称为 “Ostwald-de Waele模型”:

τ = k |γ̇|n−1
γ̇, (23)

式中, k 为系数. 根据标度指数 n 取值的不同, 可
分为如下三种情况:
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图 1 时间无关行为流变体的几种典型模型分类 [8]

Fig. 1. Classification of time-independent fluids [8].

1) 0 < n < 1, 赝塑性流体, 黏度将随着剪切速
率 γ̇ 的增大而逐渐减小, 因此, 该种流变体也被广
泛地称为 “剪切致稀”型流变体, 诸如油漆、番茄酱、
米粥、全血以及很多高分子溶液和悬浮液等;

2) n = 1, 牛顿流体, 黏度系数不依赖于剪切
速率 γ̇;

3) n > 1, 膨胀流体, 表观黏度系数将随着剪
切速率 γ̇ 的增大而逐渐增大, 因此, 该种流变体也
称为 “剪切致稠”型流变体. 例如, 浆糊或淀粉糊就
是典型的剪切致稠流体.

对于有屈服应力的流变体模型 Bingham [55]

塑性体 (如牙膏等), 其本构模型为τ = τ0 + ηpγ̇, τ > τ0,

γ̇ = 0, |τ | 6 τ0,
(24)

式中, τ0 为屈服剪切应力, ηp 为塑性黏度系数.
Casson 塑性体本构模型为

√
τ =

√
τ0 + b

√
γ̇, (25)

式中, b 为待定材料常数.
Blair [56,57] 最早将 Casson [58,59] 流变模型用

来描述血液的流变行为. 1958 年, Steiner 建议用
Casson 模型来描述熔化巧克力的流变特性 [60]. 在
Casson 模型的基础上, Heinz [61]进一步结合油漆

的流变特性给出了具有更广适用范围的流变体本

构模型:

τm = τm0 + bγ̇m, (26)

式中, m 被称为流动因子 [62]. m 的典型值为 2/3
以及在 0.5—0.75 范围的取值. 这些流变模型也在
其他不同领域有着广泛的应用范围, 例如, 石油和
能源领域广泛应用的钻井液的流变行为亦可由上

述模型来描述, 流变模型中的相应参数需要由具体
实验来确定.

3 本构关系在软物质中的应用

上述理论模型在诸多领域发挥了重要作用, 对
解释软物质行为, 并对医疗、功能电子器件等方面
的应用提供了必要的指导, 同时也在应用的驱动下
不断发展、完善. 以下仅以细胞、肌肉、血管、组织,
以及移动接触线、凝胶、复合材料、3D/4D打印技术
等为例, 简要介绍连续介质力学体系下本构关系在
软物质中的典型应用.

3.1 本构关系在生物组织中的应用

3.1.1 细胞本构模型

作为物理实体, 活细胞的结构和力学性质发生
变化时, 有可能导致生理功能的丧失, 甚至可能引
发疾病. 由于细胞与周围细胞外基质存在力学相互
作用, 使得单细胞的力学性质可以决定整个生物组
织的结构稳定性 [63]. 另一方面, 施加在生物组织上
的力学荷载传递到单个细胞上, 进而影响细胞的生
理功能. 尽管连续介质力学在活组织研究中已有
一些成功应用, 但单细胞的力学研究仍然具有挑战
性. 目前, 对于悬浮细胞, 通常采用液滴模型; 对于
黏附的细胞, 通常采用固体模型; 对于黏附细胞的
动态行为, 通常采用标度律结构衰减的模型; 而对
于骨骼肌细胞力学, 通常采用两相模型研究 [64].

液滴模型最初是因中性粒细胞在微量注射器

中的流变学特性而发展起来的, 根据细胞特点, 液
滴模型又分为牛顿流体液滴模型、复合牛顿流体液

滴模型、剪切致稀液滴模型、Maxwell 液滴模型, 分
别描述相应类型的细胞.

白血球的行为采用如下牛顿流体本构模型 [65]:

σij = ηdij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
,

i, j = 1, 2, 3, (27)

这里的 dij 为工程应变率张量的分量, 相当于上文
牛顿流体本构关系中的 2γ̇ij .
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真核细胞由于细胞核的黏度和刚度明显比周

围细胞质的大, 在实验观测中表现出无法用均质模
型解释的非线性行为, 为了解释这种行为, 采用包
含三层结构的液滴模型, 详见文献 [64].

大变形下细胞质的表观黏度依赖于剪切率, 表
现出典型的剪切致稀行为. 标度律如下:

τ = ηc (γ̇m)
−n

γ̇, (28)

η = ηc (γ̇m/γ̇c)
−n

, (29)

τ为剪应力; η为表观黏度系数; ηc为在特征剪切应

变率 γ̇c时的特征黏度; γ̇m为全过程的平均剪切应

变率; n为标度指数; n = 0.52 ± 0.09. 根据前述无
屈服应力流变体模型可以判断, 细胞属于剪切致稀
流变体.

小变形下, 细胞迅速进入微量注射器时, 表现
出类弹性行为, 此时适合用 Maxwell 本构方程描
述 [66]:

τij +
η

k
τ̇ij = ηγ̇ij , (30)

k, η分别为弹性常数和黏度常数.
细胞固体模型为线弹性固体模型和线性黏弹

性固体模型. 线弹性模型本构关系为应力应变成比
例关系, 比例系数为剪切模型, 在此不再详细讨论.
线弹性模型显然不太适合描述细胞力学模型, 然而
线弹性解作为黏弹性解的基础, 有一定研究意义.

线性黏弹性固体模型本构方程如下 [67,68]:

τij +
η

k2
τ̇ij = k1γij + η

(
1 +

k1
k2

)
γ̇ij , (31)

k1, k2分别为加载和卸载过程中细胞的弹性系数.
总体来说, 连续介质力学方法在预测活细胞整

体变形方面成果可观. 但由于活细胞成分、结构的
不均匀性和多尺度性, 今后需要更精确的力学模型
来描述活细胞, 并考虑应用到对细胞内力传导的研
究中.

3.1.2 细胞接触单连接模型

在上皮细胞间, 细胞接触不平衡力引发细胞的
变形, 促使组织形态发生改变. 但其中仍然存在大
量的未知机理, 主要的原因是无法直接准确地测量
细胞的表面张力. Bambardekar 等 [69]在2015年展
示了利用光镊技术研究细胞接触的具体办法. 使用
光镊捕捉并测量细胞的表面张力, 获得细胞在上皮
组织形态改变初期的表面张力约为 100 pN. 在此
基础上研究了组织形态改变时细胞间接触的力学

特征以及组织内部局部变形的演变. 结合实验结
果, 给出细胞 “单连接”模型:

ḟ +
k2
η
f = (k1 + k2) ẋ+

k1k2
η

x, (32)

f = kt (xt − x)− Cηẋ, (33)

其中 f 是水平回复力; x 是表面变形; k1, k2 是弹
性常数; kt 是光阱的刚度; Cη 是细胞质的阻尼系
数. 在组织层次上的力学模型为

Ṫ +
k2
η
T = (k1 + k2) Ẋ +

k1k2
η

X, (34)

其中 T 是张力, X 是伸长率. 相邻细胞间的界面
(以 j = adj (i) 表示) 张力与黏性力保持平衡:

CηXi =
∑

j=adj(i)

Tij . (35)

文中给出了准确测量细胞表面张力的方法及细胞

表面张力的量级. 上述本构关系的建立, 有助于我
们进一步了解细胞分化的微观机理, 并为解决相关
的生理问题提供了指导.

3.1.3 声带肌本构模型

Zhang等 [70]于2006年建立了一个人类声带肌
基频调整的本构模型, 该模型可以解释人们经验中
声音基频随年龄、性别等因素变化的现象. 通过考
虑超弹性平衡网状系统和无弹性与时间有关的网

状系统的力学行为, 结合发声的理想弦模型, 建立
了采用大应变的超弹性本构模型. 该本构模型中
超弹性和含时参数与会导致声音基频改变的年龄

性别因素相关. 在进一步的研究中, Chan等 [71]于

2009年发现声带肌的应力应变响应呈现出高度非
线性、滞后现象. 包含超弹性 (大应变)、平衡网络结
构、时间依赖黏塑性的本构模型, 除声带肌大变形
外, 能相当好地描述生物组织行为. 他们采用如下
一阶 Ogden 模型:

wi =
µi
α2

[(
λe
i,1

)α
+
(
λe
i,2

)α
+
(
λe
i,3

)α − 3
]
,

i = A,B,C, (36)

其中 λe
i,1 是 A, B, C网状结构长度方向的主伸长

比; λe
i,2, λe

i,3 分别是横向主伸长比; µi 为材料剪切
模量; α 为无量纲待定系数. 这种模型尽管已经能
很好地描述声带肌 [72], 然而声带肌在微观结构上
不完全是各向同性的, 因此力学性质也可能不完全
是各向同性的. 下一步的研究中需要考虑这种各向
异性作用.
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3.1.4 骨骼肌本构模型

由于肌肉具有主动收缩和发力的能力, 使得肌
肉有别于人体其他大部分软组织, 同时也导致了肌
肉的主动行为和被动行为分别对应不同的本构关

系 [73,74]. 肌肉的特殊行为的数学处理从 20世纪30
年代就开始了 [75], 但是这个时候力和收缩速度之
间的方程是经验方程. 根据肌肉的生物力学特点,
目前通常采用准静态不可压横观各向同性超弹性

体模型描述骨骼肌.
2011 年 Ehret 等 [76] 提出该模型下的应变能

函数形式为

W =
c

4

{1
a

[
ea(Ĩp−1) − 1

]
+

1

b

[
eb(J̃−1) − 1

]}
,

(37)

式中 Ĩp, J̃为推广的不变量; a, b, c 均为材料常数.
肌肉主动行为和被动行为的不变量存在差异, 引起
它们的本构关系不同.

主动行为对应的第二类 Piola-Kirchhoff 应力
表示的本构关系为

S =
µ

2

{
eα(Ĩ−1)

[w0

3
I + (wp + wa)M

]
− eβ(K̃−1)C−1

[w0

3
I + wpM

]
C−1

}
− pC−1. (38)

被动行为对应的第二类 Piola-Kirchhoff 应力表示
的本构关系为

S =
µ

2

{
eα(Ĩp−1)

[w0

3
I + wpM

]
− eβ(K̃−1)C−1

[w0

3
I + wpM

]
C−1

}
− pC−1, (39)

C, M , I分别为右Cauchy-Green应变张量、结构
张量、单位张量; w0, wp分别为各向同性成分、被动

肌肉纤维、主动肌肉纤维的质量分数. 这种模型把
肌肉的微观结构考虑进去, 且与实验符合得很好.
然而这种模型仍然具有局限性, 以后的发展应考虑
针对真实肌肉的三维几何模型.

3.1.5 动脉血管的本构模型

Holzapfel等 [77]在 2000年对动脉血管开展了
本构关系的研究. 他们采用的血管壁模型为厚壁非
线弹性圆管, 由血管中层和动脉外膜两层组成. 每
层均被认为是纤维增强材料, 纤维与材料的胶原成

分一致, 且为轴对称. 得到的本构方程关于每层均
为正交. 纤维取向由动脉切片的统计平均方向得
到. 该模型与已有的动脉血管数据符合, 并且避开
了现有的唯象模型在力学、数学与计算中的缺点.
具体来说, 血管壁每层均有各自的应变能函数. 假
设每层的力学特征是相似的, 则应变能函数具有相
同的形式, 仅材料参数的值不同. 根据血管的形变
由各向同性部分和各向异性部分组成, 把应变能函
数分为各向同性和各向异性两部分:

W (C,a01,a02)

=Wiso (C) +Waniso (C,a01,a02) , (40)

a01, a02为血管胶原纤维的单位方向矢量; C为右
Cauchy-Green应变张量.

引入两个张量,定义为Ai = a0i⊗a0i, i = 1, 2.
三个对称的二阶张量 C, A1, A2的整基形成如下

应变度量的不变量:

I1 (C) = trC,

I2 (C) =
1

2

[
(trC)

2 − trC2
]
,

I3 (C) = detC = 1,

I4 (C,a01) = C : A1,

I5 (C,a01) = C2 : A1,

I6 (C,a01) = C : A2,

I7 (C,a02) = C2 : A2,

I8 (C,a01,a02) = (a01 · a02)a01 ·Ca02,

I9 (a01,a02) = (a01 · a02)
2
,

可以看到, 前五个不变量与各向同性超弹性体的五
个不变量相同. 第三、第九不变量是常数; 第四、第
六不变量是在两个纤维单位矢量上变形张量的平

方, 清楚表明这两个不变量的物理意义, 属于各向
异性部分. 如此, 应变能函数简化表示如下:

W (C,A1,A2) =Wiso(I1) +Waniso(I4, I6). (41)

还可以进一步把各向同性应变能函数表示成含有

材料参数的形式. 使用 neo-Hookean 模型, 可以把
各向同性应变能函数表示为

Wiso (I1) =
a

2
(I1 − 3) , (42)

式中 a 为材料常数.
本文中多次述及的 Raymond Ogden 由于其

在固体力学特别是软物质力学领域引领性的研究
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成果, 被授予 ICTAM (International Congress of
Theoretical and Applied Mechanics, 世界力学家
大会) 2016 Rodney Hill奖.

3.1.6 脑组织的本构模型

对脑组织的力学行为建立模型是最迫切最复

杂的课题之一. 在实际治疗中, 本构模型的选取对
计算人脑的力学行为至关重要, 而计算大脑力学行
为可以为指导显微手术治疗提供更好的视场. 精确
可靠地通过计算预测脑组织的受压力程度, 对降低
术后并发症具有重大意义. 机器人技术的发展, 尤
其是自动外科手术工具的浮现, 对大脑、肝脏、肾脏
等软组织的力学性能的精密检查提出了要求.

大脑生物力学的研究已经超过 40年. 特别是
有限元分析和其他有用的计算方法也长期被用来

定量分析头部创伤等的动态过程研究. 不同的应用
需要, 使得非线性、线性弹性模型, 黏弹性、多孔介
质弹性、甚至纯弹性模型都可能在脑组织的力学分

析中被使用. 在材料模型的选择中, 特征时间尺度
非常重要. 冲击问题通常选取黏弹性模型, 长期过
程如脑积水等, 可根据组织间隙液的运动选取多孔
弹性介质模型或者混合模型. 在大脑成像应用中,
甚至会用到纯弹性模型 [78].

基于早期的实验结果, Pamidi 和 Advani [79]

于1978年, 以及 Mendis 等 [80]于 1995 年提出人脑
组织的非线性本构关系. Miller 和 Chinzei [81]于

1997年结合实验, 证明了基于多项式应变能函数,
含有依赖时间参数的非线性黏弹性模型, 对描述
外科手术的低应变率压缩状态下大脑组织的变形

行为是适用的. 他们使用的多项式模型的应变能
函数为

W =

N∑
i+j=1

Cij (J1 − 3)
i
(J2 − 3)

j
, (43)

式中, J1, J2 分别为左 Cauchy-Green应变张量的
第一、第二应变不变量. 当假定脑组织初始为各向
同性时, 能量由应变不变量决定. 如果认为脑组织
不可压缩, 则应变能函数的前两项将化为适用于不
可压缩橡胶材料的Mooney-Rivlin能量函数.

三十多年来, 许多研究团队对脑组织力学性质
开展了研究, 以期在广泛的加载条件下建立统一的
本构关系.然而应变率达到冲击速率的实验非常有
限, 限制了这方面的研究. 2014 年, Rashid 等 [82]

在体外抗拉实验中实现了应变率分别为 30, 60,

90 s−1, 达到 30% 应变的情况. 他们使用各向同性
不可压缩超弹性本构模型, 分别采用 Fung 应变能
函数, Gent 应变能函数, 单项 Ogden 应变能函数,
结果发现 Fung, Gent, 单项 Ogden 模型的拟合结
果都与实验结果非常符合. 该结果为掌握冲击作用
下脑组织的行为提供了资料.

动物中的啄木鸟具有独特的脑结构, 可以在反
复震荡的状态下不产生任何大脑损伤. 啄木鸟觅食
时啄食树木的频率可达 25 Hz, 速度可达 7 m/s, 加
速度可达 −1200g (g为重力加速度). 在高频率高
速度冲击下, 啄木鸟如何保护自身大脑不受损, 引
起了研究人员的兴趣 [83,84]. 研究人员 [83] 基于 CT
扫描技术, 获得啄木鸟的三维内部结构, 结合有限
元计算, 分析啄木鸟身体结构如何分散撞击能量.
结果表明, 啄木鸟独特的身体结构, 使得撞击能量
的 99.7%以应变能储存在体内, 仅 0.3%被脑组织
吸收.啄木鸟头部的结构, 如鸟喙、头盖骨、舌骨能
有效降低大脑的应变能. 进入脑组织的冲击能量最
终以热能形式耗散, 导致大脑快速升温. 这就是啄
木鸟间歇性啄食树木的原因. 该研究结果可能为材
料和器件的防震性能提供设计原则.

然而目前大脑组织的力学研究中尚有一些问

题亟待解决, 例如各个本构模型所使用的假设, 需
要实验的验证, 但对脑组织, 尤其是人脑开展高应
变率冲击实验存在困难; 需要进一步考虑血液、脑
脊液的流动对本构模型的影响等.

3.1.7 脑组织扩散张量成像技术

水分子在人脑组织中存在两种扩散方式, 在脑
脊液及大脑灰质中的扩散近似为各向异性, 在脑白
质中的扩散为各向异性. 因此, 获得水分子扩散的
各向异性信息, 有助于研究脑组织细微解剖结构及
功能改变.

扩散成像技术是基于水分子扩散对磁共振信

号产生影响的现象, 通过测量体内水分子扩散运
动状况的成像技术. 扩散信号强度由扩散加权因
子和表观扩散系数 (apparent diffusion coefficient,
ADC) 共同决定. 但 ADC 的值依赖于扩散敏感方
向和扩散时间, 且只能反映一个方向上水分子的扩
散强度. 利用三个相互垂直方向上施加射频脉冲
测量三个方向的ADC 平均值, 则从一定程度上更
加真实地反映了水分子的扩散运动, 该技术称为
扩散加权成像 (diffusion weighted imaging, DWI).
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然而, 这种方法仍然不能全面正确地评估不同组织
水分子的各向异性扩散特性.

扩散张量成像 (diffusion tensor imaging, DTI)
技术是 DWI 技术的深化与发展. 1994 年, Basser
等 [85,86]在六个不同方向上施加扩散敏感梯度, 计
算出了不同方向的扩散率. 这种基于 DWI 技术,
在多个方向施加扩散敏感梯度的成像技术就是

DTI. DTI技术是脑组织白质成像中的革命性创新,
不仅能更精确地反映水分子的扩散运动, 而且还能
显示体内纤维性结构的走向, 为无创评价体内纤维
性结构, 尤其是脑内纤维束的联系和病变开拓了新
的前景.

在 DTI 技术中, 水分子的扩散情况用扩散张
量 D 来表示:

D =


Dxx Dxy Dxz

Dyx Dyy Dyz

Dzx Dzy Dzz

 . (44)

基于该张量的本征值、本征向量等参数信息, 可以
反映结构的生理、病理信息, 是描述局部微结构和
各向异性组织结构特性的有效参数.

扩散张量 D 具有三个特征值 (λ1, λ2, λ3) 和
三个相应的特征向量. 最大特征值表示纤维走向.
扩散张量的迹

trD = λ1 + λ2 + λ3, (45)

由于旋转不变形, 在同一个体正常的同一结构内一
致性程度较高, 因而在临床上常被用为诊断参数.

为区分脑组织中的各向异性程度, 目前已有一
些评价指数, 常用的有: 各向异性分数、相对各向异
性指数、容积比等.

各向异性分数 (fractional anisotropy, FA)

FA =

√
3

2

(λ1 − λ)
2
+ (λ2 − λ)

2
+ (λ3 − λ)

2

λ21 + λ22 + λ23
(46)

是指各向异性所致的扩散张量占整个扩散张量的

比重, 具有旋转不变性和较高的信噪比, 可以提
供较好的灰白质对比, 是目前临床应用最广泛的
指数之一. FA值越大, 表示扩散的各向异性越强.
图 2所示为大脑的FA指数成像.

相对各向异性指数 (relative anisotropy, RA)

RA =

√
(λ1 − λ)

2
+ (λ2 − λ)

2
+ (λ3 − λ)

2

√
3λ

(47)

是扩散张量的各向异性部分与扩散张量总值的比

值, 是张量特征值的归一化方差表示, 变化范围从
0 到 1 (各向同性扩散—无穷各向异性).

(a) (b)

图 2 各向异性分数成像 (a) 普通FA 图; (b) 彩色FA
图 [8]

Fig. 2. Imaging of fractional anisotropy: (a) Tradi-
tional FA imaging; (b) color coding of FA imaging [8].

容积比 (volume ratio, VR)

VR =
λ1λ2λ3
λ3

(48)

指椭球体积和一个半径为 λ 的球体积的比值, 其取
值范围 1→0 对应各向同性扩散—无穷各向异性.

以上三个参数均可定量地反映水分子在组织

中的扩散各向异性. 其中最常用的是 FA 值, 因为
它是组织的物理特性, 对每个体素内纤维方向的一
致性很敏感, 而且能够较好地体现白质内髓鞘的完
整性、纤维的致密性和平行性. 最重要的是各个对
象在不同时间、不同成像设备所获得数值具有可

比性.
DTI目前已在定量分析大脑发育、脑肿瘤检

测 [87]、脑白质变性等方面获得广泛而成功的应用,
在脑白质纤维的研究中具有广阔的前景, 比如可发
现一些疾病的早期改变, 了解主要传导通路的损伤
程度; 进行脑肿瘤的术前计划的制订及指导手术.
目前 DTI 最有前景的研究领域还在于将 DTI 技
术和血氧水平依赖功能联合应用于脑科学的研究

方面, 为脑科学的研究开辟了更广阔的前景. 当然,
目前 DTI 还存在很大的局限性, 还不能成为疾病
监测中的金标准. 如何在活体证实 DTI 所追踪的
白质纤维走行的精确度与人体是否符合就是当前

研究的一个关键.

3.1.8 关节软骨的本构模型

对关节软骨的研究追溯到 1743年Hunter [88]

的工作. 软骨是两相组织, 含有质量分数 20% 的固
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体基质和 80% 的组织间隙液. 这两相各自的力学
性质及它们之间的相互作用, 决定了软骨的流变学
行为. 压力作用下软骨呈现黏弹性行为, 突然施加
负载荷, 关节软骨将立即发生弹性响应, 之后发生
蠕变直至达到平衡状态,这个时间通常长于 1000 s.
组织间隙液的渗透率与压缩状态有关, 并对软骨的
黏弹性行为产生显著影响. 两相理论为描述关节软
骨变形行为的主要流变学模型.

1980 年, Mow 等 [89]假定固体基质不可压、线

弹性、无耗散, 流体不可压、无耗散, 并认为耗散只
发生在两相的摩擦阻力之间, 发展了固体基质黏弹
性耗散和组织间隙液弹性耗散的更具普遍性的本

构方程. 考虑固体基质的黏弹性耗散和组织间隙液
的黏性耗散项的本构方程, 结合实验, Mow 等得到
了两相模型非线性渗透率, 和相对运动的摩擦阻力
是产生软骨黏弹性性质的主要因素的结论.

后来在 1984 年, Mow 等 [90]进一步发展了关

节软骨的黏弹性性质, 进一步探讨了依赖于压力的
渗透率对组织间隙液流动的控制和对黏弹性的贡

献. 在小应变假设下, 固体初等理论的各向同性应
力应变关系为

σs = −αpI + E1seI + 2E2se, (49)

式中, p 是流体表观压强; E1s, E2s分别为固体基质

弹性模量; e是固体基质的小变形张量. 更一般性
的应力 -应变关系在 Mow 和 Lai [91]1979 年的文章
中有详细介绍. 研究组织液在组织的多种受压情况
下的流动行为, 对于其他两相生物组织的研究, 例
如半月板、鼻软骨、韧带等组织均具有促进作用. 然
而此时该理论的假设尚缺乏充足的实验验证, 例如
固体基质的不可压缩性、黏弹性假设等需要实验的

证实. 关于两相本构模型对关节软骨功能的描述,
目前已经有大量实验和模拟方面的研究, 以修正本
构模型, 使结果适用于处于不同条件下软骨组织的
行为 [92].

3.1.9 肝硬化后肝脏本构模型

肝硬化作为当代常见的都市病, 其主要的病理
特征是肝脏节点纤维化. 纤维化的肝脏的弹性特征
比正常的肝脏更为明显, 如Yin等 [27] 的实验结果

所示 (图 3 ). 数据表明硬化的肝脏是超弹性体. 该
工作使用 Veronda和Westmann [93]在 1970年根据

猫皮肤单向拉伸的实验结果提出的超弹本构模型,
来研究肝硬化后肝脏力学特性的研究. Veronda-
Westmann 模型基于应变不变量 J1, J2, J3, 其本
构方程的完整形式为:

W = a
[

eα(J1−3) − 1
]
− b (J2 − 3) + g (J3) , (50)

a, b, α 是材料常数; g (J3) 是与应变第三不变量有
关的函数. 硬化后的组织的应变能为

Wp = µ1χ
2
(
ln2 λ1 + ln2 λ2 + ln2 λ3

)
+ g1 (J3) ,

(51)

其中

χ =
µ0

(2ω −N − ϕ) (µ1 − µ0)
,

N =
8 (14ι− 5) ι3

9 (1− ν)
,

ω =
1

30
(1− ν)β +

N

5
,

β =
15 (1− ν)µ0

µ1 − µ0
+ 2 (4− 5ν) ;

µ0和µ1分别是正常肝脏组织和硬化组织的剪切模

量; ϕ 是硬化组织的体积分数; λ1, λ2, λ3 分别是
Boyce 模型中链的三个主方向的伸长; ι是硬化组
织的半径与相邻组织距离之比; ν是Poisson比. 总
应变能为

W = (1− 2ι)Wc + ϕWp. (52)

该本构关系有利于进一步详细了解肝硬化的机理,
便于疾病的早期诊断和后期治疗.

0
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⊳
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图 3 不同预加载应变下人体肝脏弹性模量的变化 [27]

Fig. 3. Comparisons of effective elastic modulus be-
tween the proposed model and the experimental data
with 5%, 10%, 15% uniaxial preload strain for human
liver [27].
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3.2 本构关系在非生物体系中的应用

3.2.1 移动接触线中的熵弹性

将一个液滴置于固体表面, 将有固、液、气三
相共存, 同时有固 -气、固 -液、液 -气三种界面共存.
其中, 固 -气和液 -气界面的夹角称为接触角, 固 -液
-气三相共存的形貌为一条闭合曲线, 称为三相接
触线. 液滴在固体表面的润湿与铺展, 是固 -气界面
被固 -液界面取代的动态过程. 对于铺展表面, 铺
展过程伴随三相接触线不断向前推移, 形成移动接
触线.

1984 年, Joanny和de Gennes [94]提出了表面

缺陷对三相接触线的 “钉扎 -畸变 -去钉扎 -跳跃”的
物理图像. 对于有单个缺陷的表面, 三相接触线通
过缺陷处时像被拉长的弹簧一样出现弹性行为, 如
图 4所示.

(a) (c)

(b) (d)

图 4 三相接触线通过单个缺陷时弹性行为的物理图像 [7]

Fig. 4. Schematic time sequence of the elastic motion
of a triple contact line going through a defect [7].

当接触线离该缺陷较远时, 三相接触线和缺陷
之间无相互作用; 当接触线遇到该缺陷时, 缺陷将
对接触线进行 “钉扎”作用, 此时将引起接触线局部
的畸变, 移动接触线像弹簧一样被拉长. 随着接触
线的前移和张力的进一步增大, 发生畸变的接触线
和缺陷将发生 “去钉扎”, 滑过该缺陷点并跳跃回未
发生畸变的接触线整体部分 [7].

De Gennes通过三相接触线畸变的幅值, 和
三相接触线畸变引起的接触线额外的毛细力, 类
比弹簧的胡克定律, 计算得到接触线的弹性系数

k = πγlv/ln (L/d) (γlv为液 -气界面张力, L 为宏
观液滴的尺度或可忽略重力影响的毛细尺度, d 为
缺陷直径). 该物理图像于 1992 年由 Nadkarni 和
Garoff [95] 在实验上验证.

3.2.2 凝胶本构模型

凝胶兼具聚合物网络和小的溶剂分子. 聚合
物网络的存在, 使得凝胶具有类似弹性固体的行
为. 凝胶可以吸入大量的液体分子, 因此具有输运
能力. 凝胶的这种组成, 导致凝胶构成多孔弹性体,
有诸多独特的性质, 在自然界和实际应用中广泛存
在. 在外力或者化学势梯度的影响下, 聚合物网络
发生变形, 与此同时, 溶剂分子发生迁移, 从而组织
体现出多孔介质的弹性性质 [96].

Yoon 等 [97]通过实验和理论两种方式研究了

水凝胶 (hydrogels) 在膨胀和压缩过程中其内部溶
剂的输运现象, 证实了此线性的多孔介质弹性理论
依然可以描述诸如水凝胶的超弹性材料, 这项研究
结果更加拓展了线性多孔介质理论的应用范围. 相
应的本构模型为前述 2.4 节线性、各向同性多孔弹
性介质本构模型. 由于线性多孔介质理论的简洁
性, 这项研究结果拓展了其应用范围. 然而, 由于
凝胶聚合物具有吸收大量溶剂的能力, 导致体积可
以发生剧烈变化, 研究本构模型来描述凝胶的耦合
变形和扩散行为仍然备具挑战性 [97−100].

3.2.3 蛋白质 -矿物纳米级复合材料本构
模型

在自然界中, 大量的蛋白质 -矿物纳米级复合
材料有着不同寻常的强度. 随着矿物晶体的尺寸
缩小到纳米尺度, 材料对缺陷失去了敏感性, 材料
强度则接近原子键的理论强度, 对其本构关系开
展研究有利于优化该复合材料的断裂韧性. Ji和
Gao [101]在 2004年为蛋白质 -矿物纳米级复合材料
提出了拉 -剪链模型, 如图 5所示.

在这一模型中, 蛋白质承受剪应力, 由较大纵
横比的矿物质承担拉应力, 并假设应力主要沿矿物
质的长度方向, 因此材料中的最大拉应力和平均拉
应力可以写成

σm = ϑτp, σm = ϑ
τp
2
, (53)

τp为蛋白质受到的剪应力, ϑ = L/h是矿物质薄片

的纵横比, L和 h 分别是薄片的长度和厚度.
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(a) (b)

L

(c)

τp

σm

图 5 生物复合材料模型 [101]

Fig. 5. Models of biocomposites [101].

在表征材料的弹性时, 考虑到只有矿物质薄片
承受拉应力, 因此材料的等效拉应力为:

σ = ϕσm, (54)

ϕ 是矿物质的体积分数. 材料的等效应变是由蛋
白质的剪应变和矿物质薄片的拉应变组成, 因此
表示为

ε =
∆m + 2εph (1− ϕ)/ϕ

L
, (55)

其中 ∆m = σmL/(2Em)和 εp = τp/µp 分别是矿物

质薄板的伸长和蛋白质的剪应变, Em 和 µp分别是

矿物质薄片的弹性模量和蛋白质的剪切模量. 结合
(53), (54), (55)式可以得到材料的等效杨氏模量为

1

E
=

4 (1− ϕ)

µpϕ2ϑ
+

1

ϕEm
. (56)

在描述材料的黏弹性模型时, 利用玻尔兹曼叠
加积分, 将其本构关系表示为

εij(t) =

∫
Cijkl (t− τ)

dσkl
dτ dτ, (57)

其中 Cijkl(t) 是蠕变柔量张量, τ 是弛豫时间. 每
一份弛豫时间 τi 与一个柔量 C

(i)
ijkl 相关联, 因此蠕

变柔量可以表示为

Cijkl(t) = C
(0)
ijkl +

n∑
i=1

C
(i)
ijkl

(
1− e−t/τi

)
. (58)

假设蛋白质松弛可用单一的弛豫时间来描述,
则蛋白质的一维应力应变关系表示为

ε(t) = C∞
p σ +

(
C0

p − C∞
p
)

×
∫ t

0

exp [− (t− s)/τ ] σ̇(s)ds, (59)

其中 C∞
p 是蛋白质的长期剪切柔量, C0

p 是蛋

白质的短期剪切柔量. 因此在瞬间加上载荷

σ(t) = σ0H (t), 蛋白质的蠕变本构方程为

ε(t) =
[
C∞

p +
(
C0

p − C∞
p
)

exp (−t/τ)
]
σ(t), (60)

因此, 蛋白质的蠕变柔量为

Cp = C∞
p +

(
C0

p − C∞
p
)

exp (−t/τ) , (61)

由此可得生物复合材料的蠕变柔量为

C(t) =
4 (1− ϕ)

ϕ2ρ2
[
C∞

p +
(
C0

p − C∞
p
)

exp (−t/τ)
]

+
1

ϕ
Cm. (62)

利用 Griffith 判据可以估计矿物质相的临界长度:

h∗ ≈ α2 γEm
σ2

th
, (63)

其中 γ 形成新表面所需能量. 如果裂纹极小且深
度是材料厚度的一半, 则系数 α =

√
π, σth是完美

材料的理论强度. 如果矿物相小于这一尺度, 则可
以认定为完美晶体. 为了确定断裂区域的尺寸 w,
使用虚内键方法, 利用J积分得到断裂能量:

ϖ = w

∫
σ (ε) dε. (64)

虽然这些蛋白质 -矿物纳米级复合材料的结构
通常非常复杂, 具有多尺度性和多级结构, 但同时
又表现出非凡的简单和优雅性. 在生物复合材料中
矿物相在材料的刚度上有着重要的贡献, 而蛋白质
则在材料的韧性上扮演重要角色. 本构关系的建
立有助于复合生物材料在生活和生产中的推广和

应用.

3.3 本构关系在3D/4D打印中的应用

3D打印又称增量制造、积层制造. 3D打印基
于三维模型, 在计算机控制下, 通过不断添加材料、
逐层打印的方式, 获得目标形状和几何特征的三维

188103-14

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 18 (2016) 188103

物体. 3D打印技术已经在汽车、飞机、建筑、服装、
食品、生物组织、艺术等诸多方面具有广泛应用, 并
具有速度快、打印范围广等优势.

3D打印常用的材料类型包括热塑性塑料、合
金、光聚合物、金属粉末、石膏粉末等. 目前已有多
种不同的工艺技术, 不同的技术区别主要在于层叠
方法和使用的材料, 例如, 通过熔化或软化材料分
层, 光刻加工液体原料, 在这些工艺过程中, 多种多
样的软材料经过降温、光刻等过程固化, 从而形成
目标形状并具备目标性能. 具体来说, 技术类型大
致分为挤压沉积技术、颗粒材料组合技术、层压技

术和光聚合技术 [102]. 挤压沉积技术制作方法是熔
融材料输出并即时硬化形成分层. 热塑丝或金属丝
从卷轴上逐渐被输送到加热室, 然后由喷嘴输出.
喷头的移动和材料的输出由计算机监控操纵. 颗粒
材料结合技术打印过程中, 使用烧结、激光、电子束
等技术熔化粉末颗粒, 来完成部件的生产. 层压技
术是将薄片材料层层压合在一起组合出成品. 光聚
合是液态光聚物在可控光照射下, 进行逐层固化,
直到整个模型成型. 在这些技术过程中, 材料在温
度场、压力场、化学场作用下经历了物理化学状态

的转变. 因此, 为了提高产品力学性能, 提高打印
过程的精度控制, 需要建立适当的本构关系描述材
料在不同环境条件下的性质. 近些年来, 3D 打印
逐步向 4D 打印技术过渡. 4D 打印技术是在 3D
打印的基础上, 使用具有 “形状记忆”效应的材料,
使得打印出的构件可以在一定条件下实现原有形

状和特定形状之间的相互转换. 下面以近期若干
3D 打印应用的重大突破为例, 介绍本构关系在 3D
和4D 打印技术中的应用.

3.3.1 3D打印在大脑研究中的应用
Tallinen等 [103]在 2016年发表了有关大脑脑

回和沟壑形成机理的工作. 他们通过核磁共振扫
描得到了胎儿的大脑, 并根据发育中光滑胎儿大脑
的核磁共振图像, 利用 3D 打印制成大脑模型. 将
该大脑模型浸入溶液, 模型外层相对于内部膨胀,
以模仿大脑皮层的生长. 这种相对膨胀使得外层
处于力学不稳定性, 产生的褶皱与胎脑的沟回非
常相似. 随后, 他们利用有限元对大脑模型进行
分析. 作者采用 neo-Hookean 模型, 假设大脑为
neo-Hookean 材料, 而 neo-Hookean 材料的应变能
只和第一应变不变量有关, 因此文中作者给出的本

构关系为

W =
µ

2
[tr(FFT)I

−2/3
1 − 3] +

K

2
(I1 − 1)2, (65)

上式中, W 是应变能密度, µ 是剪切模量, F 是变
形梯度, I1是 F 的第一主不变量, K是体积模量.

文中通过测量核磁共振的图像, 认为大脑
皮层比白质更加柔软, 两者的剪切模量之比为
0.86. 模量的变化取决于公式 µ (y) = θ (y)µc +

[1− θ (y)]µw.其中函数 θ (y) =
[
1 + e10(y/h−1)

]−1

用来区分大脑皮层和白质区域. 当 θ从 1变化到 0,
表示从大脑皮层过渡到白质区域. 通过这些实验与
数值计算分析, 他们证明了脑皮层力学不稳定性机
理主要导致脑褶皱的形成.

3.3.2 3D打印在陶瓷生产中的应用
Eckel等 [104]于 2016年发表了有关 3D打印方

法制造陶瓷的工作. 他们提出了一种 3D打印制造
陶瓷的新方法, 克服了原有 3D打印陶瓷技术生产
速度缓慢、生产过程须添加引起材料破裂倾向的物

质的难题. 该方法生产的陶瓷材料高度致密, 并表
现出高的强度和韧性, 且能被塑成复杂、弯曲且多
孔的形状. 新方法采用立体平版印刷技术, 以陶瓷
聚合物前体为基础, 随后进行高温烧结, 引起聚合
物热解, 最终得到高度致密、几乎没有孔隙的陶瓷
产物. 因为这些聚合物在多聚化时能截留紫外光,
所以在打印过程中无须再添加用于吸收紫外光的

额外添加物. 这就克服了传统方法必须逐一添加每
一层, 然后接触紫外光的缺陷, 因而大幅提升了生
产效率. 同时, 由于没有添加物引起的材料的破裂
倾向, 这种方法打印出的陶瓷是一种破裂倾向性很
小的强韧材料. 在用电子显微镜分析终产物时, 研
究人员没有发现孔隙或表面破裂.

这种新陶瓷材料具有高强度的两个原因是具

有周期性的结构和材料高固有强度. 材料的弹性模
量和断裂强度由 Gibson和Ashby [105]给出:

E ≈ C1 (Es) (ρ/ρs)
n1
,

σ ≈ C2 (σs) (ρ/ρs)
n2
, (66)

其中, E 为弹性模量; σ 为断裂强度; ρ/ρs 为材料

相对密度; C1, C2为与材料几何构形和加载方向有

关的常系数. 指数 n1, n2 分别为 2 和 1.5. 材料的
断裂强度为

σ =

√
Eγr

4ad0
, (67)
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式中, γ 为材料表面能, d0 为原子间距, a 为裂纹半
长, r 为裂纹尖端半径.

3.3.3 3D打印在纤维网制造中的应用
Giorgio 等 [106]在 2015年发表的文章中, 展示

了一种利用 3D打印制造高弹性纤维网的方法. 为
了描述纤维网的变形, 文章通过每根纤维的变形构
建了网状构件的本构关系. L 和 O 是定义在参考

构形的相互正交的单位矢量, 用来描述纤维变形前
的方向, l 和 o 是定义在当前构形的单位矢量, 用
来描述纤维变形后的方向. 网状构件的变形用 r

表示, 由此可得纤维变形为

λl = (∇r)L, io = (∇r)O, (68)

λ和 i是 l和o方向上的伸长量. 用Ξ表示剪切

变形:

sinΞ = l · o, (69)

由 (68)式可得

∇r = λl⊗L+ io⊗O, (70)

Cauchy-Green 变形张量可以表示为

C = DTD

= λ2L⊗L+ i2O ⊗O

+ λi sinΞ (L⊗O +O ⊗L) , (71)

其中 D 是变形梯度张量. 由 (68)式得

Un = (∇r)L× (∇r)O, (72)

其中 U = λi |cosΞ|, n是变形面的单位法向量.
网状构件变形的二阶导数为

∇∇r = (gl +KLn)⊗L⊗L

+ (go +KOn)⊗O ⊗O

+ (Γ + Tn)⊗ (L⊗O +O ⊗L) , (73)

其中, gl = λ2Λlp + (L · ∇λ) l, go = i2Λoq +

(O · ∇λ)o, Γ = (L · ∇i)o+ λiζoq = (O · ∇λ) l +
λiζlp, p = n × l, q = n × m, KL = λ2κl,
KO = λ2κo, T = λξf . 其中 κl 和κo 是法向曲

率, Λl 和 Λo 是测地曲率, ζl 和 ζo 是 Tchebychev
曲率, f 表征变形曲面的旋转量. 测地曲率和
Tchebychev 曲率分别表示为

UΛl = L · ∇ (i sinΞ)−O · ∇Ξ,

UΛo = L · ∇ξ −O · ∇ (λ sinΞ) , (74)

Uζl = U · Λo + λO · ∇ (sinΞ) ,

Uζo = U · Λl − iL · ∇ (sinΞ) . (75)

综上, 应变能密度可以表示为

W = w (λ, i, U) +
1

2

(
Al |gl|2 +Ao |go|2 +AΓ |Γ |2

+ kLK
2
L + kOK

2
O + kTT

2
)
, (76)

w (λ, i, U)

=
1

2

(
ELχ

2
L + EOχ

2
O

)
− ℵ (lnU + 1− U) ,

(77)

χL =
1

2

(
λ2 − 1

)
, χO =

1

2

(
i2 − 1

)
, (78)

其中 Al, Ao, AΓ , kL, kO, kT , EL, EO, ξ为材料
常数.

这一本构关系被应用到有限元的模拟, 所得的
结果与实验结果很好地符合, 证明了该本构关系的
有效性.

3.3.4 4D打印——折叠技术的应用
折叠技术通常被形象地类比为折纸, 其在生产

和生活的运用非常广泛. 例如在卫星的太阳能电池
板上, 如果能使用 4D 打印技术, 则可以省去相关
的传动装置, 从而有效地减少载荷. 在 2014 年, Qi
等 [107] 提出利用 4D打印技术制造出曲率可变的的
薄层, 从而使薄板在温度改变的情况下从二维变成
三维构件. 曲率可变的薄层可作为构件中的铰, 利
用温度的变化使得薄层应力失配从而实现弯曲. 将
薄层简化为梁以描述薄层的弯曲, 提出材料的本构
关系. 图 6为铰结构和变形过程.

为了构建本构关系, 定义薄层总变形为
λtotal = l/L, 其中 l 为薄层当前构形的长度, L
为参考构形中的长度, 薄层的变形分为受力产生的
变形 λ 和由于温度改变产生的变形 λ(T ). 因此, 总
变形可表示为 λtotal = λ(T )λ.

另外, 铰的变形分为三步, 首先在一个较高的
温度 TH使铰产生应变 ε0. 此时薄层的拉伸为 λ0

(λ0 = 1 + ε0). 其中假设纤维和基底的应变一致,
则由于受力而产生的应变可表示为

εM(t) = ln
(
t

t1
ε0 + 1

)
(t 6 t1), (79)

其中 εM是基底的 Hencky 应变, t1是变形时间. 其
次, 在冷却阶段保持应变, 将温度降至 TL. 冷却时
间是 t2 = (TH − TL)/Ṫ , 其中 Ṫ为冷却速度. 基底
和纤维由于温度引起的变化为

λ
(T )
M (t) = 1 + αM (T − TH) ,

λ
(T )
F (t) = 1 + αF (T − TH) , (80)
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图 6 铰结构及其变形过程 [107]

Fig. 6. The construction and thermomechanical programming of hinges [107].
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θ

图 7 铰的弯曲 [107]

Fig. 7. Schematics of achieving bending of a hinge [107].

其中 αM, αF 分别是基底和纤维的热膨胀系数.
由此可以分别得出基底和纤维由于受力产生的变

形为:

λM(t) = λ0/λ
(T )
M (t),

λF(t) = λ0/λ
(T )
F (t) (t1 6 t 6 t2). (81)

因此由于外力而产生的应变可以表示为

εM(t) = ln
[
λ0/λ

(T )
M (t)

]
,

εF(t) = ln
[
λ0/λ

(T )
F (t)

]
(t1 6 t 6 t2). (82)

第三阶段将约束释放, 薄片会产生曲率 κ(t).
图 7为变形前后薄片的对比, 由于弯曲会在 y = 0

的面上产生变形 ∆λ (0, t) = 1 + εb (t), 在垂直于 y

轴的其他面上变形为

∆λ (y, t) = 1 + εb (t) + yκ(t), (83)

所以在弯曲时的总变形为λM (y, t) = ∆λ (y, t)λ0/λ
(T )
M

λF (y, t) = ∆λ (y, t)λ0/λ
(T )
F

(t > t2). (84)

Hencky 应变为



εM

(
y, t, λ0, λ

(T )
M , εb, κ

)
= ln

(
λ0/λ

(T )
M

)
+ εb(t) + yκ(t),

εF

(
y, t, λ0, λ

(T )
F , εb, κ

)
= ln

(
λ0/λ

(T )
F

)
+ εb(t) + yκ(t),

(t > t2).

(85)

根据力平衡和力矩平衡:

∑
F =

∫∫
σM

[
εM

(
y, t, λ0, λ

(T )
M , εb, κ

)]
dydx

+

∫∫
σF

[
εF

(
y, t, λ0, λ

(T )
F , εb, κ

)]
dydx = 0,

∑
M =

∫∫
σM

[
εM

(
y, t, λ0, λ

(T )
M , εb, κ

)]
ydydx

+

∫∫
σF

[
εF

(
y, t, λ0, λ

(T )
F , εb, κ

)]
ydydx = 0,

(86)

通过求解上述方程组可以得到 εb 和 κ. 一旦得到
κ 可以通过几何关系

κL+ θ = π (87)

得到弯曲角 θ. 薄层的基底部分的本构关系为

σM = EM(T )eM, (88)
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其中, EM(T ) 是随温度改变的杨氏模量 EM(T ) =

3NMkBT , NM是交联密度, kB是Boltzmann常数,
T是绝对温度. 对于纤维, 其本构方程由两部分组
成: 弹性响应的平衡分支, 黏弹性响应的非平衡
分支:

σF = EF(T )εF︸ ︷︷ ︸
Equilibrium

+

n∑
m=1

Emmon

∫ t

0

∂εF(T, t)

∂s
exp

[
−
∫ t

s

dt′
τm(T )

]
ds︸ ︷︷ ︸

Nonequilibrium

,

(89)

其中 EF(T ) 是随温度改变的杨氏模量 EF(T ) =

3NFkBT , Emmon 和 τm(T ) 分别是第 m 个不平衡分

支的杨氏模量和弛豫时间. τm(T ) 可以表示为

τm(T ) = aT(T )τ
R
m. (90)

τRm是第m 分支在参考温度下的弛豫时间, aT(T )

计算方法是:

log aT(T ) = − C1 (T − Tr)

C2 + (T − Tr)
(T > Tr), (91)

ln aT(T ) = exp
[
−AFc
kB

(
1

T
− 1

Tr

)]
(T < Tr),

(92)

其中 C1, C2 和 A 是材料常数; Fc是构形能, Tr是

参考温度.
该本构关系成功地预测了材料的弯曲, 并且实

现了让传统的折纸折叠成目标结构而 “动起来”.

3.3.5 4D打印在仿生材料中的应用
在自然界中, 植物的纤维有着独特力学性能,

传统的金属的泊松比为 −1 到 0.5. 但是植物的纤
维则可以大于 0.5. 基于此, Gladman 等 [108] 利用

植物细胞壁的力学特性, 制造出一种复合材料, 使
得利用该材料构建的结构在水的浸泡下可以产生

定向的弯曲变形. 材料的横向膨胀应变大于纵向
膨胀应变. 构建的结构由两个组成一定夹角 θ 的

纤维构成. 采用经典的 Timoshenko 模型描述结构
的弯曲变形, 将应变分成弹性应变 εe 和膨胀应变

εs =

α// 0

0 α⊥

, 即 ε = εe + εs. 复合材料为满足

正交异性弹性材料 σij = Eijklε
e
kl, 其中弹性模量

Eijkl满足Exxxx = E//, Eyyyy = E⊥, Exyxy = Ex.
在打印时, 第一层的纤维沿着 x 轴方向, 第二层沿

着 x cos θ+ y cos θ 方向. 因此第二层的弹性模量为

Emnpq (θ) = τim (θ) τ−1
ij (θ) τkp (θ) τ

−1
lp (θ)Eijkl,

(93)

应变为

εij (θ) = τik (θ) τ
−1 (θ)jl εkl, (94)

其中 τik 和 τ−1
ij = τji分别是旋转张量的分量及其

逆. 定义膨胀位移为 us (x, y) =

∫
dAεs

ij , 并且使

第一层和第二层的位移相等, 即∫
dA
[
ε

s(1)
ij +

1

a1
E−1
ijkl (0)Mkl

]
=

∫
dA
[
τik (θ) τ

−1
jl (θ) ε

s(2)
kl

+
1

a2
E−1
ijmn (θ)Mmn

]
, (95)

Mij =

∫ 0

−a1
Eijkl (0)κklz

2dz

+

∫ a2

0

Eijkl (θ)κklz
2dz, (96)

其中 κ 是曲率张量, a1 和 a2 是层厚. 给定膨胀张
量和弹性模量, 可以求解出曲率张量. 由此得到平
均曲率 H =

1

2
trκ 和高斯曲率 K = detκ, 用来表

征结构的弯曲.
利用该本构关系打印出来的网状结构, 在水中

浸泡就可以弯曲成特定的形状, 如图 8所示.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

t/ t/ t/ min t/ min 

图 8 用仿生 4D 打印制造的花朵 [108]

Fig. 8. Complex flower morphologies generated by
biomimetic 4D printing [108].
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3D和 4D打印的独特优势, 使其在广阔的应用
领域内有巨大发展潜力. 例如, 在一些地方, 3D打
印住房已经成为现实. 这种建筑方式与传统建筑方
式相比, 具有快速、廉价的特点. 近年来, 更有学者
设想在月球和火星上, 就地取材, 利用3D打印技术
建设基地 [109]. 在蓬勃发展的各种 3D, 4D打印技
术中, 无疑地, 研究其中的本构关系将起到至关重
要的作用.

4 学科发展前沿问题

软物质力学的出现和发展是典型的应用驱动,
因此软物质力学研究时需要针对几类有明确应用

前景的对象. 近年来国内外软物质力学相关会议议
题集中在活性软材料、柔性电子器件、微小液滴与

界面相互作用、细胞生物组织、生物大分子、反应凝

胶和离子聚合物金属复合材料、3D 打印、液晶、仿
生材料、泥沙颗粒流、锂电池、形状记忆高分子材

料等方面 [110−112]. 由此, 结合目前国内外的研究
进展, 我们将连续介质力学框架内软物质力学的关
键问题和发展方向进行了归纳, 主要分为以下几个
方面.

1)固 -液界面动力学问题 [113]. 软物质所处的
环境多涉及与硬物质的界面接触, 如壁虎、昆虫等
生物通过爪垫处液膜在固体壁面自由爬行 [114], 自
清洁表面固体的微结构与液滴相互作用, 脑组织
发育过程褶皱的产生, 皮肤起皱现象. 能源方面,
亟需发展非常规油气资源开采技术, 我国页岩气
储量世界第一, 但开采技术尚不成熟, 采收率仅为
5%—15%, 水力压裂作为页岩气开采的两个关键核
心技术之一, 其研究将对我国能源问题的缓解起到
极大的促进作用 [115], 因此, 研究压裂流体 (压裂
液, 超临界流体等)与井壁及岩体的相互作用, 包括
压裂流体与岩石界面的吸附/解吸附问题, 在岩石
表面的润湿/润湿反转问题, 油气在固体缝隙中的
输运, 是油气开采中亟待解决的关键科学问题, 也
是软物质 -硬物质界面力学问题的难点. 软物质中
亲液与疏液作用是最重要的分子相互作用 [2], 这种
作用在胶体、液晶、聚合物等广阔的体系有着至关

重要的作用 [116], 因此开展润湿/电 (磁、热等外场)
润湿问题的研究, 具有重要应用意义 [117]. 根据以
上可以归纳出软物质在自然界和应用领域中广泛

存在着固 -液界面动力学问题. 固 -液耦合界面的复

杂性, 对传统连续介质力学提出新的挑战 [118], 同
时也是当前构成软物质理性连续介质力学的重要

组成部分.
2)耦合外场作用, 构建本构方程. 微小的外场

变化, 可能引起软物质体系的巨大响应, 这是软物
质体系的基本特征之一. 例如, 介电高弹聚合物材
料, 在较小的电场作用下, 可以发生大变形行为; 一
些水凝胶类型对于环境温度、pH值具有灵敏的力
学响应; 胶体、颗粒体系对于添加的少量化学物质
可能产生很大的力学、化学性质的改变. 这些对外
场变化的敏感响应, 使得活性软材料在机器人、微
流体、俘能器、石油采集、柔性电路转印、心脏或大

脑贴膜传感器、人体智能贴膜传感器等各种领域有

着广阔的应用前景, 而力学成果在软材料的制备、
应用以及软材料与环境相互作用的分析中提供重

要、甚至指导性支持的作用 [110]. 如何在传统的连
续介质力学中耦合化学场、电场等外场作用, 以及
将应力与扩散、化学反应结合, 以描述材料对于多
种刺激的响应, 如光照、温度、pH值、电场、磁场等
引起的大变形, 成为软物质力学的一大挑战. 此外,
构建参数较少的本构模型来合理描述软物质复杂

的耦合行为也是软物质理性连续介质力学建立的

难点.
3)加强学科间交叉融合. 例如, 软物质的自组

织等行为, 可能无法使用现有的力学框架解释和预
测, 需要发展新的理论, 切实结合生物学、化学等学
科, 特别是由热力学出发的新理论; 血管、肌肉、脑
组织等生物器官组织, 需要力学与生理学、解剖学、
组织形态学领域的知识有机地结合起来 [119]; 胶体、
表面活性剂、生物膜等类软物质的特性是基于他

们的化学结构和官能团性质, 研究这类物质的行
为, 必须在力学框架内结合化学特征考虑; 蛋白质、
DNA、细胞膜等生物软组织具有复杂特性, 同时为
软物质物理、力学非平衡态的研究提供了很好的背

景和素材, 针对生命体系的非平衡态特性, 发展软
物质物理和生物物理的非平衡态理论和模型也是

软物质力学研究中的重要问题. 生物医学方面, 在
疾病研究、预防、检测等方面的研究中, 诸如前述神
经心理学、3D打印组织器官, 及扩散张量成像技术
在大脑发育、病变检测、脑手术方面的指导 [87], 肿
瘤细胞迁移、干细胞分化、细胞吞噬等过程, 生物体
生长、发育、重建、适应性变化和修复等之间的相互

关系, 力学都发挥了无可替代的作用; 因此力学与
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其他学科, 尤其是生命科学之间切实合作、有机结
合, 扩大连续介质力学研究对象, 拓展学科的公理
体系, 有助于解决诸如生理、医学等其他领域面临
的复杂体系的难题, 也赋予力学新的发展动力.

5 结 语

理性连续介质力学为软物质运动变形规律的

研究提供了有力的支撑. 软物质研究对象的广阔
性、界面效应、多相性、作用力的多场耦合性、时间

-空间尺度的多层次性, 则扩充了理性连续介质力
学理论体系和应用范围. 总括来说, 软物质力学代
表了当前力学的研究前沿, 具有很高的科学探索价
值和广阔的应用前景 [110]. 本文从软物质的理性连
续介质力学理论出发, 重点阐述了熵弹性、超弹性
体、黏弹性体、多孔弹性体、非牛顿流体的本构关系,
介绍了这些理论在一些具体软材料中的应用, 提出
了学科关键问题和未来发展的一些研究方向.
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Abstract
Soft matter has become one of the most active fields since the 1990 s, for it has enormous interesting behaviors

and a broad range of applications. Rational continuum mechanics, as a subject mainly dealing with the kinematics and
deformation of materials modeled as continuous mass, is a main source of inspiration in the development of soft matter
physics. Here we review the development of rational continuum mechanics and soft matter briefly, and focus on the basic
mechanical models and constitutive relations relating to soft matter: entropy elasticity, hyperelasticity, viscoelasticity,
poroelasticity, non-Newtonian fluid, and the constitutive equations of these models. We simultaneously introduce the
applications of these equations in hot issues in recent years, such as brain, blood vessel, cartilage, muscle, gel, cell, three
dimensional printing, etc. According to applications and advances in soft matter mechanics, we then propose the key
scientific problems and research fronts: mechanics of the solid-liquid interfacial interactions, introducing multiple factors
into constitutive equations to describe the complex behaviors of soft matter in coupling multi-physics, and enhancing
connections between soft matter mechanics and soft matter physics, chemistry, biology, etc. Finally, we conclude that the
rational continuum mechanics in soft matter could be further developed in energy development, fabrication and analysis
of diverse soft materials, and biomedicine development areas.
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