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这篇文章导出 了从应变波形汁算材料的应力
、

应变和应变率关系的方程式

利用这些方程
,

本文建议 了一个鉴别应变率无关材料的方法
,

指出 了仅从侧应

变波形来得到其它物理量的基本步骤及算得的物理量可能具有的误差
。

作为应

用的例子
.

我们得到 了石灰岩在低压区的应力应变关系
。

本文还指出
,

应力峰值的衰减指数不仅依赖于材料性质
,

也依赖于加载波

形
。

因而不能用化爆来模拟核爆炸时的应力峰值衰减
。

前 言

为 了究研材料的动态本构关系
,

近年来在我国一些单位先后建起了一维应力波加载设备
。

然而
,

基本的量测手段仍旧是测应变
。

因此
,

在不附加关于材料性质本身的假设的前提下
,

从实测的应变波形如何得到可用的应力
、

应变
、

应变率关系是作材料动态性质研究的人十分

关心的一个问题
。

就材料性质而言
,

一些材料对应变率比较敏感或者说与应变速率有关
,

另

一些材料则在一定范围内与应变率无关或者说对应变率不那么敏感
。

无论从研究材料性质的

角度
,

还是从使用材料性质的角度来看
,

涉及应变率无关的材料问题都可以大大简化
,

因此
,

人们急切地需要一个简单可行的办法来判别一种材料究竟是应变率有关或无关
。

迄今尚未见

到上述问题的明确答案
。

本文遵循 L a g r a n g e 分析方法的一些基本思想
〔 ” ,

企图对上述 I’q 题

户以回答
。

二
、

基本关系式

假设有一半无限长杆
,

均匀
、

连续
、

各向同性
,

变形过程中垂直于轴线的平面始终保持

乎面
.

在横截面上的应力分布均匀
,

忽略横向惯性
,

应力波未到之前
,

物理量保持常数且不

随空间坐标而变化
。

由于过程很短
,

假设绝热
。

显然物理量只是空间 L a g ar
n g e 坐标 x 和时间
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I函数
,

守恒方程为

d “ ( x ,
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d 工
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卫虹二旦一 二 _ 一些业卫上
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: 、 “ 、
a

、

p
。

和 H 分别为应变
.

质点速度
、

应力
、

密度和单位质量的内能
。

假定压应变
、

压应丈

为正
。

为了使这些函数的反函数 x 二 x(
: ,

,)
,

x 二x(
“ ,

t)
, · ·

… 单值
,

我们用 。
x(

,
t ,

,

u( x
,

t )
,

,,( x
,

I

痔函数的极值线在
x

,
t 平面上的投影把 x

,
t平面分成若干个区

。

我们称每一个区为一

个支面
,

如图 1
。

在每一个支面内
,

x = x(
: ,

t )
,

x ~ x( “ , , ,
,

… …是单值的
。

下面 的讨论 限书

同一支面内进行
。

首先我们定义物理量 p 在某一固定

幅度下的传播速度c 厂 刃 《X .
1 )

c
,

二之匕业卫去
口 I

d I

如果 p代表质点速度

/
.

二赵生达组 ` 4 、

/ J X

u
或应力

。 等
,

相应地

C
,

就是质点速度的波速或应力波速等等
。

一般情况下
,

不同物理量的波速彼此并 不

相等
。

然而
,

在第三节中
,

我们将会看到
,

在一些特殊情况下它们是相等的
,

也只 有

在那时笼统地谈波速才有明确的意义
。

通

常这些波速是 x
,

t的函数
,

只在一些特殊

情况下才是常数
。

图 I 支面分割

把 ( 4 )式与 ( 1 )
、

( 2 )
、

在 x 二常数的面上

沙u ( e ,
x )

沙占

( 3 )式结合起来
。

= C
。

沙a ( “
,

x )

沙“
= p

。

C
, ,

d H
.

( u ,

x ) _

沙u 一
0

夕
。

C
。 ( 5 )

在 t 二常数的面上

沙u ( e , r )
口`

= C
. 一旦旦工兰己Zse _ 。 。

d “ 一尸 o 、 “

沙H (
u ,

r )

沙u =瓦万二
( 6 )

方程式 ( 5 )
、

( 6 )是以波速为媒介建立的各物理量的关系
。

如果采用光测的办法
,

得到

了某些固定时刻全场的物理量分布
,

( 6 )式是很有用的 ; 如果是测某几个 x 处的波形
,

( 5 )式

就特别有用
。

但 ( 5 少
、

( 6 )两式仍不方便
,

因为一次试验通常只能测 一 种物理量的波形
,

而

这两式则要求同时测几个物理量
。

所以
,

我们要建立从测一个物理量的波形 (如应变波形 )来
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推仆其它物理黛的表达式
。

我们在一个支面内来建立这种关系
J

}月为
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当应变波形连续可微时
,

利用式 ( 4 )及式 ( 1 1) 一门5)
,

仅从侧得的应变波形就可以算出质

点速度
、

应力
、

能量
,

应变率是容易得到的
,

从而建立了它们之间的对应关系
。

三
、

应变率无关材料的判别

首先
抑

证明波在杆中传播时
,

如果应变在某个区
触

。 , : 〕内
,

满足丝贵卫
-

二 。
.

那么材料在这段应变范围内
,

应力
、

应变关系不依赖于应变率
。

考察一下式 ( 1 1) 一 ( 15 )
,

上述

结沦是明确的
。

这时

C
,

= C
.

二 C
:

二 C ( e )
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u=“ (￡ )
, a = a ( ` )

,

H = H ( ` )

如果材料的性质与应变率无关
,

这时。

一`· ,
。

C ’ 一

诗贵
一

(zC
· ,

,

C 山 一 de
,

并 引

入考
, , , 两个新变量

,

则方程式 ( 1 )
、

( 2 )化成两族特征线关系

~ d
` = X 一 L f , 一了丁

~ 《 召 一 “ 夕 =
“ 5

。 =x + C ,
,

命
e + U 少一 。

设杆中传播的是右行波
,

且波前均匀
,

则在g 二 ix 的特征线上
, “ , :

,

口都是常数
。

特 征线就是

等幅值物理童的传播线
,

特征线的斜率即为这一幅度物理量的传播速度
,

且相应于某一个
:

的
` ,

和 “ 以同一速度传播
,

即

C
。

二C
。

= C
。

= C 介 )

l 1
沙C

`

( e , t )

沙t
= O ( 1 6 )

所以
.

波在初状态均匀的杆中传播时
, d C

.

( `
,

r )

沙t
二 。是判别应变率无关材料的充分必

要条件 因此
,

我们可以利用冲击试验测得未知材料性质的杆中不同位置的几个应变波形并

求出c
`

( 。
,

t)
,

利用 ( 16) 式来判别这种材料是否是应变率无关材料
。

如果 ( 16少式成立
,

式门 4

化 为

a 一。

丈
C ` d ￡ + a 。

( 17 )

顺带指出
,

由式 ( 1 1 ) 一 ( 15) 还可以看到
,

当: 一: 。

趋于零时
,

也就是波头上
,

关系式

C
。 = 〔 ,

。

= C
。

= C f ￡ )

成立 所以
,

在连续波的波头上
,

在应变率无关材料内传播的单波区内
,

与某一应变相应的

应力
、

应变
、

质点速度的波速彼此相等
。

四
、

本构关系的求法及误差估计

求一根杆的应力
、

应变
、

应变率关系时
,

必须对它进行冲击试验
,

并测出杆的几个不同

位置的应变波形 利用 ( 4 )式
,

我们可以得到应变波速
,

再利用 ( 1 1)到 ( 15) 可以求得质点速

度
“ .

应力。及能量H
。

我们看到
,

至少要两个应变波形才能得到应变波速
,

至少要两个应变

波速才能确定质点速度及质点速度波速
,

而至少要两个质点速度波速才可以确定应力
。

因而
,

我们必须至少得到四个不同位置的完整的应变波形
,

且它们的时间零点相同
.

才可以得到这

种材料的应力
、

应变
、

应变率
、

质点速度
、

能量之间的关系
。

由于从应变波形计算其它物理

;迁的程序是固定的
,

上述方法将为材料性质的研究带来方便
。

仅从测应变波形来确定其它物理量究竟会引入多大误差是人们十分关心的一个问题
。

下

面我们对这些导出物理量叮能具有的误差进行粗略估计
。

我们考虑测量系统误差
,

读数误差
,

计劝:舍入误差
,

但忽略材料性质的不均匀性
,

应变片间距影响到积分步长而引起的误差
。
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我们 U应变片间距 h相等
,

由于贴片工艺及长度测量引起的距离偏差为△h
。 : 的某一固

定幅度传过这段距离的时间为 T
,

时间误差为△ r
。

△h
、

△T 都是与这些物理量有关的系统

误差和读数误差之和 △: 、

△ ,
。

作类似定义
。

计算积分时
.

我们利用辛普松公式
,

并假定在

〔:
.

。 〕区间内
,

黑
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。
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.
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。
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.
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,
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—
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.

(
,

J 占 沙 I 扮 n
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a
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代军

—
`

十
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丈言 - 下二-一

沙 若 乙 ( I

.

16 △ h △ P
_
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.

井百 一 1 .

一
叶

一

一
乙 I 月 l)

△ H 3 4 △ `
.

2 98 △ T
.

6 8 △ h
.

4 △ P
一~ 下1 尸- = 弋篇

—
州卜一长二尸

.

气二
`

一
.

十 下 ;二 一气产一
,

十 尸犷

一口 艺 [ ` 汀 I , 件 1 n 3 P
。

: .

f 见时间的精度对结果影响最大
。

所以
,

首先要提高时间的情度
。

在使用动态电阻应变仪
,

1 M H z 频率响应的示波器及其它相应设备的情况下
,

要测物理

狱的误差 `包括系统误差和读数误差 )可分别达到 o ee/ 二 3%. 却
。

/ p
。

= 1 %
,

△ hh/ 二 2 呱
·

△ T / T 二 3 肠
。

因而
,

由应变波形算得的质点速度和应力的相对误差分别为△ “ / “ 二 8’,
.

△口 / (, = 14 肠 这些数据可以给我们一个粗略的概念
。

1 6 r户了户

I了 f )了户

8了)「声

石灰岩杆中
:
一 x 图

`

!J|ó
2姗

。
图

五
、

石灰岩在低压时的动态力学性质

我们利用上述 方法来具体考察一下石灰岩的动态力学性

质
.

采用文献口〕提供的应变波形
。

文献〔幻用动态光弹性方法侧

得 J
`

应力波在 S a l e m 石灰岩
,

C h a r e o a l花岗岩和 B e r e a 砂

岩杆中的传播和衰减
。

载荷是由 5 60 毫克迭氮化铅在杆的一端

起爆产生的 石灰岩杆中几个不同位置的应变波形如图 2
、

图

3所示 石灰岩的密度约为 2
.

3 4 9 / c m Z ,

实验 的应力最 大为

, 3 o k g / c m J .

波前的传播速度为 S J 3 o m s/
,

波在传播过程 中

能 l咸要衰减
.

其衰减指数为C
: = 0

.

了71 x l o
一 ,

m m
一 ` 。

考察图 2 及图 3
,

可将 x
,

r平面割成两个支面
。

波形的加载部分比较陡峻
,

可近似认为无沸散
,

以常数C

传播 初始时刻: , “ 和。 都为零
,

满足应变率无关材料的判别式
( I ()j 因此 这种石灰岩在力嗽时表现得对应变率不敏感

。

分析图 2
、

图 3 可以看到
,

波后卸载的
:
随到波头的距离

近似按指数衰减 对 f 图 2 所示的应变随 x 的变 化
.

我 们用
· , ` , ” “ , ` ’

去逼近卸载部分
,

其近似程度是比较好的
,

其中 x ,
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为波峰的位置
,

xl
,

x

以 m m 为单 位
,

月 =

o
.

1 1 2 2 m m
一 , 。

应变 随

时间的变化也 可近似用

指数衰减来描述
。

综合

士止主特点
,

我们采用

几:
之 6 j刘`

- - - 一一

入
二
飞司

I ]切3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 翻 . . . . . . .

- 一一一一 -
. J

I日

1 4扭
s
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门 8 ) 遴
。

公
/ 的波形

来近似描述波的卸载部

分
.

其中
。
为常 数

,

g = ( r = x / e ) 、 O
,

C

为波头的传播速度
.

应等于加载波前的速度
。

艺 3

杆中不同时刻的应变分布

当 r 二 I ,

时
,

波头位置在 x , = C l ,

处
,

式 ( 18 ) 变成

门 9 )
劣口ù

了L
了声一

e

.

汀X口一

e占一一

比较式门 9) 和图 2 中的波形逼近式可知

刀
飞二 一 “ = U

.

1 1 才了尹刀 片矛
L

( 2 1 )

文献 广2〕指出
.

能童是随波传播距离的增加而成指数衰减的

附
z

_
_ 一

“
, , 一 。

- : 丁:一 - e

尸
I

( 2 2 )

C
,

已如前所述
,

沙
, ,

附
,

分别表示波头到达 x Z ,

x ,

时
,

杆所具有的变形能
,

并采用了近似公式

, 二冬 E ,
A f

、 , 口x

乙 J l

来计劝一其中 /是波长
,

E ,

为杆的弹性模量
,

A 为横截面积 把: 的表达式门 8) 代入
,

容易证明
.

( 2 3 )

一
附

,

不不
~

二 e

比较式 ( 2 3 )和 ( 2 2 )
. : :

J得

C 介
, _ 。 六 _ :

a 二
一弋万 = U

.

J 占汀 K ] 口 m m
乙

( 2 4 )

山式 了2 1片日` 2 4) !叮以得到“ 和刀
,

从而确定 了式门 8)

利用 ( 4 )式所定义的波速
,

从式门 8 ) 。 J
.

得

。 。 {
.

C a

七 `

一 t l 「 I 一

—I 刀
( 2 5 )

可见卸载时的波速C
。

也是常数

载都可以认为是应变率无关的

因此 S al e m 石灰岩在实验的应力范围内
,

利用式门 7) 可求得应力应变关系

= E 。 加载

一 u , 二 E , ( : 一 。 . , 卸载

无论加载还是 卸

( 2 6 )
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其中 E = 几 c Z ,

lE
一 oP c

·

价
C a

1 一号仁 )
2

P

a .

和: .

分别为峰值应力和应变
。

一般地说
,

因为

O 《 C
.

< 十田

且C
、 a 、

因而

代入 C
, 口

刀为正数
,

所以

。
/ C a

U ` 、 一下尸- <` 诬
P

E ,

异 E

刀和 p
。

的值
,

可得

E = 0
.

6 1 7 x 1 0 `
k窟 / c m 之

E , 二 0
.

6 2 1 x 1 6
`

k g /
e m z

所以这种石灰岩具有线性滞迥的应力应变关系
,

如图 4 ,

从而我们

把文献〔2 )中所试验的石灰岩的应力应变关系给出来了
。

由图 2
、

图

3可以看到
,

式 ( 18) 的逼近在卸载区的低应力部分是不满意的
,

因

此
,

线性滞迥的应力应变关系在载荷卸到应力较低时必须予以修正
。

C h a r c o al 花岗岩与石灰岩有类似的波传播特点
,

然而 B er
e a

砂岩的应变波速不仅是应变幅值的函数
,

还与时间有关
。

因此
,

B e r
ea 砂岩表现了明显的应变率效应

。

由此
,

我们还可以看到
,

有

些岩石应变率效应不甚敏感
,

动态应力应变关系与静态的基本上是

图 4 S a l e m 石灰岩的

应力应变关系

一致的 ; 而有些岩石
,

如 B e r e a
砂岩

,

则不可能用静态应力应变关系去定性描述动态情况
。

我们还可以看到
,

如果有一线性滞迥材料的半无限长杆
,

端面边界条件是

` = ￡ o e 一户,

其中刀户 。
。

初始时刻杆中
。 、 “ 、

口为零
。

那么
,

式门8) 是波在杆中传播的解
,

且这个解是唯 一

的
。

其中

_ 刀
, ,

C
a 一下二 《 1 一 于犷 ,

七 、 碑

,

( 2 7 )

这里 c 二护石瓜
,

c , 二
涯万瓦

。

由式 ( 2 7) 可知
,

口` 。 《 刀/ c
。

其中刀被称为减幅指数
,

衰

减指数“ 最大不超过刀/ C , 口 = 刀/ C 相应于刚性卸载
。

若材料是理想弹性体
,

式 ( 27 ,中 C 二 C
, ,

尽管载荷是随时间成指数衰减的
,

仍有
口二 O ;

若材料是非弹性的 ( C 幸 C ,
)

,

刀二 O
,

同样有
a = o

。

所以
,

应力波在介质中衰减指数的大小 应

由材料性质和加载波形两个因素决定
。

球面应力波在岩石介质中传播的波头渐近解“ 〕

也说明

了这一点
。

研究核爆炸产生的应力波在岩石介质中衰减时
,

岩石不可能当成弹性介质
,

且化

爆与核爆的波长有着很大的差别
。

因此
,

就应力波衰减指数而言
,

小型化爆是很难模拟核爆

的
。

一般波动问题中
,

我们是知道材料性质
,

初始条件及边界条件
,

求波动方程的解
。

本文

提出的是一个逆问题
,

波动方程的解是已知的
,

要求的是材料性质
。

我们看到
,

至少要在杆
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:

波动问题的一个逆问题 5I

的四个不同位置得到可靠的应变波形后才能得应力
、

应变
、

应变率关系
。

可是
,

当前应变片

测量中的一些具体技术问题对所得结果的精度给予了限制
。

随着测量技术的不断提高
,

尤其

能用光学的办法求出全场的
: ( x

,

t )
,

那么
,

定会得到这个逆问题更精确的解
。

如果再有微处

理机及从应变求其它物理量的标准程序
,

可能为材料性质的研究开辟广阔的前景
。

感谢郑哲敏
、

朱兆样
、

谈庆明
、

赵士达和杨振声等同志对本文的初稿提出的许多指导性愈见
。
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