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碎屑流动力过程的数值模拟
￥

王晓 亮 李家春

（流 固耦合系统力学重点实验室 ，
中 国科学院力学研究所 北京 1 0 0 1 9 0 ）

摘 要 碎屑流是一种常见的地质灾害 ，
往往对流通路径上 的各种设施造成严重灾难 ，

同时碎屑 流还给泥石流提供物质来

源 ，
从而形成不 良堆积坝堵塞河道或形成堰塞湖 。 本文建立了碎屑流动力过程的力学模型及其高分辨率数值算法 ，

预测和评

估碎屑流的铺展和堆积过程 。 应用该数值模型 ， 首先计算了
一

维经典溃坝 问题 ，计算结果和理论解符合较好 。 其次 ， 初步分

析了碎屑流和障碍物相互作用后的分流和堆积规律 ， 并讨论了碎屑流灾害防治 的可能方案 。
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到
1 2 0 0 0处，其 中 安 县大光包滑坡 的 体积估 算达到

0弓丨 言7 ．5 亿 ｍ3

，是目 前有 记录 的 世 界上规 模 最 大 的 地震
触 发 巨 型滑坡 （ 黄 润 秋 等 ，

2 0 0 9
） 。 同 时滑坡又能 引

我 国是一个山地面积广 阔 ，降雨分 布不均 匀 ，地发 多 种 其 他 灾 害 ，如滑坡 给泥石流 提 供 大量松散颗
质 灾 害诸如地震、滑坡 和泥石流频繁 发生的 国 家 。 粒 物 质 源 ，小 流 域 沟道的汇流会卷夹起堆积物 改变
其 中 碎 屑 流是很重要的一类 灾 害 形 式 ，如汶川地震流 体性质 ，从而 形 成泥石流 ；滑坡 堆积物 容 易 形 成诱发 了 约 4？5万处滑坡 ，对人员造成直接威胁 的达不稳 定 自 然 堆积坝 ，进

一

步 形 成堰塞湖 ，堰塞湖 堆积
＊ 收 稿 日 期 ： 2 0 1 6

－

0 2
－
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－
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作 者 简 介 ：王晓 亮 （ 1 9 8 6
－

） ，男 ，博士，主要从事 颗 粒 物 质 力 学 行为 、颗 粒 流 高 分 辨 率 数 值 算 法及其 在 滑 坡 、泥石流 中 的应用 等 研究 ．
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坝

一旦诱发 溃 坝 和 管 涌 等 灾 害 ， 将 对下游经济 和生ａｌ．， 2 0 1 4
）和

Ｈ ＬＬ Ｃ格式 （
Ｄ ｅｎｌｉｎｇｅｒｅｔａｌ．，2 0 0 1

） 的 数
态造成 严重灾 难。 因 此无论从高 速远程滑坡 本身 的值算 法，计算 泥石流 动 力 演 化 过程。 差分 格式 方 面
风险 评估 和 警戒 范 围 估 计，还是从泥石流 的 物 质 来需要提 到 的 是Ｏ

’

Ｂ ｒｉ ｅｎ等 （
Ｏ

’

Ｂ ｒｉ ｅｎ， 2 0 0 6 ） 提 出 的

源 ，以及堰塞湖 形 成机制 和条件来看，都需要准 确地Ｆｌｏ－2 Ｄ程序 ，并在泥石流 发展淤积预测 方面得到 了预测 高速远程滑坡 的 动 力过程，包括其 传 播 和 铺展、 广泛应用 （黄 勋 等 ， 2 0 1 4
；梁鸿熙等 ， 2 0 1 6

） 。此外 ，

流通距离 和 堆积范 围 。在无网格方法方面，值得注 意 的是ＳＰ Ｈ 方法的应
碎 屑 流 由 大量不同 形状、粒径，以 粗顾粒 为主的用 ，如 Ｈｕｎｇｉ？将 ＳＰ Ｈ 方法应用 到 碎 屑 流及其 侵蚀过顾粒 和 块 体 物 质组成 ，物理上叫 做颗粒 物 质 （孙 其程研究 ，并发展了  ＤＡ Ｎ 软 件（ Ｍ ｃＤ ｏｕｇａｌｌ ｅｔａｌ．，诚等 ， 2 0 1 1

） ，其 力 学 行 为 十 分 复 杂 ， 在 不同 的 条件2 0 0 5
）；

Ｐ Ａ ＳＴ Ｏ Ｒ 等 （ Ｐ ａｓｔｏｒｅｔａｌ．， 2 0 0 9
） 用

ＳＰ Ｈ 方法下能表现出 固 体 、液体 ，甚至是气 体 的特征 ，本构 模离 散
一般非 牛 顿 流 体 垂向积分 动 力 方程，表征泥流型迄今没有 成 熟 的 模 型。对于碎 屑 流 ，其 控 制 方程的 发展过程。 相 比于无网格方法（如 ＳＰ Ｈ

） 在处理
尚不成 熟 。对碎 屑 流 的认识既有认为 属于大变形边界存在 先天不足和 离 散元方法微观参数难以 代表
的 ，也有 当 作 流 动处理的 。 另

一

方面，碎 屑 流 流 动过实 际 情况，以及这些方法巨 大 的计算量，基于垂向 平程中对地表产生强 烈 的 侵蚀作 用 ，增 强 自 身 ，如香港均 的 碎 屑 流 动 力 学 模 型数学 结 构 简 单 ，算法相对成
青 山 大型滑坡 （

Ｋｍ
ｇ，

2 0 0 1
） ， 最 后 的 塌 方 体 积是初熟 ， 同 时 计算 量方 面存在 明 显优 势 ，具有 很大 的 应用

始 破坏 时 体 积的
5 0倍。 侵蚀作 用 的 力 学表述更 进前景 。

一

步 增 加 了 碎 屑 流 控 制 方程的 复 杂性。迄今，碎 屑 流 动 力 学 模 拟无论在 控 制 方程还是
碎 屑 流 在垂直方 向 的尺度远小于其 水 平 方 向 的数值方法层面都不成 熟 。理论层面颗粒 介 质 力 学 行尺度 ，因此目前一般采 用 沿垂向 作积分 形 成 控 制 方为 的正确表述、级配分选和 床面侵蚀的机理和建模程组。 控 制 方程的重要进展不得不提 到 Ｓａｖａｇｅ

－极大地制 约 了 碎 屑 流 动 力过程的研究 进展。数值方
Ｈｕｔｔｅｉ？模型（Ｓａｖａｇｅｅｔａｌ．， 1 9 8 9 ；Ｓａｖａｇｅｅ

ｔａｌ．， 1 9 9 1
） ，法方 面虽 然 有

一

定 的 进 展，但 是在 处理新 型本构 、床

Ｓ ａ ｖ ａ
ｇ
ｅ

和
Ｈ ｕｔｔｅ ｒ

在 研究 雪崩 问 题时 将 土力 学 中 的 土面侵 蚀和 干 湿界面预测 等 方 面依 然 存在 不足。 本文
压力 理论和

Ｃ ｏｕｌｏｍｂ 摩 擦 定 律 引 入到 动 力 学 模 型， 在 碎 屑 流 数值模 拟 方 面初 步 地作 了
一些探索 ，文章

形 成 了

一

套 表征 坡 面顾粒 物 质 崩 塌 流 动 铺 展和 堆 积结 构 安 排 如 下，第
1

部 分 论述碎 屑 流 的 控 制 方 程，第

过程的 双曲 型偏 微分 方 程组，该方 程组在 描 述雪崩 、 2 部 分主要是数值模型及其验证，第 3
部 分 给 出 了

高 速滑坡 以及泥石流 等 问题时得到 了很多 发 展和应碎 屑 流 和 障 碍物 的 相 互作 用 ，最 后 给 出 结 论。
用 。 该模 型也是很多 学 者 发 展泥石流 动 力过程理论
模型的重要基础 ，如

Ｉｖ ｅｒｓｏｎ模 型（ Ｉｖｅｒｓｏｎ， Ｉ＂7 ；1碎屑 流 的 力 学 模型
Ｉｖｅｒｓｏｎｅｔａ ｌ．， 2 0 0 1

） 。

数值模 型方 面， 由 于颗粒 物 质 的 控 制 方 程为 非碎 屑 流 的 动 力 过程中 ，垂直方 向 相 对于水 平 方

线 性双曲 方 程，其 基本特征 是会产 生一种 类 似 水 跃向尺度 很小 ，通过垂向 积分 ，并结 合 本构 关系 、速度
的 间 断 ， 因 此需要采 用 能 够 捕捉 激波 的 数值方 法。 剖 面假 设以 及上下边 界条件， 可 以 导出 方 程，并写成
2 0 世纪8 0 年 代 以 来 ，在 气 体 动 力 学 和 水 力 学 的数守 恒 形 式 ，如 式 （ 1

）所示
值计算 方 面取得了 许多 的 进 展（

Ｔｗ。 ，
2 0 0 9

） 。ｄＵ ＾ｄＦｄＧ ＿
1



1



＝

 Ｓ

 （

1
）

Ｓ ａ ｖ ａ
ｇ
ｅ 和

Ｈ ｕｔｔｅ ｒ 构 造了 碎 屑 流 的
Ｌ ａ

ｇ
ｒａｎ

ｇ
ｅ 型算 法执

（
Ｓ ａ ｖａ

ｇ
ｅ  ｅ ｔ ａ ｌ ．

，
1 9 9 1

） ，并采 用 了 人工黏性方 法处理其 中 ，
Ｕ ＝

（
ｈ

，
ｈｕ

，
ｈ ｖ

）

Ｔ

，
Ｆ ＝

（
ｈ ｕ

，
ｈｕ2

＋
ｉ

ｋ
 ｇ 

ｈ

1

，

间 断 ，这套 方 法在 捕捉 间 断 方 面精 度 较 差。 后 来 很2

多 学 者 借鉴气 体 动 力 学 和 水 力 学 的计算 方法，构造ｈｕｖ
）

Ｔ

，
Ｇ＝

（
ｈｖ

，
ｈｕｖ

，
ｈｖ

2

＋
ｉ

ｋ

ｙ ｇ ｚ
ｈ

2

ｙ ， 源 项 部 分 为
Ｓ

了 满 足
Ｔ Ｖ Ｄ

性质 的 算 法。 Ｐ ｉｔｍａｎ（Ｐ ｉｔｍａｎｅ ｔ ａ ｌ．
，2

2 0 0 3
） 构 造了 Ｍ Ｕ Ｓ Ｃ Ｌ 算 法，Ｒ ｉｅｍａｎｎ求 解 器 部 分 采＝ｈ （〇ｅ＿ｕｔｗ8Ｕ＋＾ ） ＿^ｓ＿ｖ

用 了 Ｈ Ｌ Ｌ 类型的 Ｒ ｉｅｍａｉｍ求 解 器 ，并且形 成 了开源’％…程序 ＴＩＴＡ Ｎ 2 Ｄ 。 Ｐｕｄａｓａｉｎｉ和 Ｗａｎｇ等 （Ｗａｎｇｅｔａｌ．，ｖ 2ｄｚ ｂＴ

2 0 0 4 ） 构 造了 ＴＶ Ｄ －Ｎ Ｏ Ｃ格式 的数值算法。此外ｔａｎ5 （＆＋；^
Ｉｖｅｒｓｏｎ和 Ｄ ｅｎｌｉｎｇｅｒ 分 别 构造了 Ｒｏｅ格式 （

Ｇ ｅｏｒｇｅｅｔ这里和 ＾ 分 别 为 碎 屑 流深度 ，水 平两个方



2 4 （

：

Ｓｉｉｐｐ
ｌ．） 玉獻蠢 等 ｔ碎肩 涑 动 力过．＃里翁轂值檁拟7 1 9

向 的 釋 度平均 逑 虞 ｇ 
＝
（Ｌ＆）＇ 为黨力 分量》可 以 捕 捉 间斯的雜分 變 率 鱗 載 方機计 ＿ 该方程 ：ｓ本

ｂ 和 卜 为土压力 系数，＿｜￡运动土体水乎 和垂向 应文梁 用在水力学中 广 泛 使 Ｍ 的 ＷＡ Ｆ （ＷｅｉｇｈｔｅｄＡ ｖ－

力 的 比譚 ，控 制 流 向 和 横 向 ：的 铺 聚 辣率》觀项：部 分《Ｋ％ ｅｔｌ Ｆｋ ｉｘ：） 构 造 流动量丨 计 尊 ｖ：乘 趙 Ｍｉｎｉｎｏｄ方歲
（以 第二项 为例） ，分 别表示動、底 床 摩 擦 力 、离 心限 制虚假 通量表达如式（．3

）所示 。 Ｒ ｉｅｒａｍｎ
求

力 和 地表变化作 用 顼 。 其 中 ，
5 为床面摩擦角ａ为解 器来用 ＨＬＬ求解 器 ，如式（ 4

） 所 示 ，其中 波速釆 用

底床离度， 和 ？ 为 曲 率 半径。方程主要参数包括Ｄａｖｉｓ 估计＜ＤＯＴｉｓ， 1 9 8 8
） ， 如 式（ 5

） 和 式＜ 6
）所示 。

介 质 内 摩 擦 角 和 床 面摩擦 角 ，，其物理意义十 分 明 确 ， 对方程⑵梁用算子分 裂方法 处 理 源 项 ，如式（ 7 ） 所其中 谗 摩 檫 角主要控 ；制 碎 ．屑流体 ｆｉｔ变账而 ：床面摩示 ，即首先 计 算 常微分 算子半个时间 歩 ，然后计弇一
襻 角主麵空 制 籂 动距离 ａ个偏徽分 隸子尉间藤．？歲后再作通舉个时悔步常徽

本 方 程反映 了 藏 粒 物 质 流 动 过 輯 中 讀重聲的 ‘

两分 霉 子 使 得肘间 和 空 间 部达＿二盼 精齡輯个性 质 ，第1
基 摩 擦 特性 ， 第

2蕞土压力 的 各 向出 的氣以上一维 高 分辨率 算法很睿 易推广濟仁维 。蓃详 细 的 算法理论和 操作请参 着 Ｔ＿的 专 馨

（Ｔｏｒｅ，
2 0 0 9 ）〇

2戰Ｆ－ＴＶＤ数贿法 及 其验证ｆ
；4
＝

2 ． 1 数值算 法£
3
）

考 虑方程⑴的一维形式＊：写成如式⑵所示 进巧

行数学结 构 分析。＇

 ｖ

ｄ Ｕｄ ＵＵ
，＋

＼^

ＵｍＳＬ＾^Ｓ
Ｒ（ 4 ）

ａ
＾ ＋ Ａ
—＝Ｓ（ 2 ）－1

ｄ ｔｄｘ＇ｘ
－

ｊ ｆ

7

「 〇1  1＇Ｒ了為
■中 、

ｆ
＝

（
Ａ

， ／
ｗ

）

Ｔ

，
ｉ 
＝

：＝，，〇。
■

ｄ
＂ Ｌａ－ｗ2

．
Ｗ．ＪＳｔ＝ｍｉｎＯｋ ＿％，叫 （

5 ）

仔细分 析矩阵儿特征逢 ＾可以 得 到两个根，分别Ｓ，＝ｍ＆％｛ｕ Ｌ＋ａ．Ｌ，ｕＢ＋ａＲ）（ 6
）

．为 和 ｉｉ，＋ａ，其 中 为；当地声邀，由此可 知 系 统ｄ＋ｉ＿1 4 ｆ ，

1

 Ａ 、 。，
1

 Ａ 、⑵为 双曲 系 先＾＝Ｓ （ Ａ ｔ ） Ｌ （
Ａ ｔ ）

Ｓ
ｉ

Ａ ｔ ）
Ｕ

，（
7
）

非钱性双曲 系 统 会 出现间 断 解 3 因 此需 ？采用 砕
肩
流问 题中 经常

遇 到
自 由 界面，

其

一

侧 有 物

6
1



1

 6ＩＩＩ￣̄̄

□Ｎ ｕｍｅｒｉｃａｌＳ ｏｌｕ ｔｉｏｎ□ＮｕｍｅｒｉｃａｌＳ ｏｌｕｔｉｏｎ


Ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ Ｓｏ ｌｕｔｉｏ ｎＳｉｍｉｌａｒｉｔｙＳ ｏ ｌｕｔｉｏ ｎ

：：

＊＼…Ｖ 

■

°

〇2 04 0

￣̄
6 0


8 002 04 06 08 0

Ｘ ／ｍＸ／ｍ
ａｂ

＿ 
1

单 侧 无水 每 讓 壤
何巍 解 对 ｔｔ。

？＝让 5 6 ｓ
；
ｋ ？＝1 ，3 〇 ｓ

Ｆｉｇ
． 1Ｎ ｕｍｅ ｒｉｃ ａ ｌ ｓｏｌｕ ｔｉｏｎｏｆ ｏｎｅ  ｓｉｄ ｅ ｄ ｒｙ 

ｄ ａｍｂ ｒｅ ａ ｋ
ｐ

ｒｏ ｂ ｌｅｍｖ ｅ ｒｓｕ ｓ ｔｈ ｅ ａｎａ ｌｙ ｔｉｃ ａ ｌ ｓｏ ｌｕ ｔｉｏｎ．

ａ．ｆ
＝
0 ．5 6 ｓ；ｂ

．ｔ
＝

ｌ．3 0 ｓ．
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质 ，另

一

侧没有物 质 的情况，即 所 谓 干湿边界条件 问求 解过程可参见 Ｊｕ？ｅｉａｌ．，2 0 1 3 ） 的 求 解 方 法。
■ 。本文采甩类似 Ｂｒａｄｆｏｒｄ＾ 

Ｂ ｒａｄｆｏｒｄｅｔａｌ．， 2 0 0 2
）翁 应 用 数備霞 我 们计算 了

一个貪 5ｍ的養直雜 坡方法，即 采 用
一个小 深 度 控 制 阈值，如 果 深度小于该的经典溃视 问题，其中两个主要物理参数，内 摩 擦 角霞，则 动量方程不计算 ，质量守恒方程正常计算 ，如为 2 5

°

，床面摩擦角 5 为 2 5％图 （
1
） 给 出 了 两个时果超 过该阈 偉 ， 则 按麗正常方法计算3 实 践 怔明 这是刻 深度分 布的 数偉 解 和 解 析解 。

一

套 行 之有 敦
的 碎屠 流 前 缘 处理方 法ｅ由 此可见就爾 面 形状演 化 来看

，， 数 偉
解和 相 似ｎ

解 的 吻 合 程度 令 人满 意《 因 为 ：．右 侧 淺 有 物 质 ，刖鎌

的 传播实 麻 为 稀疏 波 ， 不 会产 生 甸 断 ，数值解 和 解 析

解 吻 合 。 前 缘 鄭分 轮廓 的 捕捉 数值 结果与 理论解基
本一致存 在 较 小 的 差异 ，说明 前 缘千湿边 畀 条怦

的 处理方
法合 理￥
况且在实 际 问 題中 ，地表

：往往是

凹凸 不平， 因 此这点 误差是 可 以 接 受的

3 碎 層流和 障 碍 物 相互作 用

？ 2实 际 的麵流研究过程中 ，餐常会遇到 碎 屑 流Ｋ
ｇ
． 2Ａ ｔ

ｙｐ
ｉｃａｌｅｆｅ ｏｔｒｉ ｏａ ｌＳ

ｙ
ｓｔｅｍ

ｐ
ｒｏｔｅｃｔｉ ｏｎ8Ｃ ｋ ｅ ｎＷｆｏｒ和结构物 的 相

互作 用 问 题，例如 为 了 保 护 工业设施
ｓｎｏｗａｖａｌａｎｃｈｅ  ｈ ａ ｚａ ｒｄ ｉｎＳｗｉｔｚｅｒｌａｎｄ

或 城 镇居 所，書要 对碎 屑 流进行分 流 ，弁變立一个所

，请尾流区 ，在 那里颗粒物 质 稀少从 而 使电力 设施不
2 ．2 溃规问题及其验证受损害^图 （ 2

） 给 出 了 瑞士某个防护霄崩 的 案 例 。

一
侧无物 质 的经典溃坝间题相 似 解 ，黑体 使 用我们 ：的 数 眞 方法初 參 评 愤

了 碎 屬流和这种四痛
4 0


1



1



ｊ



1



1



1

  24 0 


1



1



ｊ



1



1



1



Ｉ  0 ．3 5

3 0 
■．

 ■3 0 ■－

 Ｉ
 〇3

卜

．

◎

士）
：

5

1 0 
■．

 ■1 0 ■－ Ｉ 
°－1 5

ＩＩ
〇
ｉ1 ｉ 1    1 議

 0 ．5〇
ｌ＞＞＊？

〇〇 5

01 02 03 04 05 06 0〇1
〇2 03 04 05 06 0

Ｘ
（ｍ）Ｘ

（ｍ）
ａｂ

4 0ｉｉｊ｜ｉｉＩ〇．74 0


1



1



ｊ



1



1



1



 0 ．6

■
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旦  2 0 ．Ｃ ：．． 0 ． 4旦 2 0 ．^
Ｌ Ｊ■

1 〇
＇＇

 Ｉ  0 ．21 〇
＇＿

 ｜

。 ．2

°

01 02 03 04 05 06 0〇 1°

01 02 03 04 05 06 0〇Ｊ

Ｘ
（
ｍ
）Ｘ （ｍ）

ｃｄ

图 3 碎屑 流 和 障碍物 的 相互作 用 ，4个典型时 刻 （ｉ
＝0 ｓ， 1 ． 9 ｓ，

ｉ＝4 ．8 ｓａｎｄ ｉ＝1 1 ｓ ）

的 深 度 等 值线 ， 其 中 虚 线 区域 为 斜 坡至流 通区过渡 段 ，左侧 为 斜 面 ，右 侧 为 流 通区
Ｆ ｉ

ｇ
． 3Ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆａｖａｌａｎｃｈ ｅａｔｆｏｕ ｒｔｙｐｉｃａｌｔｉｍｅｓ（ｉ＝0ｓ，ｔ＝1 ． 9 ｓｆ

ｔ＝4．Ｓｓａｎｄ1 1 ． 0 ｓ）ｄｕｒｉｎｇｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎａｖａｌａｎｃｈｅａｎｄｏｂｓｔａｃｌｅ．Ｔｈｅｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｓｈｏｗｓｔｈｅｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｌｏｐｅａｎｄ

ｒｕｎｏｕｔ，ｔｈｅｌｅｆｔｓｅｃｔｉｏｎｉｓｔｈｅｓｌｏｐｅ，ａｎｄｔｈｅｒｉｇｈｔｓｅｃｔｉｏｎｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｒｕｎｏｕｔｚｏｎｅ
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体 障 碍物 的 相 互作 用 规 律 。 基本算 例 如 下，

一个半Ｄ ｅｎｌｉｎｇｅ ｒＲ Ｐ ， Ｉｖｅｒｓｏｎ Ｒ Ｍ． 2 0 0 1 ． Ｆ ｌｏｗｏｆｖ ａ ｒｉ ａ ｂ ｌｙ  ｆｌ ｕｉｄｉｚ ｅ ｄ  ｇ
ｒａ ｎｕｌａｒ

2  5ｍ的 壬求 骨 ； ｜
＿

由ｍａｓｓｅｓａｃｒｏｓｓｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｅｒｒａｉｎ2 ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓａｎｄ

＾ 不稳 定 往下流 动 过程中 和

一个四 面体 障 碍ｅＸＰ＿＿ｌＥａｒｔｈ ’

1 0 6 （Ｂ 1 ） ： 5 5 3
￣

5 6 6 ．

物 相 互作 用 ，经过一个圆弧形的过渡 带 后 进 人流 通Ｇ ｅＯＴｇｅＤ Ｌ ＿，Ｉｖｅ＿Ｒ ＭｍＡ ｄｅＰ
ｔｈ＿＿ｍｇｅｄｄｅｂｒｉ ｓ

＿ｆｌｍｖｍｏｄｅｌｔｈａｔ区， 四 面体 障 碍物 的 高 度 为
2 ．5ｍ，地面外 接 圆 半径ｉｎｃｌｕｄｅｓｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｅｖｏｌｖｉｎｇｄｉｌａｔａｎｃｙ．ＩＩ■Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ也是2 ．5ｍ。具体计算尺寸 如 图 （ 3 ａ
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