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　 　 编者按：在大学物理教学中一般只讨论势能不随时间变化的功能原理，势能随时间变化的功能原理
很少涉及，因此学生在遇到此情况时可能犯错误，甚至有些老师也不能免 ．朱如曾先生对此问题作了详
尽说明，并给出实例，是一篇值得注意的文章 ．

力场与时间有关系统的功能定理及其应用

朱如曾
（中国科学院 力学研究所 非线性国家重点实验室（ＬＮＭ）微重力国家实验室（ＮＭＬ），北京 　 １００１９０）

摘要：与时间有关的有势力场与其他力共同作用系统的功能定理具有比普通的功能定理更为强大的应用价值，本文介

绍这一功能定理，并应用于不同参考系观察同一系统的机械能如何变化的两个简单实例：在地面上和升降机中观察地面附

近同一质点的机械能变化，在地面上和在运动车厢里看一端固定于车厢壁的弹簧振子的机械能变化 ．指出了有些文献的有

关错误 ．

关键词：与时间有关力场；功能定理；机械能守恒定理；重力场；轻质弹簧振子
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　 　 如所熟知，与时间无关的有势力场中力学系
统的功能定理十分重要，按照功能定理，系统机械

能的增加等于其他力所做功之和 ．功能原理在许多
领域的应用研究一直连绵不断，且越来越广泛深

入
［１３］
，甚至应用于当前盛行的分子动力学模拟，

如纳米液滴的碰撞模拟研究
［１］
、生物医学中对疾

病的表征方法研究，如脑瘫儿童步态病理的标定

研究等等
［２］．对于既存在其他力，而有势力场又与

时间有关的系统，机械能的变化自然应当由一种

更为广泛的功能定理所决定
［４，５］．这种功能定理无

疑是十分重要的基本定理，而且必将有广泛的应

用前景，但是不属于现行大学物理课程的范围 ．然
而在大学物理教学中与时间有关力场的例子往往

又不可避免，对于这样的例子，机械能的变化往往

只能单一地从动力学的计算得出 ．对物理教学讨论
文献中出现的这类典型系统的机械能变化问题，

在动力学计算方法之外采用与时间有关力场中的

功能定理进行处理既方便，对于澄清物理概念又

大有好处，所以本文将在第一节介绍这一功能定

理，然后在第 ２ 节将其应用于不同参考系观察同
一系统的机械能如何变化的二个简单实例：在地

面附近重力场中的质点和一端固定在车厢壁的轻

质弹簧振子，最后第 ３ 节是结论 ．

１　 力场与时间有关系统的功能定理及机械
能守恒定律

　 　 定理 １　 力场与时间有关系统的功能定理
对任一惯性系中各质点的位置和速度分别为 ｒ ｉ

和 ｖ ｉ （ｉ ＝ １，…，ｎ）的 ｎ 质点系统，如果除受到与时
间 ｔ 有关的，势函数分别为 Ｅ ｐｉｎ和 Ｅ ｐｏｕｔ的有势内力
ｆ ｉｎｉ和有势外力 ｆｏｕｔｉ的作用外，还受到其他力 ｆｏｔｈｉ
（ｉ ＝ １，…，ｎ）的 作 用，则 系 统 的 机 械 能 Ｅ
的变化率为

ｄＥ
ｄｔ
＝

ｉ
ｆｏｔｈｉ·ｖ ｉ ＋

Ｅ ｐ
ｔ

（１）

式中，Ｅ ＝Ｅ ｋ ＋Ｅ ｐ，Ｅ ｐ ＝Ｅ ｐｉｎ ＋Ｅ ｐｏｕｔ，Ｅ ｋ是系统的总动能 ．
证明 　 由势函数的定义

ｆ ｉｎｉ ＝ －
Ｅ ｐｉｎ
ｒ ｉ
，　 ｆｏｕｔｉ ＝ －

Ｅ ｐｏｕｔ
ｒ ｉ

（２）

得

ｄＥ ｐｉｎ
ｄｔ
＝ －

ｉ
ｆ ｉｎｉ·ｖ ｉ ＋

Ｅ ｐｉｎ
ｔ

（３）

ｄＥ ｐｏｕｔ
ｄｔ

＝ －
ｉ
ｆｏｕｔｉ·ｖ ｉ ＋

Ｅ ｐｏｕｔ
ｔ

（４）
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系统的总动能 Ｅ ｋ遵从动能定理
ｄＥ ｋ
ｄｔ
＝

ｉ
ｆｏｔｈｉ·ｖ ｉ ＋

ｉ
ｆ ｉｎｉ·ｖ ｉ ＋

ｉ
ｆｏｕｔｉ·ｖ ｉ

（５）
将式（３）、（４）和式（５）相加即得式（１）．证毕 ．

需要注意，实际的内力势函数都不显含时间，除

非特殊假定 ．式（１）等价于文献［６］中用广义坐标表
示的“机械能变化规律”．式（１）曾见于文献［４］，在
单质点一维运动且无其他力情况下式（１）简化为文
献［５］的结果 ．

当参考系不是惯性系时，只需将惯性力视为其

他力，就可以适用本功能定理 ．
当势函数与时间无关时，式（１）右边第二项恒

等于零，本功能定理即退化为势函数与时间无关的

普通的功能定理 ．
由功能定理直接得到机械能守恒定律

［４］．
定理 ２　 力场与时间有关系统的机械能守恒定理
对于力场与时间有关的系统，如果在某段时

间内


ｉ
ｆｏｔｈｉ·ｖ ｉ ＋

Ｅ ｐ
ｔ
＝ ０ （６）

则在该段时间内系统的机械能守恒 ．
上述功能定理和机械守恒定理的证明并未限定

于哪一个具体的惯性系，所以这些定理对各惯性系都

成立，这符合相对性原理的要求．由于非惯性系的表
征（加速度和角速度）是惯性系的观察量，因此“将惯

性力视为其他力的非惯性系，可适用上述功能定理和

机械能守恒定理”就是惯性系的一条定理，它当然也

必须服从相对性原理．但是对于同一系统，相对性原
理显然不能也没有义务保证条件（６）对所有惯性系
（和用惯性力修饰过的非惯性系，下同）一致地满足

或一致地不满足，所以相对性原理虽然保证机械能守

恒定理对于所有惯性系成立，但是它不能保证机械能

守恒的事实对于所有惯性系都成立．

２　 应用实例

２．１　 在地面上和升降机中观察地面附近同
一质点的机械能变化

　 　 如图 １ 所示，一质量为 ｍ 的质点在地面附近重
力场作用下相对于地面运动，一电梯相对于地面以

恒速 ｖ０ 上升 ．现在分别从地面参照系 Ａ 和电梯参照
系 Ｂ 中看，质点的机械能是否守恒？

对于这一问题，忽略地球的自转和公转、地球上

图 １

其他物体相对于地球的运动和其他天体的影响，假

设只有地球、质点和电梯这 ３ 个物体存在，而电梯对
质点的引力可以忽略 ．对于这一假设的模型，由于质
点与地球之间的相互吸引，在质点与地球的共同质

心系（惯性系）中看，地球和相对于地球做匀速运动

的电梯都有微小的加速度 ｍｇ ／ Ｍ（Ｍ 是地球的质量，
ｇ 是重力加速度，在地面附近视为常数），因而都不
是严格的惯性系 ．因此在地面系和电梯系中看，质点
和地球都受到微小惯性力的作用 ．质点受到的惯性
力（－ｍ２ｇ ／ Ｍ）与地球对它的引力 ｍｇ 相比显然可以
忽略不计；地球受到的惯性力是（－ｍｇ），在地面系中
看，地球速度为零，惯性力不做功；但是在电梯系中

看，地球有速度（－ｖ０），故惯性力对地球所作功率是

ｍｇｖ０，这是不能忽略的
［７］．细心的读者自然会问，其

他被忽略的因素对地球的实际小扰动可能比质点对

地球引起的小扰动大，这种模型是否不合理啊？实

际上，假设被忽略的其他因素和质点实际上分别使

地球得到了远小于 ｇ 的加速度 ａ１ 和 ａ，从而使电梯
中的惯性力对地球做的功率为 ａ·Ｍｖ０ ＋ａ１·Ｍｖ０ ．同
时，其他因素提供的外力本身对地球所做的功率是

－ａ·Ｍｖ０，它抵消了对应的惯性力的功率项 ．所以对
于本问题，计算一个质点的机械能变化时，不必考虑

真实存在的其他可能大得多的对地球的小扰动 ．
当我们把地球和质点作为一个两体系统讨论

时，重力场称为它们之间的相互作用内力场 ．如果在
我们所采用的某参考系中，能够预先知道或近似知

道地球的坐标（即地面的坐标）随时间的变化（例

如，在地面系 Ａ 中 ｈ地面Ａ不随时间而变，在电梯系 Ｂ
中 ｈ地面Ｂ ＝ ｈ地面Ｂ（０）－ｖ０ ｔ，在地球和质点的共同质心系
Ｃ 中 ｈ地面Ｃ近似不随时间而变），这个地球的坐标就
可以不作为未知位形变量进入系统的运动微分方程

之中，于是我们面对的是单质点在重力场中的运动，

此时重力场便被称为由地球坐标的时间函数所确定

的已知外力场，它是来自内力场的外力场 ．因此得到
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如下定义
［８］
：

定义 １　 在外力场概念下质点的重力势能就是
内力场概念下质点与地球之间的相互作用势能 ．

我们知道，内力势能由系统中各对质点之间的

距离决定，而与系统中各质点的速度无关 ．由于参考
系（惯性系和非惯性系）的变换完全不改变系统中

各对质点之间的距离以及相互作用力，所以内力势

能具有参考系变换下的不变性（即在不同参考系同

时观察同一系统的内力势能是相等的），于是由

定义 １得到定理 ３：
定理 ３　 对同一系统，不同参考系中的势能（内

力势能及根源于内力场的外力势能）具有参考系变

换的不变性 ．
为简单起见，做如下关于势能零值的约定：

约定 １　 质点与地面距离为零时质点与地球之
间的相互作用势能即重力势能为零 ．

（为了进一步认识势能数值在地面和升降机中

相等这一关键概念，可以以公共的无限远处为势能

零点，分别在地面系和升降机中对地球引力进行精

确的等时积分 ．由于引力和距离都是参考系变换不
变量，因此引力的等时积分即势能也是参考系变换

不变量 ．当然，为了在升降机中讨论质点的运动规
律，可以以升降机的底为势能的零点 ．这样用牛顿力
学算出的任何结果在升降机中都正确 ．但是要涉及
参考系变换就必须遵从本文定义 １ 和定理 ３，否则
势能便不可比较 ．这就像世界各国在涉及外贸时必
须换为世界货币才能比较大小和交换！）．

下面对图 １ 所示系统分别采用内力场和外力场
概念进行处理 ．
２．１．１　 内力场处理

既然视为内力场，地球与质点便被视为是两体

系统，地面和质点在参考系 Ａ 和 Ｂ 中的竖直坐标
ｈ地面Ａ，ｈ质点Ａ，ｈ地面Ｂ和 ｈ质点Ｂ以及水平坐标就都是系统
的位形坐标 ．

１）从地面上看（非惯性参考系 Ａ）
按照约定 １，当（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ）＝ ０ 时的相互作用

势能 Ｅ ｐｉｎＡ为零 ．对式（２）的第一式做等时积分并利
用约定 １ 得

Ｅ ｐｉｎＡ ＝ｍｇ（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ） （７）
此式表明 Ｅ ｐｉｎＡ只显含位形坐标 ｈ质点Ａ和 ｈ地面Ａ，而不
显含时间 ．系统虽然受到属于“其他力”的惯性力作
用，但是由于在 Ａ 中看地球静止（ｈ地面Ａ为常量），惯
性力不作功，而惯性力对质点所作的功又可以忽略

不计，所以功能定理式（１）给出两体系统的机械

能ＥＡ 满足
ｄＥＡ
ｄｔ
＝ ０ （８）

其中

ＥＡ ＝ｍｇ（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ）＋
１
２
ｍｖ２Ａ （９）

（ｖＡ 为质点的速度，地球动能始终保持为零）．式（８）
表明两体系统机械能（近似）守恒 ．

２）在电梯参照系（非惯性参考系 Ｂ）中看
由定理 ３ 和非惯性系 Ａ 中的内力势能式（７）得

参考系 Ｂ 中的相互作用势能为
Ｅ ｐｉｎＢ ＝Ｅ ｐｉｎＡ ＝ｍｇ（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ）＝ ｍｇ（ｈ质点Ｂ －ｈ地面Ｂ）

（１０）
（等时积分势能函数的定义式（２）的第一式，并利用
约定 １ 也能给出此式 ．）式（１０）表明，相互作用势能
只显含二个位形坐标 ｈ质点Ｂ和 ｈ地面Ｂ，而与时间无关 ．
作为其他力的惯性力 －ｍｇ 对质点所作的功可以忽
略不计，但对地球所作功率为 ｍｇｖ０，所以功能定理
式（１）给出两体系统机械能 ＥＢ （近似）满足

ｄＥＢ
ｄｔ
＝ｍｇｖ０ （１１）

其中

ＥＢ ＝ｍｇ（ｈ质点Ｂ －ｈ地面Ｂ）＋
１
２
ｍｖ２Ｂ ＋

１
２
Ｍｖ２０ （１２）

这里 ｖＢ 为质点的速度，且
ｈ地面Ｂ ＝ ｈ地面Ｂ（０）－ｖ０ ｔ （１３）

（将式（１２）代入式（１１）左端并利用式（８）可验证
式（１１））．式（１１）表明在电梯参照系中看，系统的机
械能不守恒，并表明其根源在于惯性力对地球所做

之功不能忽略 ．这也就是文献［８］的结果 ．
２．１．２．　 外力场处理

此时，地球的竖直坐标 ｈ地面Ａ和 ｈ地面Ｂ以及水平

坐标都是时间的已知函数，不作为待求的位形坐

标 ．因此系统成为重力场中的单体系统，其位形坐
标就 只 有 质 点 的 竖 直 坐 标 ｈ质点Ａ 和 ｈ质点Ｂ 及
其水平坐标 ．

１）在地面上（非惯性参考系 Ａ）看 ．直接利用定
义 １ 和式（７）（或者对势能函数的定义式（２）的第二
式等时积分，并利用约定 １）得 Ａ 中的重力势能为

Ｅ ｐｏｕｔＡ ＝Ｅ ｐｉｎＡ ＝ｍｇ（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ） （１４）
式中，ｈ地面Ａ与时间无关，此式表明势能只显含作为
位形坐标的质点的竖直坐标而不显含时间 ．质点所
受作为其他力的惯性力所作之功可以忽略不计，所

以功能定理式（１）给出机械能 ＥＡ 满足
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ｄＥＡ
ｄｔ
＝ ０ （１５）

其中

ＥＡ ＝ｍｇ（ｈ质点Ａ －ｈ地面Ａ）＋
１
２
ｍｖ２Ａ （１６）

式（１５）表明系统机械能（近似）守恒，这与内力场处
理的结论（８）一致 ．

２）从电梯 （非惯性参照系 Ｂ）中看 ． 地 面
的坐标为

ｈ地面Ｂ ＝ ｈ地面Ｂ（０）－ｖ０ ｔ （１７）
直接利用定义 １ 和式（１４）（或者对式（２）的第

二式进行等时积分，并利用约定 １）得 Ｂ 中重力势
能为

Ｅ ｐｏｕｔＢ ＝Ｅ ｐｉｎＢ ＝ｍｇ（ｈ质点Ｂ －ｈ地面Ｂ）＝
ｍｇ（ｈ质点Ｂ －ｈ地面Ｂ（０）＋ｖ０ ｔ） （１８）

式（１８）表明，Ｅ ｐｏｕｔＢ不仅与质点高度这一位形坐标
ｈ质点Ｂ有关，还显含时间 ｔ．这是由于在电梯上看，重力
场的源（地球）是运动的 ．又由于质点所受作为外力
的惯性力所作之功可以忽略不计，所以功能定理的

式（１）给出系统机械能 ＥＢ 满足
ｄＥＢ
ｄｔ
＝
Ｅ ｐｏｕｔＢ
ｔ( )

ｈ质点Ｂ

（１９）

其中

ＥＢ ＝ｍｇ（ｈ质点Ｂ －ｈ地面Ｂ（０）＋ｖ０ ｔ）＋
１
２
ｍｖ２Ｂ （２０）

将式（１８）代入式（１９）得
ｄＥＢ
ｄｔ
＝ｍｇｖ０ （２１）

此（近似）式与内力场处理的结果式（１１）一致，表示
系统的机械能不守恒 ．式（１９）显示，系统在电梯中看
机械能不守恒的根源在于外力场的势函数显含时

间，而后者又根源于重力场源地球是运动的
［９］．

２．１．３．　 在地球和质点的共同质心系 Ｃ 或相对于质
心以匀速 ｖ０ 运动的惯性系 Ｄ 中的观察与在
非惯性系 Ａ 和 Ｂ 中的观察之比较

　 　 惯性系 Ｃ 和 Ｄ 与非惯性系 Ａ 和 Ｂ 的差别确实
很小，但下面的分析表明其中的观察结果的差异却

不是都很小 ．对于内力场处理，无论在 Ｃ 或 Ｄ 中观
察，都无其他力，且势能都不显含时间，故机械能都

守恒（但是在 Ａ 中机械能（近似）守恒，在 Ｂ 中不守
恒，由（近似）式（１１）表示）．对于外力场处理，如果
在 Ｃ 中观察，则无其他力，且作为重力场源的地球
（近似）静止，故重力势能场（近似）不显含时间，因

此系统机械能（近似）守恒（与 Ａ 中观察（近似）相

同）；如果在 Ｄ 中观察，虽然无其他力，但是地球的
速度（近似）为－ｖ０，所以重力势能显含时间，因此系
统机械能不守恒（（近似）结果与 Ｂ 中观察到的
（近似）式（２１）相同）．
２．１．４　 对有关文献的澄清

文献［１０］的例 １ 对于同一问题采用了外力场
处理，但是与本文的定义 １ 及约定 １ 不同，在电梯中
和地面上势能零点各取本参考系的原点，从而得到

了地面系和电梯系机械能都守恒的结果 ．但是这只
是地面附近可近似视为均匀场的一种局部巧合 ．如
果精确考虑，或范围扩大一点，地面系和电梯系中重

力场便不能视为均匀场，此时即使采用文献［１０］的
势能零点取法，那么，地面系机械能守恒，而电梯系

中重力场及其势能将显含时间，这违反了机械能守

恒定理的条件（６），由定理 １ 知机械能不守恒！顺
便指出，该文的例 ２ 对于固联于运动车厢的斜面上
的滑块，为了凑合出地面上看系统机械能也守恒的

错误结论，将斜面作用于滑块的约束力所做之功独

出心裁地说成是以“约束力势能的减小”为代价 ．事
实上，如果一定要定义一个“约束力势能”的话，那

就是斜面的弹性势能 ．然而由于刚性的斜面没有形
变，其弹性势能永远为零，无法减小 ．十分明显，约束
力对滑块所做之功其能量来源于滑块下滑过程中维

持小车匀速运动的动力机械所消耗的电能或化

学能 ．
２．２　 在地面上和在运动车厢里看一端固定于车厢

壁的弹簧振子的机械能变化

　 　 文献［１１］第 １１３ 页至 １１４ 页对运动车厢里的弹
簧振子在地面上看机械能不守恒给出了一个简单的

证明：如图 ２ 所示，“在车厢里光滑桌面上弹簧拉着
一个物体 ｍ 作简谐振动，车厢以匀速 ｖ 前进 ．选弹簧
和 ｍ 作为我们的系统，厢壁在 Ｃ 点拉弹簧的力 ｆ 是
外力 ．以地面为参考系，ｄＡ外 ＝ ｆ·ｖｄｔ≠０，从而系统的
机械能 Ｅ振子 ＝Ｅ ｋ ＋Ｅ弹簧 ｉｎ≠常量 ．换到车厢参考系，弹
簧与厢壁的连接点 Ｃ 没有位移，外力 ｆ 不作功，
ｄＡ′外 ＝ ０，系统的机械能 Ｅ′振子 ＝Ｅ′ｋ ＋Ｅ′弹簧 ｉｎ ＝常量 ．”

图 ２　 运动车厢里的弹簧振子
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这一证明基于文献［１１］中已经强调的弹簧势
能只由弹簧长度决定而与时间无关，故适用势函数

与时间无关条件下的功能定理 ．也许有人要问，在多
体（地球＋车厢＋弹簧＋小球）的质心系统（惯性系）
中看，由于弹簧的振动，地球和车厢都有微小的变化

着的加速度因而不是严格的惯性系 ．小球要受到惯
性力的作用，上述处理忽略了作为外力的惯性力的

功是否合理呢？回答是，因为弹簧的拉力远大于小

球受到的惯性力，故在地球或车厢中看，小球受到的

惯性力都可以忽略不计，即地球和车厢都可以近似

地视为惯性系 ．
在文献［１１］的上述处理中，系统由一根质量可

以忽略的弹簧和一个小球组成，车厢和地球是外界，

这种描述方式 可 以 称 之 为 “实体模型”． 文 献
［１２，１３］在“实体模型”下纠正了类似问题上文献
［１４］的错误观点 ．

我们还可以换一种等效的力场模型来处理这一

问题 ．考虑到弹簧本身的动能忽略不计，对于小球和
车厢壁而言，弹簧的唯一作用是以小球与其平衡点

的距离为自变量按照胡克定律同时向小球和车厢壁

提供相反的作用力，因此在地面和小车上可以分别

用在相应的位形空间（ｘ）和（ｘ′）中假设车厢壁与小
球之间存在服从胡克定律：

ｆ ′＝ ｆ ＝ －ｋ（ｘ′－ｘ′０）＝ －ｋ（ｘ－ｘ０） （２２）
（其中 ｘ０ 和 ｘ′０ ＝ ｘ０ －ｖｔ 分别为小球的平衡位置在地
面和小车上的坐标）的有势力场取代弹簧实体的存

在，从而系统可以被描述为质量为 ｍ 的小球（质点）
在车厢壁所提供的、遵从胡克定律式（２２）的有势力
场中运动 ．于是我们可以像例 １ 一样等价地采用内
力场处理和外力场处理 ．在内力场处理下，势能函数
与时间无关 ，不是本文所重点关注的，为节省篇幅，

建议读者参考文献［１５］对类似问题的处理 ．下面只
具体给出外力场处理 ．

与上面的定义 １、定理 ３ 和约定 １ 类似有定义
２、定理 ４ 和约定 ２．

定义 ２　 在外力场概念下小球的势能就是内力
场概念下小球与车厢壁之间的相互作用势能 ．

定理 ４　 小球的势能由小球与车厢壁之间的距
离决定而与参考系无关 ．

约定 ２ 　 小球在车厢中的平衡位置 ｘ′０ 取为小
球与墙壁之间相互作用势能的零点也即外力场势能

的零点 ．
上面已说明小车和地球都可以近似地视为惯性

系 ．系统的机械能是小球的动能加上小球在有势外

力场中的势能 ．
在小车上看，等时积分式（２）的第二式，将式

（２２）代入并利用约定 ２ 得小球的势能为

Ｅ′小球ｐｏｕｔ ＝ ∫
ｘ′

ｘ′０

ｋ（ξ － ｘ′０）ｄξ ＝ ∫
ｘ′ － ｘ′０

０
ｋηｄη ＝

１
２
ｋ（ｘ′ － ｘ′０）

２
（２３）

本模型除有势外力场外无其他作用力，故方程

（１）给出系统的机械能 Ｅ′小球满足
ｄＥ′小球
ｄｔ
＝（Ｅ′小球ｐｏｕｔ ｔ）ｘ′ ＝ ０ （２４）

此式表明在小车上观察，系统的机械能守恒 ．
在地面上看，小球相对于小车的平衡位置 ｘ′０ 的

地面系坐标 ｘ０ 是
ｘ０ ＝ ｘ′０ ＋ｖｔ′ （２５）

由定理 ４、约定 ２ 和式（２３）（或者等时（即等
ｘ０）积分式（２）的第二式，将式（２２）代入并利用约定
２ 和式（２５））得小球的势能为

Ｅ小球ｐｏｕｔ ＝Ｅ′小球ｐｏｕｔ ＝
１
２
ｋ（ｘ′－ｘ′０）

２ ＝
１
２
ｋ（ｘ－ｘ０）

２

（２６）
式（２２）和式（２６）表明，力场和势能函数的空间分布
函数 ｆ 和 Ｅ小球ｐｏｕｔ不仅与小球的空间坐标 ｘ 有关，还
与参数 ｘ０ ＝ ｘ′０ ＋ｖｔ 有关，即显含时间 ｔ，其物理图像是
整个外力场 ｆ 及其势函数 Ｅ小球ｐｏｕｔ在 ｘ 空间以速度 ｖ
随时间平移，其物理根源是，在地面上看，胡克力场

的源（墙壁）具有速度 ｖ．
本模型除有势外力场外，无其他力作用，故方程

（１）简化为
ｄＥ小球
ｄｔ
＝（Ｅ小球ｐｏｕｔ ｔ） （２７）

将式（２６）代入式（２７），并利用式（２５）得
ｄＥ小球
ｄｔ
＝（ｄＥ小球ｐｏｕｔ（ｘ－ｘ０） ｄ（ｘ－ｘ０））（（ｘ－ｘ０）／ ｔ）ｘ

＝ －ｋｖ（ｘ－ｘ０） （２８）
此式表明在地面上观察系统的机械能不守恒，除非

ｖ ＝ ０，即小车不开动 ．
以上结论与实体模型所得结论完全一致 ．
顺便指出，以外力场模型的观点看待文献

［１４，１６］对类似问题的处理，那么其错误来自这些
文献对于与时间有关的力场，将势能定义式（２）中
的空间偏导数误解为空间全导数，从而将势能积分

表示式（２３）中负力的等时路径积分式误写为随体
路径积分 ．后者根据动能定理实际上是系统动能的
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减少，作者们既然将它误解为系统势能的增加，当然

就得到系统机械能守恒的错误结论了 ．

３　 结论

与时间有关力场的功能定理确实具有广泛的使

用价值，且其证明极其简单，值得在大学物理课程中

列为选修内容或者思考题 ．过去由于某些文献的作
者缺乏这方面的关注而导致的错误得到了原则上的

纠正 ．
致谢：十分感谢北京大学赵凯华教授的有益讨

论和建议 ．
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