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摘 要 发展了一种基于任意多面体网格的 Navier-Stokes( NS) 方程并行求解器，基于积分守恒形式 NS 方程组，发展了支持

任意多面体网格的中心有限体积方法。采用基于面的连接关系，对不同拓扑类型的网格［如结构网格、非结构混合网格、多面

体网格及剪切六面体( TＲIMMEＲ) 网格］进行统一处理。对于无黏通量空间离散格式采用 HLLEW( Harten-Lax-Van Leer-Ein-
feldt-Wada) 格式，湍流模型采用 k-ω 两方程模型，时间推进采用适合并行计算的 DP-LUＲ( data-parallel lower-upper relaxation) 格

式的隐式算法。对 ＲAE2822 翼型和 ONEＲA M6 机翼的结构网格、混合网格、多面体网格及 TＲIMMEＲ 网格进行了对比验证，

结果表明发展的求解器具有较好的网格普适性，在不同拓扑类型的网格上均能求得较为接近实验值的结果; 对多面体网格测

试了加速比和并行效率，并行计算大大提高了计算效率。证明了求解器具有宽广的网格适应性，能够较为稳定、快速、准确地

模拟定常绕流问题。
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随着计算机水平和计算能力的提高，研究人

员希望借助 CFD 软件对复杂外形及复杂工况进

行模拟计算 ; 这就对计算网格的合理设计及高质

量生成提 出 了 更 高 的 要 求［1］。结 构 网 格 具 有 较

好的正交性和网格质量 ; 但对于复杂外形生成较

为困难 ; 纯四面体非结构网格易于生成，且具有

良好的复杂外形适应性 ; 但其属于各向同性网格

单元，需要巨大的网格量才能模拟黏性边界层流

动。因此仅 在 无 黏 流 动 计 算 中 得 到 了 广 泛 的 研

究和应用［2—4］。引入各向异性的三棱柱、狭长六

面体网格单元作为边界层网格，采用金字塔网格

单元过渡到 四 面 体 单 元 的 非 结 构 混 合 网 格 成 为

现今模拟 黏 性 流 动 的 主 要 策 略。非 结 构 网 格 的

采用能大幅减少研究人员生成网格花费的时间，

但同时由于网格扭曲和较差的网格过渡，可能会

导致计算 近 似 解 的 偏 差［5］。多 面 体 网 格 包 括 组

成混合网格的四面体、六面体、三棱柱和金字塔

网格，之外还包括任意多面的多面体。网格生成

比非结 构 网 格 更 容 易 实 现，人 工 花 费 的 时 间 更

少 ; 而且在网格自适应和重叠网格的应用方面有

更高的自由度 ; 但同时网格过渡可能更差。大部

分基于非结构网格的求解器只支持四面体、六面

体、三棱柱及金字塔四种标准网格。本文旨在从

基于面的连接关系出发，将不同类型的网格单元

统一进行处理，发展支持任意多面体网格的有限

体积方法，开发适用于任意多面体 网 格 的 NS 方

程并行求解器。
结构网格可以用三个方向上的 ijk 来标识每一

个网格单元及每一个节点; 而非结构网格和多面

体网格则需要耗费较大的内存来记录节点、边、面

及体等之间的连接关系。对于本文采用的格心型

有限体积方法，基于面的连接关系较为适用，因为

几乎所有的变量( 无黏通量、黏性通量和原始变量

梯度等) 都要计算穿过面的通量; 每一个内部面记

录其两侧的网格单元编号，并根据左右两侧网格

单元体心上的值来构造格式求出面的通量，直接

将面通量累加到两侧单元上，避免了存储面的通

量，节省了计算机内存。运用这种方法将结构网

格、非结构网格、多面体网格以及 TＲIMMEＲ 网格

统一进 行 处 理，不 必 对 不 同 网 格 类 型 进 行 特 殊

处理。
遍历所有网格单元，记录归属于每个单元的所

有面，利用八叉树搜索算法查找并删除重复的面，同

时记录面两侧网格单元的编号及面上的节点编号等

拓扑信息，避免了重复面的计算，减小了计算量和内

存占用。
基于上述的数据结构，本文成功发展了支持

任意多面体网格的 NS 方程并行求解器。在达到

对网格类型的普适性的同时，也能保持较好的计

算精度。通过对 ＲAE2822 翼型的结构网格、混合



网格、多 面 体 网 格 及 TＲIMMEＲ 网 格 进 行 对 比 计

算，得到四种网格的计算结果，并与实验结果进行

了对比。对 ONEＲA M6 三维机翼进行了四种网格

的对比计算，求解器在模拟三维复杂流动同样取

得了较好的结果，同时测试了并行程序的加速比

和并行效率。

1 计算方法

本文数值计算的控制方程为守恒型雷诺平均
NS 方程，采用中心有限体积方法，将变量存储在网

格单元中心; 时间推进格式采用基于 DP-LUＲ 格式

的隐式算法［6］; 湍流模型采用 Wilcox k-ω 两方程模

型［1］; 并行计算采用 MPI 消息传递接口进行数据的

传递。
1. 1 控制方程

在三维笛卡尔坐标下，不考虑外力和热源的守

恒型雷诺平均 NS 方程的积分形式可以表示为:


t∫VQ dV + ∮SE( Q) n̂dS = ∮S F( Q) n̂dS ( 1)

式( 1) 中，Q =［ρ，ρu，ρv，ρw，e0］
T 是守恒量矢量，E

为无黏通矢量，F 为黏性通矢量，V 为控制体的体

积，S 为控制体的表面积。采用中心有限体积方法，

将流场网格作为控制体将方程( 1 ) 进行离散化，定

常流动的离散形式可以写为

ΔV Qt
+∑

N

i = 1
En̂ΔSi = ∑

N

i = 1
Fn̂iΔSi ( 2)

式( 2) 中，N 是控制体的面个数，̂ni 为控制体第 i 个

面的外法线方向的单位矢量，ΔSi 是控制体第 i 个面

的面积。将每个面的 E 和 F 的通量求出之后按照

面法 线 方 向 累 加 到 左 侧 和 右 侧 的 控 制 体，如 将
En̂i ΔSi加到左侧的网格，将 － En̂iΔSi 加到右侧的网

格，即可得到每个网格的
Q
t
。

1. 2 空间离散格式

空间 离 散 格 式 采 用 基 于 Ｒoe 格 式 发 展 的
HLLEW 格式，数值通量可以写为［7］

ELＲ = 1
2 ( EL + EＲ －珚ＲΛ̂LΔQ) ( 3)

式( 3) 中，ΔQ =QＲ － QL，珚Ｒ、̂Λ 和 珔L 矩阵分别是 Ｒoe
平均的右特征矢量、本征值矢量和左特征矢量矩阵，

下标 Ｒ 和 L 分别代表面右侧和左侧的值。
网格面左侧原始变量值 qL 通过左侧格心变量

值 qi 利用梯度值进行泰勒级数展开，得到二阶精度

的重构值:

qL = qi + φiqi ( rL － ri ) ( 4)

式( 4) 中，qi 为网格面左侧网格单元 i 格心处的梯

度值，由高斯定理得到:

qi =
∑
j( i)

qf·Sij

Vi
( 5)

式( 5) 中，j 为所有与单元 i 相邻的单元，Sij为两者交

界面的面矢量，q f 为 qi 和 qj 根据距离面心的距离的

倒数加权平均得到，Vi 为单元 i 的体积。为抑制间

断 面 的 数 值 振 荡，引 入 Venkatakrishnan 限 制

器 φi
［8］。

1. 3 时间推进格式

运用点隐式时间推进格式，对于控制体 j，方程
( 2) 可写为

Vj
Q j

t
+∑

k( j)

珚E jk
n+1ΔSjk = ∑

N

i = 1
F jk

nΔSjk ( 6)

式( 6) 中，ΔQ j = Q j
n + 1 － Q j

n，n 代表时间步，k 为控

制体 j 的相邻单元，ΔSjk 为控制体 k 和 j 的交界面。
将无黏通量珚E jk

n + 1线性化，并作通量分裂，得:

珚E jk
n + 1 = 珚E jk

n + ( AΔQ ) jk = 珚E jk
n + ( AΔQ ) jk

+ +
( AΔQ) jk

－ ( 7)

式( 7) 中，A 是无黏通矢量雅克比矩阵，取一阶迎

风得:
珚E jk

n + 1 =珚E jk
n + A j

+ ΔQ j + Ak
－ ΔQk ( 8)

因此方程( 6) 可以写为

Vj
ΔQj

Δt
+∑

k( j)
ΔSjkA j

+ ΔQ j +∑
k( j)
ΔSjkAk

－ ΔQk = ＲHSj

( 9)

式 ( 9 ) 中，ＲHSj 代 表 单 元 j 的 残 差，A ± = ( A ±
χσAI) /2，σA 为雅克比矩阵A的谱半径，χ≥1用来调

节计算稳定性，I 为单位矩阵。注意到∑
k( j)
ΔSjkA = 0，

方程( 9) 可以写为

DΔQj = ＲHSj － 1 /2∑
k( j)
ΔSjk ( A － χσAI) ΔQk

( 10)

式( 10) 中，算符 D = Vj
I
Δt

+ 1
2∑k( j)

ΔSjkχσAI。方程

( 10) 的另一种形式可以指出 m 步迭代过程如下。
ΔQj

( 0) = D －1 ＲHSj ;

ΔQj
( m) = D －1 ( ＲHSj －∑

k( j)
ΔSjkAk

－ ΔQk
( m－1) ) ;

ΔQj = ΔQj
( mmax) ( 11)

1. 4 边界条件

壁面边界为无滑移壁面，远场边界采用一维黎

曼无反射条件。采用虚拟网格技术，将边界条件的

处理独立进行，计算无黏通量及黏性通量时内部面

和边界面采用相同的格式，从边界到内场采用统一

的离散格式［9］。
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1. 5 网格并行分区技术及计算网格

对于规模较大的网格，利用并行计算可极大提

高计算效率，本文采用明尼苏达大学发展的 parme-
tis 多级 k 路超图分区方法［10］，对流场网格进行并行

分区，其分区的计算负载和通讯负载都基本达到了

最优状态［11］。
本文针对 ONEＲA M6 机翼在相同的远场条件

下分别生成了结构网格、混合网格、多面体网格和
TＲIMMEＲ 网格等四种类型的网格，如图 1 ( a ) ～
( d) 所示。其中，混合网格由物面附近的结构边界

层网格和边界层外的非结构网格组成，如图 1 ( b)

所示; 图 1 ( c) 和图 1 ( d) 分别给出了多面体网格和
TＲIMMEＲ 网格在物面及对称面上的分布示意，可

以看出由于多面体网格和 TＲIMMEＲ 网格的各向

同性特点，导致了物面网格数量的急剧增加。

图 1 四种网格类型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of four types of meshes

2 计算结果及分析

2. 1 ＲAE2822 翼型

本文针对 ＲAE2822 标模进行不同类型二维网

格的对比计算。在相同的远场条件下生成二维结

构网格、混合网格、多边形网格及 TＲIMMEＲ 网格

四种网格类型。边界层首层网格厚度均为 10 － 5 c，
c 为参考弦长。

选用亚声速和跨声速两种工况进行计算，分别

为工况一: Ma = 0. 6，α = 2. 57°，Ｒe = 6. 3 × 106 和

Ma = 0. 73，α = 3. 19°，Ｒe = 6. 5 × 106，其中跨声速工

况经过经验修正后的参数为工况二: Ma = 0. 734，

α = 2. 79°，Ｒe = 6. 5 × 106［12］。
时间步长取当地时间步长，两种工况下四种

不同类型的网格计算均采用相同的初始 CFL 数。
为加快收敛、增加程序的鲁棒性，根据全场最大的

计算残差 是 否 超 出 事 先 设 定 的 阈 值 来 动 态 调 整

CFL 数，从而动态调整时间步长，即在变化剧烈的

网格区域减小时间步长，而变化较小的区域可增

大时间步长。

图 2 给出了工况一四种网格计算出的物面压力

分布，可以看出除了前缘上表面四种网格的压力偏

小和下表面压力稍大之外，其他部位结构网格和混

合网格的物面压力与实验值比较吻合。图 3 给出了

工况二各网格的物面压力分布，可以看出结构网格

和混合网格的物面压力分布与实验值吻合的较好，

尤其对于激波位置的捕捉较为准确，而多面体网格

和 TＲIMMEＲ 网格激波位置较实验值靠后; TＲIM-
MEＲ 网格在后缘下表面的压力也出现了明显的偏

离。总体上看，结构网格和混合网格的结果要优于

多面体网格和 TＲIMMEＲ 网格，因为前两者较为规

则且有较好的网格过渡，进而直接影响计算结果。

图 2 Ma = 0. 6 工况物面压力分布对比

Fig． 2 Comparison of surface pressure distribution
at Ma = 0. 6

图 3 Ma = 0. 734 工况物面压力分布对比

Fig. 3 Comparison of surface pressure distribution
at Ma = 0. 734

2. 2 ONEＲA M6 机翼

ONEＲA M6 机翼是一个经典的标模，因其有着

较为简单的几何外形，同时有较为复杂的跨声速流

动，如局部超声速流动、激波和湍流边界层分离。本

文基于 M6 机翼生成结构网格、混合网格、多面体网

格和 TＲIMMEＲ 网格四种类型的网格，网格单元数

等信息如表 1 中所示。首层网格厚度均为 10 －5 c，c
为参考弦长。计算条件为 Ma = 0. 839 5，α = 3. 06°，

30118 期 张明锋，等: 基于任意多面体网格的 Navier-Stokes 方程并行求解器



Ｒe = 1. 172 × 107。
表 1 M6 机翼四种网格的拓扑信息

Table 1 Topological information of four types
of meshes of M6 wing

网格类型 物面网格数 单元数 边界层数

结构网格 41 022 7 559 182

混合网格 41 022 12 289 822 40

多面体网格 168 001 13 389 604 50

TＲIMMEＲ 网格 416 720 33 665 379 15

时间步长取当地时间步长，四种类型的网格计

算采用相同的初始 CFL 数，同样取动态 CFL 数。图
4 给出了四种网格计算的收敛历程，可以看出流场

平均残差在 5 000 步以后减小个数量级，求解器在

四种网格上都能较快收敛。图 5( a) ～ ( f) 给出了机

翼不同站位的物面压力分布四种网格的计算结果对

比，可以看出四种网格的计算结果均与实验结果较

为一致，如上下表面的压力分布、激波位置，尤其是

图 5( a) ～ ( d) 中两道激波的出现和位置的捕捉都

较为准确。

3 并行加速比及并行效率

为验证程序的并行效率，针对 M6 机翼的 多

面体网格测试了加速比和并行效率，网格量为

图 4 四种类型网格的计算收敛历程

Fig. 4 Convergence process of computation
upon four types of meshes

133 896 04。测试平台为曙光高性能服务器，测试

进程数取 1 ～ 128。加速比 S 和并行效率 E 的定义

公式为

S =
T1

Tn
; E = S

n × 100%。

式中，T1 为一个进程的计算时间，Tn 为 n 个进程的

计算时间。
表 2 列出了程序在 1 ～ 128 个进程上定常迭代

10 步的测试结果，其中统计了数据传输总时间、平

图 5 M6 机翼不同站位的四种网格计算结果对比

Fig. 5 Comparison of computational results of four types of meshes at different sections of M6 wing
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均每步的数据传输时间 Ts、程序迭代 10 步的总运

行时间 Tr、数据传输时间占程序总运行时间的比例
Ｒ 以及加速比 S 和并行效率 E。可以看出随着进程

数的增加，总运行时间明显减少，加速比 S 增加显

著; 但是当进程数大于 24 时数据传输总时间 Tt 并

没有随进程数增加而明显减小，而数据传输时间占

总运行时间的比例随着进程数的增加而显著增加，

并行效率 E 下降明显; 若 CPU 运行速度进一步加

快，并行效率将更低。因此，当网格规模确定以后，

存在一个合理的进程数，在减少运行时间的同时保

证并行的效率，以合理利用计算资源。

表 2 并行加速比及并行效率

Table 2 Speedup ratio and parallel efficiency
n Tt / s Ts / s Tr / s Ｒ S E
1 1 802
2 11. 3 1. 13 801 0. 014 2. 25 112. 4%
4 18. 1 1. 81 419 0. 043 4. 30 107. 5%
8 9. 7 0. 97 239 0. 041 7. 54 94. 3%
16 5. 1 0. 51 126 0. 040 14. 28 89. 2%
24 4. 3 0. 43 88 0. 049 20. 40 85. 0%
32 5. 0 0. 5 70 0. 072 25. 78 80. 5%
48 9. 0 0. 9 62 0. 145 29. 11 60. 6%
64 5. 7 0. 57 43 0. 133 41. 90 65. 5%
80 5. 3 0. 53 37 0. 142 48. 17 60. 2%
96 3. 4 0. 34 30 0. 114 60. 66 63. 2%
128 3. 3 0. 33 25 0. 131 71. 78 56. 1%

4 结论

本文发展了一种基于任意多面体网格的 NS 方

程并行求解器，具有较强的网格适应性，能处理任意

拓扑的网格，且具有较好的加速效率，能准确高效地

求解三维复杂流场的流动。通过对 ＲAE2822 翼型

和 ONEＲA M6 机翼的结构网格、混合网格、多面体

网格和 TＲIMMEＲ 网格进行计算对比发现，四种类

型网格的物面压力分布计算结果与实验值符合的较

好。通过测试加速比和并行效率可以看出对于特定

规模的网格，选择合理的进程数，程序具有良好的并

行效率。
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Construction of CBFβ Knockout Cell Line by CＲISPＲ /Cas9 and the
Construction of CBFβ Eukaryotic Expression Vector

XU Feng-chao，SONG Hong-xiao，TAN Guang-yun，CHEN Jian-zhu
( Institute of Translational Medicine，Department of Immunology，the First Hospital，Jilin University，Changchun 130061，P． Ｒ． China)

［Abstract］ The CBFβknockout HepG2 Cell Line and the HA-CBFβ eukaryotic expression vector was construc-
ted． CＲISPＲ /Cas9 gene knockout，Cas9 expression vector and CBFβ sgＲNA were co-transfected into HepG2 cell，
puromysin was used for the positive gene knockout cell selection; Construct the CBFβ expression vector by infusion
coloning method． ＲNA was extracted from the HepG2 cells，and reversed to cDNA，specific PCＲ primers were de-
signed to amplify the CBFβgene which was ligated to VＲ1012 vector，and transformated to Trans5a competent cell，
pick colonies for PCＲ and digestion verification，and finally conformed by sequencing． The CBFβ knockout HepG2
cell line and the CBFβ eukaryotic expression vector which can stably expressed in HepG2 cells have been estab-
lished． A foundation for the study of CBFβ gene in regulating HBV replication was laied．
［Key words］ CBFβ CＲISPＲ /Cas9 gene knockout eukaryotic
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A Parallel Solver for Navier-stokes Equation Based
on Arbitrary Polyhedral Grids

ZHANG Ming-feng，YANG Guo-wei，ZHENG Guan-nan，LIU Zhong-yu
( LMFS of Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences， Beijing 100190，P． Ｒ． China)

［Abstract］ A parallel solver for NS( Navier-Stokes) equations is developed based on arbitrary polyhedral grids． The
central finite volume method is promoted based on integral conservation form NS equations，adaptive to arbitrary polyhed-
ral grids． Grids of different topological types are implemented uniformly by introducing face-based connectivity，such as
structural grids，hybrid grids，polyhedral grids and TＲIMMEＲ grids． The HLLEW scheme is applied for spatial discreti-
zation of the inviscid fluxes，and k-ω two equations turbulence models are used for the simulation of turbulent flows． The
implicit time-marching method using DP-LUＲ( data-parallel lower-upper-relaxation) is considered to improve the parallel
computation． The comparison of structured grid，hybrid grid，polyhedral grid and TＲIMMEＲ grid for ＲAE2822 aerofoil is
validated． It is shown that the results of different grids are closer to the experimental values，and that the solver in this
paper has good universality in grids． The speed-up ratio and parallel efficiency are tested in TＲIMMEＲ mesh． It is dem-
onstrated that parallel calculation could improve greatly calculation efficiency． Thus it is proved that the solver in this
paper are stable，fast and accurate while exhibiting good adaptability on mesh topology．
［Key words］ parallel solver Navier-Stokes equation arbitrary polyhedral grid finite volume method

parallel efficiency
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