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A 
摘要 本文引进 回路构成法删”的新表述，以及 

参数随体回路旗和双参数回路旅的概念，阐明“回 

路构成法则 怕普适性；在此基础 证明“内禀通最法 

Ⅲ ∞ 适性 ，指出 “表现通 最法则 的 适用 条件，绐出 

“内禀通最定理 和“表现通量定理 的准确表述．讨论 

两者之间怕关系：并评论费曼的有关观点 ． 

关键词 电磁盛应．回路构成法则，通最法则，内禀 

通 釜法则．表观通量法Ⅲ0 

分类号 O441．3 

1 引言 

如果 ，，时刻我们欲计算空间某闭台曲线 

(即”闭台回路 ，义简称 回路 )，_的电磁感应 

电动势 ， (L)，则称 L为 待定回路 ’I． 

此处，，_可以垒部或部分地位于某些材料中，而 

其余部分，甚至全部位于真空中．人们往往对 

某殴时问间隔内的每个时刻 t都想计算 个回 

路的电动势，因此能够得到一个以 t为参数的 

回路族 L【t)，称为 待定回路族 ，或称为 
“

随时间变化的 ，。待定回路 ．显然 L(t)随时 

的变化行为完全由研究者的兴趣和意志所决定。 

倒 1 在图 1所示的费曼圆盘实验中[3I， 

我们往往关心瞬时电流分布最为集中的代表 

回路族的电动势，故常取 

L(t)=CAODC (1) 

U路电动势的动生感生公式是 

㈨”：一『』鲁⋯+ v xB．dt 
“⋯ - ’ E“l (21 

1 

式中， L(t))是以 L(t)为边界的任一曲面：占 

是磁感应强度， (，，t)是由下式确定的空间速 

度分布 

V (，，t)对材料 中的点 P(r) 

‘ ， ’={0 对真空中的点P(，)【 ) 

式中y (，，t)是材料质点的速度． 

运动着的封闭细导线圈所占有的、随时间 

变化的空问点集，自然地构成 r一个刨路族 

L(t)，如果 ，·待定回路族 L(t)正好与 L(f)肘 

时重合，则我们有如下两种结果相同但概念有 

别的“通量法则 

，眦㈩)=_鲁 ( 川一 ·dS 
和 ⋯ (4) 

r  ⋯)一苦 (『1)一 ·dS 
．(4 ) 

能否将“通量法则”推广到任意给定材料分布、 

速度分布 V (，，t)和任意给定 L(t)的一般情 

况?这里最简单的推广办法是将(4 )原封不动 

地用到 一般情况 。然而此时(4 )右边为 
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其中 tr，t)是为保证 L(t)在 f+△f正好变化 

为L( +At)所需空间点的速度分布( ，，r) 

然并 唯一)．L(t)的主观，陛决定了 tr，r) 

的 主观性，它与(3)所表示的 (r，r)是绝然不 

问的两个概念，因此(4杖 不能适合干 一般情况． 

【4)式能否推广到一般情况呢?这里前提条件 

是在 ·般情况下L(t)要有恰当的定义．文 『11 

提出的”回路构成法则”保证了对任何情况，L(t) 

郡有恰当的定义，而且严格地证明 r在该定义 

J (4)式成立，故(4)式具有普适性，从而是通 

法则的一般数学形式 ．为了区别起见、本文 

把它称为”内察通量法则 ，或简称”通量法则 ． 

而把(4 )式称为 表观通量法则 ． 

文 『11的 回路构成法则 和 内禀通量法 

4 的普适性得到文『41等作者的赞同．但也有 

啼}1观点认为总存在即使怎么努力，也配不成 

合适 路的情况，从而否认了 回路构成法则 

和“ 禀通量法则 的普适性．显然 内禀通量 

法 Ⅱ 的普适性是否可靠，关键在于 回路构成 

法则 的昔适性是否可靠．本文将引进 回路构 

成洼州 的另一种等价的新表述，阐明它的 普适 
一 进I而汪明 内禀通量法则”的普适， ，给出 
“

表观通量法则”的适用条件，并评论费曼的有 

观点 ． 

2 “回路构成法则”的新表述及普适性 

本节将给出的“回路构成法则 的新表述， 

与文 『I1给出的表述等价，但_更为简洁 自然． 

对 r．时捌任意给定的 待定回路L( ．)． 

任意选择以 L(r )为边界的 ·个曲面 ．)，想 

象将曲线 L( ．)“冻结”在它所位f的材料或真 

空中．由 F(3)所示速度分布，L(r )在 t．到 r 

I1,r问问隔Î1必定随材料的运动而扫过了一个空 

Il面A ，，，， )．这 ， 可大 r 等 戎小 于 

， H要 超出(3 )有定义的时间范围 r．)和 

AS(t ，t )连成一个较大的曲面 t ，t ) 

S(r．，t )=S(r )+AS(t ，t ) (6) 

这里符号 “+”与集合 并”的符号 “【J”的相异 

之处在于，如果记 

SIt 、t )：S(t．)1】AS(r ，t ) 

那么S(t1)与A S(t．，r )的交S(r1)n AS(t．， 

r )只作为一块曲面计人 S t ，r 但作为完 

全相同的，重合着的两块曲面计八 t ，， 例 

如图 2为一平面图形，设 L(t )=abeda，它与金 

属线框重合 ．在 t 到 r 时间间隔内只导线 

运动到 c d ，其余不动，则 

S  ̂

界为 

S(r1)：口 abcda 

As(t )=[二二7(。dd ( 

La d 

叫2 

r )的边界为 abec cda，但S(t ，t )的 边 

L( ．， )：abcc 'da (7) 

定义 l 对于指定的 t 和 待定回路L 

(r．)和速度分布(3)，由(5)表示的曲面 ．， 

其封闭边界 L(t ，r )称为 L(t )生成的“随体回 

路”；若视 r伪 参变数，则L(r．，，'称为 L( ．) 

生成的单参数(r )随体回路族”或 L(，．)生成的 

随时间 而变的随体回路 

定义 l连同对 ．，r )的文字说明，是一种 

”发生定义 1 5]，它同时也就是 L(r．，r )的构成 

法则，称为。回路构成法则 ．因此 “回路构成 

法则 的普适性、 随体回路族 的普遍存在性 

和唯一性 [由于 ， )只有唯一的封闭边界 1 

是显然的． 

由于速度分布(3)的有界性，L( ．，t )随 ， 

变化必然是连续的，这里 连续 是关 r”附录“ 

争

．  

川 ～ ． 一 日 

” ， 

L芒了 m 

+ 

一 
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-』t描述的豪斯道夫距离而言的．此外，取 ， ： 

仃 
，f1)：L c，1) (8) 

双参数回路族 

d1 h ．的任意性，可将定义 1中的 f．改为 

参堂数 f， L 和 L(1．，f )分刖成为 L(f)和 

L(，，， )：f-是 L(t，， )成为以 ，和 f，为参变数的 

蜓参数心路族，它满足 

L(f，f)=L(f) t9) 

，．， )关 ， 是连续的：但由f L(t)依 

顺 r人们的j 观意志，关于 f可以连续(如侧 1)， 

电t叮以4：连续(如例 2)，从而 L(f，f 关于f可 

以连续(如例3)或不连续(如例4)． 

『：迷分析就是以如下定理 l的证明 ： 

定理 I 对于任意给定的材料分布、材料 

逃度分布 ． (，，，)和 ，待定回路族 L(f)，都 

仃 l I路构成法则 所决定的、唯一的、由 

， (，) 成的双参数回路族 L(t，t，1，它关于 r 是 

一生城∞，井满足关系式(9)． 

Ca) 

(1≤ ‘1) 

(b) 

f≥ ) 

3 

例 2 在网3所示装置中，f．时刻之前 ． 

K，开着(如图3(a))，在 t．时刻突然把 

．打开 ，而把 ，台上(如图3(b))并保持 ． 

的运动并不切割磁力线．为了分析电流 

汁G 中有无电流通过，我们应计算 通路 的电 

曲势．对 t<t．和 f>t，，闭合通路各有一个，前者 

通过 K．，后者通 过 K，：对 f=t．，则有 二个并 

胜的通路：为了保持整个电路在 t．时刻前后 

(f．一 ，t．+d)一-一直不断路，而又要在 f．时劓换 

路， ．和 必定在 fl时 刻都合若[这是 

为，如果 f．时刻 ．不闭合，即 P点和 ，点 礁 

合，则由于 ．运动速度的有限性，必存在小 

数 0，使得在(日+tl>，>，l一0)内， l不 『．圳合： 

这一结论对 也成立1．因此我们有二个【口]等 

重要的 -待定回路族 (当然也可表示成在，．时 

刻取双值的一个回路族 )L．(，)和 L，(t)，它们在 

t=f 处都不连续 ： 

， KldcbGagf (，≤ 1)(图 3(a)) 

LI“ {fmK 2rip曲G口占ht【fl<⋯图3(b)) 
(10) 

和 

KldebGagf (，<f1)(囤 3(a)) 

“ {lmK 曲Gaghl ≤ 网3(b)) 
『11 1 

例 3 对图 l，取(1)式，并设圆盘角速度 

为 cL】，则 

，_(f．， )= 

， CAA'ODC(f f OA ∞(f ，))(12) 

J 1 

CAA"ODC(f，≤f， ，，．cL】(， f))(13) 

例 4 对图 3，取(1O)和(11)式，则 

L．(f，f )： 

ffeK,dcbG ． 

G ： 
L 2(f，， )： 

l_feK~dcbGagf，【f<t I ＼f< 

tmK~pcbG枞 ( 

≤ 圈 3(a)、 
l 

>f．，图3(b)／ 
(I4) 

≥f．，图 3(b)、 
1 

<f．，图3(a)／ 

t ≤ r 

f > f 

， f ≥ 

． t < 

图 3(a)＼ 
l 

图3(b)／ 
f1 5) 

， 图3(b) 

，图3(a)J 

4 内禀通量法则与表观通量法剐 
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Ih双参数回路族 L( ， )的每对参数(f， ) 

所确定的回路都有电动势 ，，(L(t，t ))，从而形 

成 ：无电动势函数 ． 

定理 2 i内禀通量定理) 由任意给定的 

f 定』uJ路函数L( )所生成的双参数回路族L(t， 

， )．其 ：元电动势函数由如下的内禀通量法则 

给Ⅲ 

(￡(川 ) 一音， (L(『’f ))(16) 
特 JJ，当 = 时有 

r (Lit))：一寺 “ ，) (I7) 

证 (L(『1f，))=II B(r，f’-dS 

式-『1 S(Lit，t，)由(6)式定义 ．放 

一 嘉 n ：一ff等 
一 II 寺dS (18) 

此式靠边两项分别对应于场变和 dS的扩展贡 

献 ．}n(6)式可见，在 s(t，t )的各内点处，dS 

扩 展，即 

ds 
， 
赢0 i19) 

任S( ， )的边界 L(t，t 】上，有公式(3)所示速 

度分布，它使 d，在 df 时间间隔 内扩展为 

i ×d1)dt 故 ． 

L， ．=v(r,t')x dl 
将(1 9)~H(201代人(18)，并利用矢量混台积的 

轮换公式得 

寺 ( )) 『』 1 
)× ，，t，))·dl 

(21) 

(2)式巾将 ￡(r)换成 L(t，t，)，并与上式比较 

uiJ得(16)式．证毕 ． 

定理 2表明了内亲通量法则的普适性和 

(17)与(2)式的等价性，并赋予(2)式以新的解释： 

(2)右边 一I( ×日)·d，本来仅表示L 
√￡ 

的材料对磁力线的切割率，它并不具有穿过某 

回路所张面积的磁通量 ∞的变化率的意义，现 

在(21)式表明，它具有了穿过 L( ，t )的磁通量 

a I 
的偏变化率— (Lit， ，))I 的意义． z l

m削 ，， ：J 

I 

而(2 -边男—项显然为一— ( ， )l 

因此(2)和(I7)可被分别视为内禀通量法则的 

分解式和综合式． 

对于时时保持与封闭细导线圈所确定的回 

路族 L(t)重合的，，待定回路族L( )，它所生 

成的 工( ，t )与t无关 ，就是 L( 于是(I7) 

化为 ． ． 

， (『))一 (r(『))f l_=一面d )) 
此即(4)式．这表明，L(t，t )确是 L(t )的一 

般形式 ． 

随体回路族 L( ，t )在 t 倒 t 之间的平 

均电动势定义为 

： 南  
(22) 

(16)式给出如下推论 1． 

推论 l (内禀通量定理的平均形式 ) 随 

体回路族L(t，t )的平均电动势为 

r (L(f，t 1)【f1 】=一『 (￡( ，t， )】 

一  (L(t， l')]／(f 土 ) (23) 

推论l是通常定性分析的理论依据，文 『1] 

和 【41中对几个例子的分析体现了推论 l的精 

神 ． 
如果我们只关心某 t．时刻的 (L(t ))，则 

利用(I7)和(23)式时，其中的双参数回路族 

L(t， )可用单参数随体回路族L(t．，t )代替， 

从而使概念简化 ． 

推论 2(表现通量定理 ) 如果对某 t，存在 

某一正数&使得当t镝足条件 

r  

(  

(  

r邙J m _卜 S d 
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lt—t l<￡ (241 

tl, 待定凹路 L(t )就是由L(t)生成的随体 

川此 LIt t ) 即 

L(t，t )=L(t ) (25) 

删在时刻 ，成立如下的表现通量法则 

(L(f))=一号妒(L(f))(26) 
州IlealI t 和 f 如果存在某 f，使得如下范围 

t ≤t ≤t， (27) 

l 的 ， 部满足(24)式，则有平均形式的表现通 

： 法删 

fL( )y =[妒(L(t1))一妒(L(t2)H／(t2一t1) 

(28) 

证 在假设条件下有 

寺 (f-n )ll ， 
： 妒(￡(f)) 妒LLLf J J 

掏此式代人(I7)式，即得式(26)、(28)是显然的 

毕 ． 

1f] L( ，t )关于t 是连续的，如果 ￡( ) 

肘刘 ，．不连续 ，则(24)和(25)不可能在 

， 处被满足，故有如下的推论3． 

推论3 在 L(t)的间断时刻，(26)往往不 

成 ；若 L(t)在平均区间 I}l，} 】．中含有问断内 

点，圳(28)往}乇不成 立 ． 

l柱所有的佯谬都是在违反条件(25)时 

flJ r表观通量法则(26)或(28)所致 ． 

例5 对图 I，有(I)、(I2)和(13)式．假定 

8 均 ，则 

o(L(t，， ))=一÷ eJR IBl(t 一t)+~o(cAODC) 

』 是公式(17)给出 

， (L(f))：÷ ∞1剧 

此处如果误用公式(26)，则导致 错误 结果 

{ (，J{，))=0， 

例 6 对图 3。我们已有(10)、(I1)、(I4)， 

和(1 5)武，r是 

(上．(“t )= 

r妒( KldcbGagf)=fl(，J、常数)(t≤『1) 
j 
{妒( 2npcbGagh1)=c2(大常数)(f>， 

f “ I’ 
L c2(t≥t1) 

将此二式代八(J6)和(23)式得 

， (L．(f，t ) IL，(f，t ) 1 可了丁 I 

=  (L (f，￡ )1I I 2 I-二0 

￡．(f)和 ￡：(t)在 t= ．处不连续，按照推 

论 3，公式(26)和(28)在该处不适用．确实，若 

在 t=t-处误用公式(26)，将出现 (L (，))和 

妒(L (t))的左右导数不等，从面， (L．(f ))和 

， (L，(t．))不存在的借误结果 ：若在含有内点 

t．的区间 【 ，t 】上陧用平均公式(28)别得 

出如下错误结果 

， (￡．(，))I Jl ĴI=，，(L，( ))⋯ I 
= (cl—c2) t， 一fl )>0 

现在讨论内禀通量定理(定理 2)与表观通 

量定理(推论2)之间的关系 ． 

虽然表观通量法则(26)并不普适(受到条 

件(25)的限制)，但表观通量定理(推论 2)既 

是定理，它就是普适的．不仅如此，出于 待定 

回路族 L(t)的任意性，推论 2蕴含定理 2，故 

定理2与推论 2等价!但在著名的“思维经济 

原则 ”161面前，定理 2明显优于推论 2．原来， 

对于指定的L(t )，量一÷ 妒(L(t) 仪 U 
f， ，j 

与L(t )有关，还与￡(f)在 ^附近的变化有关， 

后 者完 全 取决 f研究 者 的主 观意 志，故 

J 

一 ÷ 妒(L(f)) 具有丰观任意性，它当然 (I
t 

—
I 

l 

不能决定本应由客观量 一 妒(￡(t ，t )) 
0 1 {

J ． 

决定的客观量 ，，(L(t ))．可是表观通量法则 

(26)却硬要用主观量来表示客现量，当然只好 

附以使 L(t )正好就是 L(t。 ，t )的条件(25)， 

而组成“表观通量定理 了 用思维经济原则这 
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把“剃 将多余的主观量— u 妒(L(r))“剃除 
Q f 

剩 F来的精华就是 内禀通量法则 (17)． 

5 关于费曼的观点 

费曼认为口 通量法则 无普适性，它只适 

Jl J 材料保持不变的回路”，“当回路的材料 

改变时，我们必须回到基本定律 ，即回到 

V×f=一÷ B 
t 

F =qff + ×B 1 

(29) 

f3O) 

这里费曼针对的是全部位于材料中的一类 

特定的 ，待定回路族—— 瞬时电流分布最集 

-I一的代表性回路 L r)，如本文嗣 1．他所谓的 

川路”就是回路族L f)，他所谓的 通量法则 

就是取 L(t)=L ，)的“表观通量法则 ．(25) 

给 其适用条件为 

L r，r )=L ， ) (31) 

此口Jj 路 的材料保持不变”．费曼没有。随体 

路族”的概念，所以一旦“回路 (族)的材料在 

改变 ．即条件(31)被破坏时，他便别无选择地 

必须 到基本定律 (29)和(30)．照本文理论 

这 然并不 必须”，因为还有 内禀通量法则 

的综合式 (17)和分解式(2)可供选择 ， 

附录 关于 L(t，r )随 t{董化的连i卖-眭定 

义 

记窄问两点 尸l和 尸22 间的距离为 p(PI．P：)．点 尸 

曲线 之闻的距离 p(P，L)为 P L J各点距离的 确界 

p( L)一infp lP， ) 
P lE L 

两条曲线 l和L：之间的蠹斯道史距离p(LI，L2脂 Ll 

和 L，中每条曲线 。j另一条曲 线 卜各点2 间 距离的 l‘确界 

中的最大值 

p【Ll， 】_max{sup p【P1-L2)supp(尸2，L1)； 
Pl E￡I Pl∈L2 

L( I髓 rJ变化连续是指 

firn p(L(r．， )，L(r．r1+At ))=0 
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THE PRECISE UNDERSTANDING 0F FLUX RULE 

F0R ELECTR0M AGNETIC INDUCT10N 

Zhu Ruzeng” Zhu Ying ． 

( ”Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing，China，100(1180； ’Department of Electric 

Engineering，Southeast University，Nanjing．China，2100l8 J 

Abstraet The universal validity of“ dmuit construction rule” is proven by 

introducing a new formulation thereof and the new concepts of one—parameter family ofdr 

cuits moving with materials and double—parameterfamilyofcircuits ．Onthisbasis，the univer- 

sal validity of“intrinsic flux rule”and the condition of application of apparent flux rule are 

shown．The “intrinsic flux theorem and the apparent flux theorem are given with the 

relation between them is discussedd．In addition，Feymnan S relevant point of view is 

commented upon． 

Key words eletromagnetic induction， circuit constroction rule， flux rule，i ntrinsic 

flux rule，apparent flux rule 
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