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裂纹面无摩擦接触的弹塑性 

界面裂尖应力场。 

／ ————————～ — ‘ ’— ——～  - 

(北京 ．中国科学晓力学研究所，100080) 

；丫 

提要 本文通过对弹塑性幂硬化双材料界面裂纹尖端应力场的高阶渐近分析．获得 了裂纹面 

无摩擦接触的裂尖一阶和二阶应力场解答．位移场在界面处呈现交叉匹配是本文解答的一个重要 

特点．最后结果表明，当界面上下材斟的硬化指数之差大于 1时，(即 一 >1时)，二阶应力场角 

分布为一常数解 而当 0< ，一 ≤ l时．二阶应力场角分布函数则随口变化而变化． 

关键词渐近黼 ’裂 j 箜 

l 引言 

以往有关界面裂纹问题的研究工作基本上针对的是线性弹性材料 ]，其解答的特点 

是存在奇异应力的振荡性和裂纹面的相互嵌入．为了解决这两个物理上不尽合理的疑点，还 

曾发展了各种不同的界面模型理论【“ ．对于弹塑性界面裂纹问题 ，其数值计算分析始见于 

1988年 Shah and Asaro~ 的工作 ，而这方面有关 HRR型的分离变量型式的解则为 WangⅢ 

和高玉立等人 ’ 分别作过研究．Wang~ 的解严格满足了界面上的应力和位移连续条件， 

且对应于裂纹面自由张开的情况． 

本文侧重分析了裂纹面有接触的弹塑性界面裂纹，采用级数展开的方法，同时得到了分 

离变量型式的一阶和二阶裂尖应力场解答．在裂纹前缘的界面处 ，应力为同阶匹配，而位移 

为交叉匹配，即 n值小的下半平面材料的一阶位移场与 值大的上半平面材料的高阶位移 

场相匹配．当硬化指数之差 n，一n：>l时，二阶应力场角分布解保持为常数；反之，当 D<n 一 

n ≤l时，二阶应力场则随极坐标角度不断变化． 

在本文作者完成此工作之后 ，发现 Arava$and Sharma 也作了一项类似于本文韵 工 

作．但细看便知，他们的工作并不全面，如二阶场的结果属于推测．而且只分析了弹塑性材料 

与刚性体之间的界面裂纹，因此我们认为，在这方面还是有必要作细致的分析． 

2 基本方程 

本文研 究对象如图 1所示 ，假设界面上下两种材料均为 Ramberg·Osgood幂硬化材料 ， 
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在单轴应 力状态下．其应力应变关系遵循如下规 

律 ： 

一  + 0盯． (1) 

其中 和 分别为无量纲应力和无量纲应变．即 

=  ／ ， 一 ／ ，这里 取成两种材料的屈服应力 

中较小的一个，即 =rain( oz)，而 =I口／ 则 

是与此相对应的屈服应变，F是杨氏模量， 和 分 

别是硬化系数和硬化指数．为讨论方便，假设两种 

材料的 F相同． 

图 l 

以下若无特殊说明，上部不带横杆符号的量均为无量纲的量．此外，斜体字母 ，g， 被 

用于下标范围(1，2，3)，而希腊字母 ，y，P被用于下标范围(1，2)．除非另有说明． 

多轴应力状态下．按 J 形变理论，应变可表示成： 

q=(1 ) + 屯+导 瓯 (2) 

这里 是偏应力分量 ； (3s．sS, ／2) 是有效应力 是泊松比- 

如在极坐标下讨论问题，那么对平面应变情况 ，式(2)可进一步简化成为： 

一  4- (3) 

其中： 

( + ) v+ n  (4) 

【 = A 

在作一阶、二阶场渐近分析时，上式中的 r=一(1-I- ) +(1／2一 ) ，而 A=(3／2) ～· 

为保证平衡方程的满足，引进无量纲应力函数 以这样，各应力分量可表示成为： 

r l a西 l 。 西 

J __ 十 I r r 

』 一 (5) 1“一 

l =一 f 等) 
其中 西一 ／(InL。)， = ／L，L为裂纹特征长度． 

此外 ，位移和应变之间存在关系： 

f 

÷ + (6) 
一 告(-} + 一 ) 一一百【__ 1。 一了J 

应变挤调方程为： 

( )+ ～ 三 一三 ( s，)：0 (7) 了 ( )+ 井～了 r一 ‘ ，J 
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以上方程(3)～(7)，组成了求解弹塑性平面应变问题的基本方程 

3 求解方程 

设 

一 K J ． 击I( )4-K2 r 2(口) (8) 

将此式代入式 (5)，得 

一 Kir'J[ ， )+ r 厅 。 )] (9) 

其中： 

一 群 + ( 十 2)西 

一 (曲+ 2)(断+ 】)再 ， ( 一 】，2) (1o) 

l 一 (*+ 1) 

一 ／f2／Kt， 曲 一 曲 (“ ) 

一

号( ， )+3 (12) 
将式(9)代入上式(12)得 ： 

产 + 。裔 一 ， 
当 一0时t以上公式的圆括号中的量为一小量．因此有 

～  

，- [1十 _l 鲁] ⋯) 
其中： 

l 寻( 一璐．) +3礁 
1 (15) 

l 一寺( ． )( !)+3'' t 
式 (1d)中的硬化指数 n当讨论的是上半平面的材料 l时为 反之

，对下半平面的材料 2 
为 以下方程中涉及到 时 ，均隐含这一约定，不再说明． 

将(9)代人式 (4)+得： 

f 一K ( ：+ ) 
= d (硌 ．+ l ) 】6) 

以上第二式中硬化系数 的取值类似于 ．对上半平面为 对下半平面为 
，这里； 

￡ (1+ ) 一 d ( 一 l，2) (17) 
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f 一手 ( 一 ) 
J薜．一一 

一 号 

_1) ( )帕  ] 

j 一一 l‘ ‘ 
一 号吓l[( —1) + ] 

位移可通过式(19)的积分得到，略掉刚性位移，有： 

； K- (砟l+ )+ r’l ( ； + r ? ；：) (卢一 r，8) 

其中： 

．

一  ／(I+ 曲) ， ．一 (2 — d ) - 

．
一 g 

．
／(1+ ) ， 一 (2 一 )／(船1) 

f吒 一 。I(1+ s-+ 赴) 

【 一(2 一 )／(s +山z) 

f 一群 ／(1+ns + ) 

【吃一( 一。‘)／( + s 

将式(3)和式(16)代入应变协调方程(7)，得到 ： 

d蜀 r”】一 + r”l 一 + 】 广。 + 】 r 】 一 = 0 

其中： 

[仃j一 一 l(nsl+2) 一2(坩l十1)碥 

}仃 一 一(n l+ 曲)(nsl+ s2+2) 一2(n8l+ +1) 

l 一 一 + ( +1)苟．一2(s，+1) 

【 ；一 ：一(sl+d 2) ：+( +山2)(sl+ 赴+1)薛 一2(s，+ +1) 2 

界面处应力连续条件： 

一 aW一 0 ， T古一 T 一 0， 口一 0 

或写成： 

(O)一 (O)， 武 (O)一科一(0) 

研 (O)一簖 (0)， 辑 (0)一辑一(0) 

界面处位移连续条件： 

“ 一 “ 一 0 ， 一 u7 — 0 ， 目一 O 

或详细写成 

(18) 

(19) 

(2O) 

(21a) 

(21b) 

(21c) 

(21d) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 
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r-1． {m _】＆； l~-I-O+ Ⅱl -] ＆； l +。一 口2五 一“ 一 t ；．}|．一。 

一

d2 --{ll--*2)wt-F~： }|．一o+ K1~--(*]--1)w L[雌 l̈ +。一＆；．1̈ 一D] (28) 

+ ,'／Ki r _1 ：[a；，l扣+D一《；。l 一。])一 0 ， ( 一 r， ) 

以上这一条件的进一步化简留待下一节讨论． 

裂纹面无摩擦接触边界条件 

f l ．一 ]#m--N一 0 

： 00 
其中第一式可类似地写成式(28)的形式，而后两式可简单写成 ； 

f识( )一 (一 )一 0 
( )一 (一 )≤ 0 (。。 

和 

f戤(n)一戤(一n)一0 {
磊( )一 魏(一 ) (31) 

此问题最终归结成求解方程(23)满足条件(24)，(27)和(29)的问题．这是一个齐次的非线性 

常微分方程的边值一特征值问题． 

在此采用打靶法求解，而相应的方程积分则采用变步长的龙格库塔法．求解过程中每一 

步长的积分精度以及边界条件的满足精度都可以按希望加以控制 ，原则上可求得任意高精 

度的解，本文实际做时，把精度均控制在 l0 以内． 

4 一阶应力场 

由式(28)可看出，当 一0时，大括号中的第一项与其它项相 比大得多，即其它项的总和 

是一个比第一项高阶的小量．因此可推出与一阶裂纹尖端场对应的界面位移连续条件为； 

＆； (0)一 (0)一 0 (32) 

即当 一0时，材料组合体的行为更象是低硬化材料( )粘在一刚性体上的情况．这一渐近 

行为已为Shih and AsaroE 所证． 

利用式(21b)和式(18)，可把上式写成 ： 

f 一 一 0 

1 2(Jh。 r ( ．一 l／2：0 。。 
此式可进一步用应力函数表示．结合式(25)，在这里将界面处的一阶场应力和位移连续条件 
一

起写出： 

f计 (0)=奸 (0) 

l氟 (0)一戤一(0) 
‘ 1戤 (0)一 ( +2) (0)一0 ‘。 ’ 

【 (0)+ [4(1+ )(1+H )一 ( +2)] (0)一 0 
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裂纹面边界条件 

r霸( )= 0 
I 

就( )= (一 )一 0 (35) 

【 ( )= (一 )≤ 0 

上面式(35)中的第一式可采用类似于得到式(32)的方法推导出来． 

与一阶场对应的求解控制方程可令式(22)中的 '『7j为零得到： 

'『7j= 群．一 ∞l(nsl+ 2) ．一 2(ns】十 1) ．= 0 (36) 

利用方程(36)和条件(34)、(35)，先对上半平面求解，后对下半平面求解．注意 n。> 故对 

上下半平面，求解控制方程(36)是不尽相同的． 

求解结果表明，特征值 (应力奇性指数)s=一l／(1+n )，这里 =max )，即为低 

硬化材料控制，等于它的相应的 HRR场的 s值． 

最后结果按 { ．} =l作了正规化处理+ 

5 二阶应力场 

对于界面处的位移连续条件(28)，如下式成立： 

< 一 ( — n2)3 ， 且 nz≥ 1 (37) 

那么，位移连续条件除了要满足式(32)外 ，更为严格的要求是； 

； (0)= (O)一 0 (38) 

此式用应力函数表示为： 

f魏 (0)一s：( + 2)对 (O)一 0 

l1魏 (0)+[d(1+ )(1+ )一 ( 十2)]西(o)=0 ∞。 
界面处应力连续条件见式(26)． 

对于应变协调方程(22)，首先设 

+ 一 2< 一 2 (40a．) 

或 

0< d＆ < (40b) 

此处 一l，2． 

这样，方程(22)的第二项对应于二阶场的贡献，由此可得二阶渐近场的求解方程 

'『7l=D 嚣 +D ；+D 磊 +D．魏 +Ds 一 0 ．(41) 

其中 D ～Ds是 ～科‘， 和 的函数，具体表达式见附录 A． - 

裂纹面边界条件(29)中的第一式，可作类似于式(38)的处理，即有： 

砖 ( )一 0 (42) 

此式如用应力函数表示，结合式(31)，可将二阶场的边界条件合并写成： ： 
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f (n)一 0 

戤(n)一 魏(一 n)一 0 (d3) 

l (n)一 魏(一 n) 

因此，利用方程 (41)，结合界面连续条件(26)、(39)，以及裂纹面边界条件 (d3)，便可求 

解二阶渐近场． 

首先对上半平面求解． 

由于方程(d1)是 磊(日)的线性常微分方程，我们可先寻找两个基本解，它们分别满足下 

面两个条件： 

(1) (0)一l ， 对 C0)一0 (dd) 

(2) (0)一 0 ， 藐 (0)一 1 (45) 

以上两组条件中余下的磊 (0)和 (O)均由式(39)确定． 

得到方程(d3)的两个基本解之后，方程的通解可写成 ： 

磊 )=C。烈”(日)+C： {。 (日) ， 0≤ 0≤ n (d6) 

边界条件(d3)要求： 

fC。截”(n)+C： (n)一0 1 穰 
( )+ ： ·( )一 0 

“ 

此方程有非零解( ，C：)的充分必要条件是 

d= ” ( )一 劫- (Ⅱ)声 ( )= 0 (d8) 

上式中的 4为 d＆的函数，为求非零解，调节 As ，使 4=0．求解表明，当 4 一一s 时 4—0．显 

然，当 -一n：>l时，此 4s：处于式(37)的范围之内． 

上半平面的解求出之后，可按类似的方法求下半平面的解． 

最后结果显示 ，当 4 满足条件(37)和(dO)时，其二阶场的解非常简单，即为： 

磊(口)一 常数 (一 n≤ 0≤ ) (49) 

但值得注意的是当 O<n ～m≤ 1或 ：一l≤1时，在范围(37)之内并不存在 ds2使式 

(d8)的 △等于零．因此，这时二阶场应改为如下方式来求解，具体做法如下： 

令 

As =一( ．一 )s。一 罩 ! (50) 
Ml T  

那么与二阶场对应的界面位移连续条件应将式(38)改成 

口l 眠 i一+d— a-．K7 ；．1 一o= 0 ， ( 一 r，口) (51) 

夸 

=  础 ：一·t (52) 
吼  

这样，式(51)简化成： 

f一+o～0il 一。一0 ， ( 一 ，口) (53) 

上式用应力函数可表示为： 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


· 26· 固体力学学报 1994年第 15卷 

f fCO)一s (s +2)研 CO)一Q 

【程 (0)+[4(1+。 )(1+ s )一sz(s。+2)]两 (0)一-Q2 
界面处应力连续条件仍为(26)不变． 

如条件(40)满足，求解方程仍为式(41)．而裂纹面边界条件应将式(d2)改为 ： 

； I⋯ 一 ．I,--． 0 

上式用应力函数表示，并结合式(31)，可将二阶场的边界条件写成 ： 

fVI ( )+ r2 ( )一 (赴 + 2)s2r2 2( )= -Qs 

{识( )一 (一 )=0 

【 ( )一 (一 ) 

式t54)和式(56)中的 ～口s， 和 z见附录 B． 

对于上半平面，先求方程(41)的两个基本解 (日)， ( )，它们分别满足条件 

C1) }CO)；t， 封(0)一0， f(0)一sz(8t+1)， ； (0)=0 

(2) 对(0)；0， tO)=1， ，(0)一 0， (0)一鼠 

其中 =4(1+sO(1+ m)一。2(sz+2)- 

另外 ，再找一个特解 磊 ( ，满足条件： 

(3) 耐 (0)一 l， (0)=l，祝 CO)一 sx(s：+ 2)+-QL， 

这样，通解可写成： 

磊(口)=c L (∞ + ； ( )+视 (日) 

和 c 这样选择 ，使之满足裂纹面边界条件： 

(54) 

(55) 

(55) 

(57) 

(58) 

魂 (O)= 鼠 4-口2 (59) 

(60) 

f Iv。 ) ( )4-n ’( )一(s 4-2)s { ( )] 

j 4- Iv。 ( )4- 鸹 ’‘( )一(。 4-2)s 霸 ( )] f61 
} =口。一Iv 两· ( )4- 。 ‘( )一(却4-2)sWz码 (̈ )] 

【 】鹂-)‘( )4- 2 ； ’’( )一一 ；‘ ( ) 
对于下半平面，可先找方程(41)的两个基本解 圣{ ( )， ；‘’( )和一个特解 鹚一 (日)，它 

们依次满足以下三个条件： 

(1) (一 )： o， 祝(一 )一 o， (一 )一 l， (一 )= o (62a) 

(2) 祝(一 )： 0， 现(一 )一 0，魏(一 )= 0， (一 )= 1 (62b) 

(3) 2(一 )= ( )，砚(一 )= 0， ；(一 )= 0， (一 )= 0 (62c) 

方程(41)的通解为： 

(日)一 3两。’(日)4-c。劫 to)4- 一 (日) (63) 

其中的 和 a满足条件： 

f a { 广tO)4- ·现4)--(0)=研 (0)一 ；一卜(0)一 (D) f64 
【 ；a)。一tO)4- ．画·) 一(0)= (0)一魏。‘ ‘_(0)一 ¨(0) 

一 当上下半平面的应力函数 (口)及其各阶导数求出之后，利用式(1O)，可获得裂尖二 

阶渐近场解答． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 1期 夏 霖等 ：裂纹面无摩擦接触的弹塑性界面裂尖应力场 -27- 

6 结果与讨论 

I． 

0． 

0． 

1_ 

6· a● 

(。) 

(b) 二 阶应力场 

圈 2 n一5．n：一 的捍面裂纹尖端应 力角分 布 

图 3 n =5，耳J=4．5的界面裂纹尖端场 

图 2所示为 =5， 一3的界面裂纹尖端应力场解，其中同时给出了一阶应力场和二 

阶应力场的角分布情况．由于对这种材料组合的界面裂纹 一 一2，故 d＆一一乱处在式 

(37)的范围内．这时的二阶应力场解按上一节的分析为一常数，且无奇性 ，如将式(9)写出应 

为： 

，= Klr “ )+ K2施 r (65) 

其中 为一常数． 

从图 2(b)还可发现 ，与二阶场对应的有效应力 ，／ (在此图中计为 ．)也为零解． 
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式(65)的解与 Atavas and Sharma[“ 的结果是一致的．另外 ，式(65)中的幅值系数 ：为 
一 独立参数，只与裂纹构形 ，外载形式和材料性质等因素有关 ，它的具体确定有待作进一步 

的数值计算工作． 

图 3为 n-一5， ：一d．5的界面裂纹尖端场的解．此时固 — ：<1，所以 m应为 ： 

s：： (66) 
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这样，图 3的解可写成： 

一 r ，h(日)+ 』 r 。 ‘ 竹
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显然，式(67)同式(65)是截然不同的．式 (67)的二 阶应力场具有奇性，其角分布函数还 

随 0角的不同而变化．更为重要的是式(67)中的幅值参数 ：已不再是一个独立的参数，而 

是同一阶场的 耦合在一起．由式(52)不难看出； 

2； 。一·一+一 (68) 
d l 

从图 3(b)容易看出，在上下裂纹面上，即 口一± 处，二阶应力角分布 (士 )为一正 

值．而另一方面裂纹面的相互接触又要求总的用向应力 (士n)的值为负，因此便使式(67) 

的有效范围受到限制 ，下面是式(67)的有效范围的一个粗略的估计． 

裂纹面接触要求成立： 

l ：r 西．(士 n)l< l t ，(士 Ⅱ)l (69) 

利用式(68)和图 3(a)，(b)，最后可计算得到 ： 

< 2．45× 1O—s j s (7O) 

其中为简单起见，已假定 m一啦_也就是说，只有在式(7O)的范围内，我们的解(67)，或图 3 

才有效．这一性质与式(65)的解的性质是完 全不向的． 

最后还应该强调的是，对于图 2的情况，由于上半平面的一、二阶位移场在界面处取零 

值，因此下半平面的一阶位移场应和上半平面的三阶或更高阶的位移场在界面处保持连续 

匹配．而对于图 3的情况，我们从图中已看出，下半平面的一阶位移场在界面处是与上半平 

面的二阶位移场保持连续匹配． 

总之，从以上本文的分析可知，对于弹塑性幂硬化材料，随着材料组合( ：)的不同，解 

的形式会发生很大的变化． 
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其中 

附录 A 

借助于式(15)，(18)和(19)可得： 
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式(54)和式(56)中的各系数为 

附录 B 
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其中： 

仁 
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ELASTIC—PLASTIC STRESS 兀 Ⅱ 正I OF FRICT10NLESs 

CONTACT AT INTERFACIAL CRACK TIP 

Xia Lin W ang Tzuch~ng 

《 _ ． Ac~emF ＆ ·脚 pt】00080) 

(B1) 

(B2) 

(B3) 

Abstract 

H趣I ofder asymptotic anaIyses are carried out for the near-crack一卸 fields 0f the int~r~acial crack in the elastic- 

plastic materials．Both the first order stress fields and the second 0n牯 are obtained with the frictionless contact of  me 

crack faces．A ma mr feature of our solutions is the cross matching。J the different order displacement fields on the 

intcrface． It is shown that the angular disUibutions of th e second order stress fields are kept a窖a constant if the 

defference betweentheuPPermaterial’9 hardenthg expocentandlowermaterial’sislargerthan l(i．e．。l— Ij> 1)， 

tif 0< 11】一 ≤ 1．the second order stre~ fields will vary with the polar angk 

Key words 

asymptotic analyses．frictlonle．,,~ contact．stress field of crack tip 

吣 

+ 

∞ 

一 

一 

∞ 

一电 

+ 

．

卜 

一 一 
一 一 一 

口 口 口 

， ，●●， ，，● ●●， ．● ● ．●

1  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

