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运动载荷下的三维裂纹应力强度因子’ 
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疗 提要本文分析了无界弹性体中含一半平面裂纹，在裂纹面上受运动的复合型冲击集中载荷 
的三维应力强度因子历史．求得了J、l型复合应力强度因子精确解．求解方法基于积分变换法 

Wiener·Hopf技术以及 cagnjar deHoop变换．本文还给出了若干数值结果并对解的性质进行了一 

词 运动载荷，牦 限裂纹．复合型，应力强度因子 兰 孚 三雅商 关键词运动载荷，半无限裂纹．复合型，应力强度因子 ’ 0⋯d 一 Jp『 J‘—9 

1 引言 

含裂纹体的弹性动态响应提出了一个困难的分析问题．由于数学上的困难，三维问题 

在动态断裂力学中受到很少注意．在解析方面工作尤其缺乏，可用的结果很少．Freund(1971 

年)首先研究了瑞利表面波与半平面裂纹相互作用问题“ ．Achenbach and Gautesen(1977 

年)研究了三维简谐力下的半无限裂纹应力强度因子历史。 ．随后 Freund(1987年)提出 

r一个一般的方法来解决一类三维弹性动态裂纹问题0 ．Ramirez“ 和 Champion 进一步讨 

论了 I型运动载荷和运动裂纹情形． 

在数学提法上 ，I型问题归结为通常类型的单个 Wiener—Hopf方程，而 I、Ⅱ型复台问 

题可减化为两个相互耦合的 wfenef．H0pf方程组 ． 

采用类似于 Fround I型问题所用的方法，本文研究了在裂纹面上受两对大小相等方向 

相反，沿裂纹面运动的集中剪切力作用的 I、I型复合问题．求得了复合型应力强度因子 

精确解．讨论了解的某些性质并给出了数值结果． 

2 边值问题 

考虑图 1所示包含一半平面裂纹的无界弹性体 ，初始为无应力 静止状态．引入一右 

手系。使 ：轴与裂纹前缘线重合，且半平面裂纹位于区域 一0，z<O中．假定 一0时在裂 

纹面上受两对突加大小相等方向相反、沿裂纹面以常速 ( < ，其中 以为瑞利波速)运 

动的集中剪切力作用，产生一反对称波场．这样只须考虑上半平面 ≥0． 

边界条件可写为 
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芝：。0： ：：； ： 。 ， + ． ， ，] 。 0．．2。c)= ；0。 ，t)+砧0． ， )l 

竺’0 a黧；- 州。 f ( ，， ． ) 0， 。c) I 
0，0，。，1)一 。( 。 ，1) J 

圈 1 吉半平面裂纹无界弹性体 

其中boo< -0<∞ ， 癌；0．且 

o ( -0， )= 一 6(z)6(z+ ) (一 )1 

o 0． ，c)昌一 ( )d( + ) (一 )J ⋯ 

在式中。上标负号指函数定义在 <0区域。而在 z>O区域恒为 0{而上标正号指函数定义 

在 >0区域 ，在 z<O区域恒为 0． 

引入位移矢量的 Helmholtz分解 

一 V + V × V · 一 0 (3) 

其中势函 和 满足解耦的波动方程 

V 一 V = (4) 

这里 o．6分别为膨胀波速 a及剪切波速 a的倒数．在下文中定义 c为瑞利波速倒数，而 

为运动速度 的倒数． 

这样零初始条件及边界条件均可通过势函表述． 

3 求解方法 

本文用积分变换法来确定动态应力强度因子 K，．K 以下方程通过膨胀波势 写出 
— — 剪切波势可类似处理． 

首先，引入单边 Laplace变换 

( ， ， ，s)： ( ． ．。，t)exp(一 “)dl (5) 
J● 

其次，取双边 Laplace变换消去变量 ，其变换参量为 
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孛扛， ，{，s)=I (z， ，2，s)exp(-sCz)dz (6) 

最后，关于 z取双边 Laplace变换 ，其变换参量取为 卿 
，∞ 一 

( ， ，‘，s)一 I (z， ，‘，a)exp(一。 )血 (7) 

关于势函 和i控制方程经过三重变换后，其变换域中的适当解为 

( ， ，‘，s)一导exp(一 )1 

)一事exp(一BaV)} @ 
B ： (BI，B|，丑 ) J 

且 

一  一 矿一 ‘ 一 一 一 (9) 

复平面 沿割线／习 <lRe( )l<。。，Im( )一0切开使Re(d)≥0，类似地定义 

Re(口) >／ 0． 

对条件 ·；=0三重变换后得到 

日 一 ·日 + ‘ = 0 (10) 

对边界条件 (1)三重 Lapla~变换有 

( 一 2 一 2 )̂ 一 2 · B + 2 ’}B。一 O (11a) 

一 ~,l'2aCA+( 一 )日+ ·B+‘· 日]一口 ( ，‘，。)+ ( ，‘，。) (11b) 

[一2d +‘· 日+‘· + ( 一旷) ]一 ( ，‘，s)+a ( ，‘，s) (11e) 

一  · 一 ‘· ； u (11d) 

+ ·B。+ ·B。一 “ (1le) 

其中 

u 一  』 』： 。， ，s)expC—s(乒+ )]dz出 
u7= I I (工，=，$)“p[一$(扛+ )]d珂 

d 一 ∞ J 一 ∞  

= $ I I 站0，2，a)exp~-s( + )]d州 J
一 由 J 一 ∞  

：  r f (工，：， )exp[一。(乒+ )]d珂： 
J 一 d 一 ∞  

由 (10)，(11a，d，e)联立求得 

一  (2 ll + 2‘· ) 

日一 [一 “ +“ ( 一 )] 

；  
1(

一  

+ nu~-) 

一  1[一( 一矿)“ +咖  ] 

(12) 

(13) 
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将 (13)代入 (11b，c)整理得 

[； ] 一㈢ 
其中 为剪切模量，且 

目一一 4 -p一 |71 — 一 ( 一 )。 ] 

P一 一 4 “ + ( 一 )+ + 勃(卢。一 矿) 

G一 一 4言 d 一 ( 一 ) 一 矿 一 矿 J 

为使上式表为Wiener-Hopf技术能够应用形式，我们希望左端矩阵变为对角形式 

运算后有 

㈣+ [ 
令 ‘一 且 为一实参量，则矩阵记为 

+  一 

]= 

(14) 

(15) 

经过一些 

o]fu71 ㈣ l 
0 j l“ 

__兰I ) ( ) ( )“一 

其中 

R(v， )= ( 一 矿+ ) + dd ( 一 ) 

= [： ]％ I ． r ( ， ) 
Ⅱ 一  

__ = 

一  一  u 

方程 (17)是标准 Wiener—H叩f方程组． 

4 Wiener—Hopf技术 

二一 干 

引入一新函数 s( ， )为 

s( ， )== i i—!‰  =2(6 ——a ) 
那么函数 s( ， )可因子化为。 

st c ， 一ex {一 』：tan一‘( —! ) ； j = ； } 
同样函数 ( ， ) 可直接分解为 

( ，p)= (／ + 叶) ：(／ 一目) 

借助于以上结果，方程 (17)可表为 

+ 一= 一 ，一lI一 

其中 

(17) 

(1 8) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

，  
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= 两  ( ) +( )， 一= 雨  一( ) ( ) (23) 

{ +( ) 

9 一( ) 

12 ±! 
( 4- )iiz 

O 

至 二! = 
( 一 日) 

O 

为求解方程 (22)．首先观察到 

( ) 一 ( 一 I I) 帮 

( 一) 一 ( 4- I I)-Jj口一 

方程 (22)两边同乘以 (。 +)_‘．则有 

O 

( 4- 

O 

( 雨 一 ) 

(24) 

毋  = ( ( )) ( ) 

霸 一= ( )( 一( )) (25) 

( 一 f f)_。 一4- ( 一 f f) ·{舅7 +一 (舅7 )。一I,I) 

=一 胡 一ll一一 ( 一 I I) ·(舅 )。一⋯ (26) 

由方程 (2)，有 

一  ㈦ (27 
由方程 (26)郑，方程右边在 平面左半平面是解析的．而左边明显地在 平面右半平面具 

有极点 一 I”I．又 ∑一在 ； 有一扳点．为得到一个方程右、左边分别在左半 平面及右 

半 平面解析的函数，我们从每边减去以下项 + 

[ ] ． [ ] 、(= czs 
从而方程 (26)变为 

( 一 I I)-J 君 一一 4- ( 一 I I) {毋 一 (舅7 )，一⋯) 

=一 · 一“一一 ( 一 I”I)_。(留 )_一⋯～ (29) 

利用 wien I-!o~f技术通常推论得到 

一 · 一“一一 ( 一 I I)叫 ·(舞7 ) ．I。I 4- 

( 一 I I)叫 · = ( ～ l 1)一 ·(舅 )，一 4- 一( 一 I I)一 ·舅7 占一 (30) 

在方程 (3O)中，仍含待定未知量 (毋+ )，-l_1．注意到 (30)的第一式可改写为 

一  

一

一 南 [ (窜 +矿] (31) 
u一函数在 平面左半平面应解析，丽相应方程右端包含极点 =一I I，应当移去．这样经 

过直接计算得到 

(毋 ) 一 2 赴’( )一 ㈦ (32) 

其中 
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一 (D isgn(p) ) 

= (一 issn(p)0 )’ 

=  

曲 一( 干 + )m 

一

{一 (33) 

因此得到应力分量的变换式 

一  { 型 I_ 粤 ·( ) 一 +矿一( 一I”I) 国 一} (3̂) 

5 动态应力强度因子 

根据通常定义，有 

训 I)～ l⋯+ 
．o， 卜 J 

其中而， ，是待定的沿裂纹前缘应力强度因子．则变换后应力强度因子可表为 

l( ，5)= lira[(2m) ’· (￡，0，p，8))] 

一  一  } 
忘 (p，8)= lira[(2 ) ·砧 ( ，0． ，s)]J 

利用关于变换渐近特性 Abel's定理，给出 

赢(p。s)= nm ((2印) (q，0， 。s))1 
L 

血 ( ．3)= lira [(2蜘) 砧 (q，0， ，s))j 

在放松 为实变量约束后，关于2的 Laplace逆变换 

给出 

云·J．： LK,(v, a )J 
出 

(38) 

其中 ∈ (一b，6)． 

考察 =>0情形．将原积分路径变形为如图2所 

示积分路径．沿新积分路径，有 

(35) 

(36) 

(37) 

． 

l 

图 2 ctBn扭rd-de["loop反演积分路径 
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沿路径 

沿路径 c： 

利用卷积公式，并置 r一 

一 一 i - 

— i· q  

一  最后得到 

器  [南(pld--p2v)Re{捞 

≤ 南 ̈ 一(／ =1+ )：+吉(／ + ) ( )f十 ‘十 
! c -T+ )( c 7 + vi)s+( ) 1 

)吉 

(／ =1+ ) +吉(／ + )： ( )( +i／ =1) n 

～  e{击 }] 哪 ㈣a 
碱 盎  [一南 ⋯ RoI 

窒!四 ±12 1 三 ± 堡± (／ =1+ ) +吉(／ +vi)：· ( i) 、 q-d(pw q-p,d)’吉 啊1 

l一2v·( 一 +m) 8 ( ) 1 1 叫— 一 i } 
一  c · Jr-d~z e f 1 m(d+i／ =1) }] (r—1)(39b) 

式中 (·) 为 Heaviside函数．方程 (39)为本文主要结果 

B 结果和讨论 

为检验结果正确性，将变量=沿一。。<。<oo积分，进行降维。则本文三维动态解应退 

化为相应二维线布载动态问题．该类似问题已由 Ang~t~及其他人 得到．事实上 。如果在方 

程 (37)中实施积分 ，有 

f fKz(z J
一  

IK，(： 1出： 
I)J 

与 Ang 等人结果一致． 

对公式 (39)本文进行了数值计算． I、_型应力强度因子随时间和载荷运动的速度 

的变化关系在图 3～图 3中给出．其中数值参数 b=1．87a。e=2．02．，时间f也已无量纲化． 

这样 ；l相应于剪切波到达位于裂纹前缘观察点 =的时刻．K ，K，均乘因子( I=1) ／ 

，● ● ●● J c ， ●
【  
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时何 {ĉI=0 d．p ：1．0，m；0 0) 

图 3 

图 5 

图 4 

图 6 

图 a 

1994年 第 15卷 

0 -土翌l豇禹 

丑 ff 

十 日_盈唾 

十 Ⅱ 翻 

叮 唾 

_』要 噬 

0  

= 

0  

一 

7  
匿 

O  
： 

／  

何 

十  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 2期 李湘平等： 运动载荷下的三维裂纹应力强度因子 ·103· 

当剪切波尚未到达观察点 =时， ，凰 此时一直为 0．当剪切波到达的时刻，观察点z 

处的应力强度因子出现一个跃动．随着时间的流逝 ， 。， 逐渐缓慢地趋于 0．Champion“’ 

对 I型情形进行了详细的推导证明，表明 I型 r随时间增长而趋于 0性质．我们的计算结 

果表明 I、Ⅲ型复合应力强度园子在运动载荷下情形是类似的． 

这样完成了特定运动载荷作用下三维应力强度因子的分析．本文的方法和结果可用来 

推导一般载荷作用下动态响应问题0 ． 
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THE THREE—DHdENSIONAL DYNAM IC SrRESS INTENSⅡ Y FACroR UNDER 

THE M oVB G LOADS ON THE FACES oF A CRACK 

Li Xiangplng Liu Clauntu 

( 自由 Mer．~ ics，Aode,~ia I瑚 ，肺 哪 ．100080) 

Abstraet Th e three-dimensional dynam stress intensity factor of a half plane crack in an otherwise 

unbounded elastic body．with the crack faces subjected to a traction distr]butien consisting of two pairs of suddenly- 

applied  shear point loa ds  and moving along the crack edges is considered ． Th e analytic expression for the combined  

mode I ． I $tre嚣 iI1tens ]tyfat：tots∞ atunction oftime obtained．Themethod  of solution b based onthe direc【 

ap曲 cation of integral transform together with the Wiener—Hopf technique． SO me teatures of the solutiom are 

dLmusaed and the numerical results tot various spo ~ds of point 1cad arc presented． 

Key works moving point load，semi．infinite crack． I． I combined modE*．stres*intensity factor 
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