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聚变等离子体理想动力系统的 
非线性热不稳定性 

．
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(中国科学院力学研究所，非线性连续介质力学开放研究实验室．北京 100080) 

提要 本文讨论氘氚聚变等离子体理想动力系统的非线性热不稳定性问题．这个系 

统与外界有物质与能量交换，采用几何上零维近似的演化方程．对自治系统，讨论了在各 

种不同粒子约束定律和能量约束定律下的非线性热不稳定性问题，给出稳定性判据．研 

究了自治系统不稳定解的非线性演化． 
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牙盎；．结， 1— 
近 20年来等离子体物理的研究取得很大进展． 1991年 l1月份在英国的大型 

托卡马克装置 JET上，第一次氘、氚聚变实验取得成功．其峰值功率近 2MW，在约 

2秒脉冲时间内释放的总聚变能近 2MJ[ ，这样，原子核聚变反应堆的前景变得更加 

现实了 自1985年开始，国际合作研制的国际热核实验反应堆 ITER(International 

Tllermonuclear Experimental PteD．ctoT)于 1991)年完成初步概念设计，在 1991年已开始 

工程设计阶段． 

1971年，Ohta等研究了聚变等离子体理想动力系统的热不稳定性与控制问题 7． 

这是 一种简化模型．文中做了线性稳定性分析，给出稳定性判据．对于不稳定运行 

模式讨论了反馈控制方法．近年来这方面研究工作的总结，可参看文献 『516】．在热 

不稳定性的理论研究中一般采用两种方法，一种是数值方法，一种是解析方法，迄 

今文献中解析方法限于线性稳定性分析． 1991年， Mandrekas等为聚变堆 ITER所 

做的热稳定性与控制方法分析中 用 POPCON分析和线性稳定性分析确定了运行 

参数的稳定区与不稳定区，对于用不稳定区参数作为运行参数的情形讨论了多种控 

制方法，并评价了这些方法在 ITER上使用的优缺点． 

本文用解析方法讨论了聚变等离子体 自治理想动力系统的非线性热不稳定性问 

题．根据用 Lyapunov直接方法证明的定理，讨论了各种不同约束定律情况下的非线 

性热不稳定性问题．在非线性稳定性判据中包含约束定律中的指数 i，m ，m 等， 

聚变反应堆的运行参数通常有两种可能的取法，一种取在稳定区，一种取在不稳定 

医．当以不稳定区的参数作为运行参数时需要使用控制方法． ITER的运行参数选 

在不稳定区一其原因，一是稳定运行参数要求温度高，密度低，对偏滤器的运行不 

)国家自然科学基金资助项目． 

本文于 1992年 5IEj 22口收到第一稿， 1993年 8月 lO日收到修改稿． 
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利，二是稳定运行参数接近比压极限，容易出现大破裂等，本文的结果表明，一组 

运行参数如果是线性不稳定的．则其扰动随时间作指数增长，必须使用控制方法才 

可能稳定运行．而如果是非线性不稳定的，则其扰动随时间的演化可能饱和，扰动 

的渐近状态也保持为有限值 在某些很特殊的条件下，也许可以不使用控制方法． 

布鲁塞尔学派把系统分为孤立系统，封闭系统与开放系统 现在研究的是开 

放系统，即系统与外界既有能量交换也有物质交换．此外，不仅核反应的规律表现 

为非线性的形式，由于托卡马克等离子体所具有的湍流性质．扩散、黏性、热导和 

电导等输运系数其表达形式也是非线性的．这就是说，我们研究的是一个具有非线 

性性质的开放系统．分叉理论，耗散结构等非线性问题将是很有意义的研究内容 

二 、基本方程 

首先引进聚变等离子体理想动力系统的基本方程 _3I4} 假定 ： 

1)托卡马克聚变等离子体是氘、氚等离子体，其组元为电子，氘核，氚核和 n 

粒子，其中氘核和氚核数密度的比例为 l：1． 

2)未知函数为粒子数密度 n，粒子温度 或 p=nT，均为在角向平面截面上所 

取的平均值，即采用几何上零维的近似．自变量为时间 t 

为电子数密度或者离子数密度，后者是氘核、氚核和两倍 a粒子数密度之和 

的量纲为 m ． 

为各种粒子的平均温度，量纲为 K， 

P=nT，量纲为 K一1TI一，注意内能为 。 SKBn．T、 日为 Boltzmann常数 为方便起 

见，以后称p为内能． 

t为时间，量纲为 s， 

聚变等离子体理想动力系统的基本方程为 

粒子数平衡方程 

：一 +s(。￡) (1) 出 、 

能量平衡方程 
d(nT)="。，(T)一 nT+ 

． s( ￡) (2) 

其 中 

1)粒子约束定律 ： = (n，T) 

能量约束定律 ：7-N=~-E(n，T) 

分别代表系统的粒子数和能量减少÷倍所需特征时间 函数形式由输运理沦略出． 

或者由实验的定标律给出， 的量纲为s 

)燃料注入率 S(wt)量纲为 n ．s 其中 代表角频率．量纲为 s_。 而周期为 

t = ，量纲为 s． 

3)注入燃料温度为 3 ，量纲为 K． 

4)篱量密度增加率函数 ，( )，量纲为 Km s 它由以 F两部分组 成 ： 
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一 部分是氘核 氚核经过聚变反应后沉积在等离子体系统中的能量．即每个 n粒 

子所带的能量 3．5MeV，而能量为 14．1MeV的中子则逸出磁约束等离子体系统以外． 

另一部分是电子与离子散射时所产生的轫致辐射功率损失、在这个简化模型 

中，不汁回旋辐射功率损失 结果是 

，( )= Q。 >-1．12~10-15×T“2 

： 1．0792×lO一。×h )× 一 ／3×e一。。r  ̈一1
．12×10—15×了1 ／。 c3) 

其中 

埘 { 。一．( )l。]一 。。 
5)压力 压力的表达式为 KB T 如果 T的量纲为 K 则压力即 nT． 

前面已经提到、理想动力系统中对 自治系统的线性稳定性分析已经完成 I3,41，而 

对于非 自治系统和非线性稳定性的研究，我们补充以下的条件 ： 

1)~-An．T)和 TE( ’) 

取 

0× × Tmp= rpo× ⋯  P州 

TE = 目0× × m ： 0 × 1~1--*n × pm 

其中 ，靶o t Tf~,p和 m 为常数，对不同的理论模型、j，m ．mE的取法不同．本 

文考虑以下几种约束定律 ： 

(1)Bohm扩散 f_0 Tf~,p：mF=m=一1 

(2)反常约束 (漂移波湍流) i_0，m =mE=m=一 

(3)经典扩散 『=一1，Tf~,p=mE=m：=1
． 

(4)新经典扩散 f1—1，” ： mE：；． 
c5]5常数约束 f-m ：mE=CI． 

2)S@t) 

采用靶丸注入的方式添加燃料、本文在研究自治系统时取 

S So：COnst (5) 

这相当于靶丸连续注入的极端情况．在以后研究的非 自治系统中，我们分别取 

和 

S(wt)=So(1+sinwt1 f6a、 

s( t)：Ⅳ ￡一￡ )．t =mt ，m =1、2，3，一 f6b) 
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(6b)中 即 delta函数．相当于燃料注入是脉冲周期的，而 (6a)相当于燃料注入是 

连续周期的． (6a)可看作是 (6b1的一种近似 

3)f(T) 

， )的形式已经给出．为了便于用解析方法处理，我们用 一个二次函数 

g( )=J4+BT—CT (7) 

来近似 ， )A B、C是三个常数． A，B，C的确定可以有各种方法．例如，用最小 

二乘法，如果运行参数 no， 已定，也可以从 ，( )，9( )在 的函数值相同．以及 
一 阶，二阶微商的数值相同，来确定三个常数．这个近似和理想动力系统的其它近 

似一样，是会定量地影响稳定性的结论的．但是，正如在 后的工作中特别是非自 

治系统的研究工作中所看到的．在这些近似假定下，从解析研究能够得到一些概念 

和定性结论．这些概念和结论会加深我们对实际问题的理辑，并有助于用数值方法 

所进行的数值模拟研究，因而是十分必要的． 

最后，基本方程化为 

dn
= 一  

1 

n m ～ P一  +S(wt) (8) 

邶 np+Cp。 ～ P T『I + t) (9) 

其中 S(wt)见 (5)，f6a)和 (6b) 

三 、自治系统的非线性热不稳定性 

对 自治系统，s(ut)=So 现在将基本方程 (8)、(9)无量纲化．后用 、口来代表 

某一物理量 q的有量纲量与无量纲量．设方程组的平衡点为 no，_n，唰 _n．_n满足 ： 

下面，用 o，F。、to=fEo． ．F 来进行无量纲化．令 

礼 

n  二 - 

n0 

S 
7 

A：I_ 
To 

则无量纲形式 的基本方程为 

dn 

^t 

dp 

dt 

To 

Ts 

0 

— —

— ‘  

B 0亡0 

p 一 

P t 

p0 t0 

一 一

亍卸 -瓦 ” - 

to 

C= To 

f1O1 

(】1) 

= 

一 

}  

0 M 0 二 

+ 一 

兰。 赢 

+ 
碲  

一 一A 

一 

一 
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其中平衡点 n=1 P=1满足 

So ：： —1
—  

r 

A + 曰 + e — l+ = 0 

以后取 Ts=0．令 

n = 1+ z、 P = 1+ Y 

则基本方程 (10)，(ii)化为 

(萋)=(： b)( y)+( hd (z~’, y))) 

f12) 

f13) 

(14) 

其中 ， 、 ， 、 

b

卜( s+o( ⋯⋯5~rrtp⋯) 
以及 

h1(z． )、h2(z Y)：o( 。+Y ) 当z。+Y 一0 (16) 

我们利用下面的定理来处理非线性热稳定性的问题。其中定理 1 定理 2是用 

Ly~punov直接方法证明的 _9】_ 

定理 1 设 (0,0)是正则系统 (14)的平衡点，即零解，其中性质 (16)成立．若零 

解是线性渐近稳定的，则零解也是非线性渐近稳定的． 

定理 2 设 (0,0)是正则系统(14)的平衡点，即零解，其中性质 (16)成立．若矩 

阵 (15)的两特征根不相同，非零，而且至少有一个特征根具有正实部，则零解是非 

线性不稳定的 

定理 3 设 (0,0)是 (14)中线性系统的平衡点．令 =n+d 口=ad一6c．则 

(1)当 u<0， >0时，线性系统是渐近稳定的。 

(2)当 ly,>0，”≠0或者 ly,<0， <0时，线性系统的特征根不相同，非 

零．而且至少有一个特征根具有正实部， 

对于我们所讨论的问题，有 

u=n+d=B+2C一1一s0十 (f一 )+mE 

口=ad bc：一so(1+mp一￡)(B+2C一1+m )一Somp(2A+13 711,E+f) 

从而利用定理 1—3，即可判断在不同约束定律下 u≠0， ≠0时，自治系统的非线 

性渐近稳定性和非线性不稳定性。 

四、不稳定解的扰动的非线性演化 

在聚变等离子体动力系统中，我们不仅要判断系统的非线性稳定性，对不稳定 
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的解还要求出扰动的非线性演化过程．因为在实际运行中，对物理量 ( T)或 ( ，P) 

均有一定限制，不稳定解的扰动如超过这个限制，将会造成磁约束等离子体的磁流 

体力学不稳定性，下面，我们讨论 f_m=0的常数约束定律的情形，求出扰动的非 

线性演化过程，基本方程是 

鲁一； + ( ) 
d p

= A +Bnp+Cp2一p (1 8] 

设 

( )=1+ (t) (19) 

p(t)=l+ (t) (20) 

则扰动满足的方程和初条件是 

一

1

d (21)t —— 一一
T 

(21) 

塑dt：【(2A+B) +A元。]+【(B+2C—1)+B刊声+e芦。 (22) 

t=0时， (0)= 0． (0)= (23) 

数密度扰动的解是 

(t)= 0-e一 ／ (24) 

它是稳定的．代入方程 (22)，得到 (t)的一个 Riccati方程．下面给出两种情形的解． 

1)假定 ‰ =0方程化为 

=q声+e ， q=B+2C一1=e A (25) 

(1)当 q≠0 
一  

刚  q"=PO (26) 

(2)当 q=0 

( )=~o／[1 cNt】 (27) 

因此，当 t— oo时 

如口>0 ( )一 号=一l A 
如 q 0 (t)一 0 

2)假定 0≠0，作变换 

刖=一嘉一 B ( )一 1．丽i dW (28) 

则 W(t)所满足的方程和初条件是 

州  ㈤ ：。 (29) 
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其 中 

砷 )=一 q2+ + 
一 罢( + ) r—I(B-4AC) ：e一，r ) 

t一。时， Ⅳ(。)=1．Ⅳ )= 一 一c面 

对我们所讨论的问题．设 B 一4AC>0 作 自变量替换 

。=0 C=x／B2—4AC． ．‰ 

和未知函数变换 

Ⅳ( ) ~／ ‘ ( ) 
则 ”( )满足的方程和初条件是 

1 
d2v

+ 
1
+ 
K

+ z2 J ： 。 

= c时 )=1 州()一 1+孚 + B +丢) 
其 中 

m  =  

1 2
_  
2 

=了南 [( +B)C—iB( + )] 
方程 (33)是 Whittaker导 出的方程 [tol，下面，分两种情形讨论 ． 

(1)q=C—A≠0 

解可以表示为 

口(。)=C1 ． ( )_-C2~．1k (。) 

其中 (：)， ．一 (z)为 Whittaker函数 叫 

从而 

Cl 

C2 

_ ( i)
(

M

c)k_一K’} ) (() ， (()一 (c) f 。 

当 t一 。c即 z一0时．有 

)— 一罢 f361 

r371 

(38) 

札 弛 ∞ 

A 一0 

+ 

l  
一 

一 

q— 

O  
一 一 

0  0  

，P  ～P  

j 

。  

= 

∞ 

一 一 

当  
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取 

解可以表示为 

其中 

而 

M1(。)= ．0(：)：： ／ 

D 1 

= 志 [(2A+B) 一 ] f391 

e-(1／2)~[ + 。+ “⋯] 

。 [ 一 。+ 冉 

当 t一 。。，即 一 0时，有 

( )一 0 

这些结果可以归纳如下 ： 

1)如 口=G—A 0，系统是线性稳定的，也是非线性稳定的 

当 。。时 ( ) 。 

p(t)：1+ (t) 

2)如 q：C A>0，系统是线性不稳定的 

当t—oo时 ( )— 善： 
p(t)=1+ ( 1 

_ ÷ ) 
¨ A 1 
一百A』 

} 

f431 

(441 

这里，我们对 q>0不稳定解其扰动的演化问题做一般性的讨论．首先讨论线 

性不稳定的情形，这时，扰动 (t)的演化为 

㈤ = e 

因此不管 o>0或 函 <0．扰动 ( )的演化都将遇到各种限制，如比压极限，压力 

极限等·不使用控制方法，系统不能稳定运行．其次讨论非线性不稳定的情形．这 

时扰动 (t)的演化由公式 (28)．(31) (32) (34)和 (40)给出，或者由公式 (261
， (27)给 

出，在某些很特殊的条件下，也许可以不使用控制方法． 

五、结 论 

1)对聚变等离子体 自治理想动力系统讨论了非线性热稳定性问题．对五种不同 

约束定律给出了非线性渐近稳定性与非线性不稳定性的判据． 
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2)对于常数约束定律，讨论了扰动的非线性演化问题，数密度扰动 靠(t)永远是 

稳定的．对 (t) 0与 (t)≠0两种情形，给出内能扰动 (t)非线性演化的解，以及 

当 t一。。时，扰动的渐近性质． 

3)对聚变等离子体动力系统研究其非线性热稳定性问题，是十分必要的． 

致谢 感谢力学研究所周显初研究员在数学上所给予我们的帮助 
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N0NLINEAR THERM AL INSTABILITY IN AN IDEALIZED 

DYNAM ICAL SYSTEM  oF FU S10N PLASM AS 

Xu F Chen Leshan 

(Laboratory for Nonlinear Mechanic Continuous e 
地ute。，Methanes，Chinese Academy吖 Sciences Beijlng]2008O，China 1 

A bstract The nonlinear thermal instability in an idealized dynamical system of 

deuterium-tritium fusion plasma ．墙 discussed in the present paper There are mass and 

energy exchanges between the system and its surroundings， The evolution eqtmtions of 

zero-dimension approximation are adopted Firstly，the nonlinear thermal stabillty criteria 

ar e obtained for the autonomous system an d five different confinement laws
， Then．the 

nonlinear evolution equations for the disturbances of unstable solution are solved  for the 

constant con~nement law，It is shown that the disturbance of number density always tends 

to zero ，while the disturbance of lnternal energy approaches asymptotically to a finite value 

for the case of nonlinear instabifity instead of infinity for the case of linear instabmtv
．  

Y words fusion plasmas，fusion rea~tor，thermal instability
, nonlinear stability 
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