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摘要 用已经提出的二维平面映射的奇怪吸引子结构讨论了这类平面映射的奇怪吸引子 

分片的机理，给出了有关判据．以 Hdnon吸引子为倒说明了这种机理的合理性． 
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引 言 ～ 

对于一维单峰映射的浑沌的倒分叉序列可以用重正化群方法加以讨论 对于二 

维平面映射，由于奇怪吸引子的结构一直不十分清楚，因而其分片机理的讨论也就 

显得十分困难， 

最近，文献 f1,21对于一类二维平面映射的奇怪吸引子提出了一种新的看法，并 

有实例 [3J证明这种看法是正确的．利用这种观点在讨论中心型浑沌和随机网形成等 

问题上也取得了一些进展 ， ．按照 f1】的观点，设 ，：冗。一 的微分同胚，p为 ， 

的双曲不动点， ∽ 为p的不稳定流形 如果 面 上双曲周期点、横截同宿点 

和横截异宿点为稠时，在一定条件下，面 能成为，的奇怪吸引子．此时 i面 

包含了所有双曲周期点的不稳定流形，这种闭包关系是通过横截环来形成． 

在本文中，我们用上述观点分析了这类奇怪吸引子分片的机制，并给出了产生 

分片的判据．在文章最后一部分以 H~non映射为例，说明上述观点是正确的 

1分片机制 ． 

设 ， 冗 一冗。的微分同胚．p ，pz，⋯， 为，的双曲周期点，如果 慨)雨W 

+1)( 1，2，⋯ ，毛 +1 1)，则称 ，具有横截 环．当pl，⋯ ， 为 ，的 周期点 

时，称该环为同周期横截 环；当 p-，⋯ ， 不是 ，的同周期点时，称该环为异周期 

横截 环． 

命题 1 设 ，：冗 一冗。的微分同胚，p 和 p2为 ，的双曲周期点 (可以同周期 

也可异周期)，则 (p1)n (p2)： W (P1)nW )： ． 
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证 利用反证法．假设 W”(p1)nW“(p2)≠ ，设 q∈W (p1)nW”(P2)，取 l为 Pl 

和 p2周期的最小公倍数，考虑 ，一 (g)，在 n一 。。，由极限唯一巨，就只能有Pl=p2， 

矛盾． 

此命题告诉我们 ，的任意不同的双曲周期点，它们的不稳定流形只可能是处于 

分离和闭包两种关系中一种．在成闭包关系时，它们的交集是空集一对于稳定流形 

也有类似性质． 

命黉 2 设 P为 ，双曲周期点． P1，⋯ ，Pk为 ，的双曲周期 k点，且它们的不 

稳定流形是分离的，P如能与 ，的双曲周期 k点中某一点形成横截环，就必有 r整 

除 ，其中 r为 P的周期． 

证 用反证法．如 r不整除 k，则存在nl和 ml，使得 f_nlk+m1，其中nl和 ml 

为正整数，且 m1< ．记 0(p1)={p1，P2，⋯ ， )，W”(0(p1))=u 1W“ )．由命题假 

设，存在 6=raind(W )，W“ ))>0，(i，J=1，2，一，k， ≠J)． 

不失一般性，设 P与 P1成横截环， q∈W (p)n W“(p1)，且 W ) W”(p1)， 

那么应该有 ， (q)一P， —oo，其中 ， (q)∈W )另一方面， 村=n(km +m1)= 

knn】+M 显然有 

l 

l m 一1 

， (q)∈W“(p1) 

， (q)∈W“(，cp1))=W”(p2) 

， (q)∈Wu( ) 

由于 存在，在 n— 时， ， (q)的极限不存在，因而产生矛盾． 

此命题告诉我们，当 Ⅳ“(0(p-))=W (P1)UW (p2)⋯UW” )中各个 W“ ) = 

1，2，⋯ ，k)是分离时，只有那些周期为 k倍数的双曲周期点可以通过横截环方式使 

得其不稳定流形包含在 可 中．另一方面，此时 可 分离成为 个孤 
立部分 Wu ) =1，2，⋯ ， )，如果在每一个 wu )上满足我们在 [1】中提出要求的 

话 (事实上只要有一块成立即可) __ 就成为一个奇怪吸引子．这个奇怪吸引 
子是分离成 k片的． 

利用上述思想，我们就可以讨论奇怪吸引子分片的机理．考虑含参数平面映射 

， ：7 一冗 ．假设在 =脚 时， ，有一个双曲不动点 p，同时 构成一个奇 

怪吸引子．此时允许在 Ⅳu )上含有任意周期的双曲周期点．不失一般性，可假设 

W” )上含有一组双曲周期 2点 (p1，p )．当参数 由 开始增加，所有在 而  
上双曲周期点和它们的不稳定流形的相对位置发生变化．当 = 时，由P1和 p2 

形成同周期横截 2环处于临界状态．那么当 > 时，由p。和 m 的不变流形构成 

的同周期 2环发生破裂，即 W”(p1)n W (p2)= ，W (p1)n Wu(p2)= ，Wu(p1)与 

W (p2)不形成闭包关系， W”(p-)和 W”(pz)发生分离， 和 形成孤 

立的两片．如果在w---~ )(或w---~ ))上还满足奇怪吸引子形成条件，那么就出现了 
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由一片奇怪吸引子到两片奇怪吸引子的分片现象．用类似方法可以讨论奇怪吸引子 

的其它分片现象． 

现在我们再进一步讨论同周期 2环的破裂问题．如果在 = 时， P。和 m 分 

图 1 

Fig．1 

别位于双曲不动点 P的稳定流形两侧，同 

时由P 和 p( 和 P)形成的异周期 2环 

处于I临界情况 (见图 1)那么，当 > 

时， )nW“(p1)= W (p)nw )= 

， 由 对 ，的连续性，此时 “(p。)和 

Ⅳ (p )分离．因而在这种情况下，同周 

期 2环的破裂与异周期 2环破裂是等价 

的、在这种条件下，也可以用异周期 2环 

的破裂来讨论奇怪吸引子的分片问题、 

2 H~non映射 

我们以 H~non映射为例加以说明 

f l 
+1= 1一 口。 + b 

l + = 
取 b=0．5，利用 【6】中提供的数值方法来讨论 ：。变化时，映射的奇怪吸引子的变化 

情况、 

当 。>1．0334时，数值计算表明，此时奇怪吸引子为一片，同时的确存在各种 

双曲周期点形成的同周期环和异周期环、 

当 。=1．0334时，数值计算表明，此时双曲不动点的不变流形仍产生横截同宿 

点 (见阻 2)，但此时双曲周期 2点分别位于双曲不动点的稳定流形两侧，且双曲周 

围 2 

Fig 2 

～ 芋  
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期 2的两个点的不稳定流形与双曲不动点的稳定流形发生异宿相切，吸引子仍为一 

片．现在情况是临界情况，文献中认为 a：1．0334是奇怪吸引子出现从一片到两片 

转换的参数值 ㈣， 
当Ⅱ=1．0317时，数值计算表明，此时 

双曲不动点的不变流形产生同宿相切 (见 

图 3)；但两个双曲周期 2点的不稳定流形 

发生分离，且与双曲不动点的稳定流形不 

发生异宿相交 (见图4)．数值计算发现，此 

时的奇怪吸引子的确是两片，而且形状与 

双曲周期 2点的不稳定流形闭包一致，此 

外，数值计算表明周期4点和周期 8点的 

不变流形都与双曲周期 2点的不变流形 

形成横截环． 

于是在 1．0317<a<1．0334时，双曲 

不动点的不变流形仍产生同宿相交，而两 

个双 曲周期 2点的不变流形与双曲不动 

点的不变流形不产生异宿点，它们的不稳 

定流形是分离，自然此时的奇怪吸引子为两片． 

上述 H6non吸引子的数值结果告诉我们，奇怪吸引子由一片到两片的转换；不 

是由于双曲不动点的横截同宿点的消失，而是由于双曲不动点和双曲周期 2点产生 

的异周期 2环发生破裂所导致的结果．在现在情况下，异周期 2环破裂是与同周期 

2环的破裂是一致的，由此可见数值结果与我们的理论分析相吻合． 

3讨 论 

由上述结果，我们可以给出如下讨论 ： 

1．对于 【1】中定义的奇怪吸引子可作如下推广 ：设 ，： 一冗。为微分同胚， 

Pl，P'z，⋯，Pk为 ，的双曲周期 点，且 (pi)(i=1，2，⋯ ， )是互相分离的，如果周 

期为 ∈三)的双曲周期点在 可石 =u 上为稠，且满足 【1]中提出 

的一系列假设，则 W“(0 -))为 ，的一个奇怪吸引子．这个奇怪吸引子是由 片构 

成的．当双曲周期 点被双曲不动点代替，就回到了 [1]所定义的奇怪吸引子，它是 
一

片的． 

2．在 片构成的奇怪吸引子中，只有周期为 kn(n∈三)的双曲周期点的不稳定 

流形才有资格加入、如果映射在参数 变化时，它的奇怪吸引子经历了倍周期的倒 

分叉序列，那么我们可以把全体自然数作如下排列 

1，3，5 7，--· 

2，2 × 3，2 × 5，2 × 7，-· 

2 ，2 ×3，2 ×5，22× 7 
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在一片奇怪吸引子时，所有周期的周期点都可能存在于 wu(p)中．当奇怪吸引子分 

成两片时，周期数为上述排列中第一列的周期点是被吸引子排斥在外．当奇怪吸引 

子分成 2n片时，周期数为上排列中前 n列的周期点被排除在吸引子外．这是一个 

类似于 Sharkovskii序列的有趣序列．当然一个具体映射是否有这种周期点还得由具 

体映射决定，我们用这个序列仅仅是判断吸引子应当排除的周期点． 

3．设一个奇怪吸引子是 n片的，当映射的参数变化后，它变成 m片．从上述结 

果来看，产生这种现象的条件为 ： 

(1)m是 n的整数倍 ； 

(2)由 m个双曲周期点所形成的同周期横截 m环发生破裂．这几尤其要指出， 

不能把 个双曲周期点作为 ， 不动点所形成的横截同宿点的消失，作为判定这种 

现象产生的判据． 
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THE DISCUSSION ON ～m CHANISM  0F 

BAND-EM ERG矾 G oF STRANGE ATTR A CT0R 

Liu Zengrong Zhao Hong‘ 

(LNM,Institute 融 甜I{∞，Chinese 。̂4dem Scieno~，Belting 100080．China， 

Dept ol Math， ‘ 0u u 钾 蛾 S~hcu 215Oo6，China) 

。(Dept Physics，La~hou un如e坩i ，L~．zhcu 730000．China) 

Abstract Based on the geometric structttre of strange attractor which has been suggested 

in【1】1 the mechanism of band-emerglng of strange attractor is discussed，and the critexion 

producing band—emerging  of strange attractor is obtained．As an example．Henon map is 

used to illustrate that the mechanism is reasonalble． 

Key words strange attractor，band—emergingof strange attrac tor，Hdnonmap，Sharkovskii 

sequence 
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