
最近 《力学 

才fj 75荨 菘， 孝 石器 ￡ 
变量的两种独立性和哈密顿原理的无穷多样性 

讨 一文 ㈦ ，该文批评了 9本力学著作 [1-2,4-zo] 

的有关论述 ”． 如果文 【l2j的批评是正确的，那 

么，不仅 9本著作，而是几乎所有的理论力学著作 

的有关概念都是错误的了．然而实际上 9本著作的 

有关论述完全正确，而文 【l2]的批评则是欠妥的． 

鉴于广义动量概念在分蚯力学中的明显重要性，我 

们认为有必要加以澄清，何况文 【1 2】还在变量独立 

性，分析力学的拉氏表述和哈氏表述之间的逻辑联 

系，哈尔顿原理的多样性，以及同一哈密顿原理可 

否有不同表述等问题上存在基本概念的错误． 

1．本来，变量独立性的概念有两种．第 1种 

独立性，指的是指定的 十变量 (包括自变量和 

函数)，它们取可能值的独立性 _1 ．n 自由度完 

整力学系坑，按 “完整’和 自由度't的定义， 

轨 个状态变量，即广义坐标和广义速度 ， )= 

(q ，⋯ ， ，⋯“)，在没有附加限制条件 (如初值 

和运动方程以及变分时指定了的函数 如(t)就都属 

附加限制条件)时是相互独立的 (本文如无特殊说 

明．谈到 “独立性 均指没有附加限制条件时的第 1 

种独立性)．第 2种独立性是泛函所依赖的．作为时 

间t的函敷的不同变量，其变分之间的独立性．它 

由泛函变分问题的提法所规定，本文称它为变分的 

独立性． 

两种独立性概念是明显不同的 例如1对 n自 

由度完整力学系统而言，虽然 轨 十广义坐标和广 

义速度相互独立并作为工的自变量(即文 【12】所说 

基本变量)，可是这种独立性并不妨碍在本文第4点 

要提及的第二型哈密顿原理的工表述中．规定泛函 

所依赖的某些广义速度是不可独立于 6g(t)而变分 

的 (记为口(t))，另一些广义速度才是能独立于 6g(t) 

而变分 (并记为 (t))．然而在文 【12]中两种独立 

性概念往往混为一谈．被枧为一十概念一例如在文 

【12]p54左边，数学式子表示的是 6缸 以及 印 都依 

的”，“广义动量和广义坐标是互不独立的”；叉如文 

71在等式 (3)中视 如 任意， 不任意，。同时 

根本不否认 (g，P)的独立性，可是文 【l 2]却在 p54 

右边等式 (3)下面批评文 71是 吨 H 表述中， 

否定 与 啦 的相互独立，也就否定了 是基本 

变量’，如此等等．那么这是否仅仅是十名词定义问 

题?把文 【l2]的 独立”=宇一律理解为 ‘L可独立 

变分’是否就能使文{l2]韵含混樽剜消除了昵?不 

能，文 【12]p~4右边第三段说： 唷 些作者试图证 

明 与 的独立性 ，。这里 ‘‘独立性 就术韶建解 

为变分独立性．由此可见．文fl2I麒 把两种术同 

的独立性概念混为一谈了． 

2．任意 n十以 ， )为独立自变量的函数， 

在雅可比行列式非零的区域内部是相互独立的_1 ． 

遗一结论与所用表述是L还是 H或是 无关 ， 

只要这些表述是存在的．可是文 【121却有 “在 ￡表 

述中啦 与 互不独立 (见文 【12]p54右边第 3段 

第5行)等说法 |这些都是明显借谩的概念 。正确的 

说法是对完整保守的自然力学系统而育．布管在什 

么表述中l鲰 十变量 ( t)是相互独立的， ( 

也是相互独立的． 

3．文【1,2 8-10】在L表述的基础上刺用(2)定 

义的p引进H表述时．论证了( p)的魏立性．对 

此，文 【12]批评说： 有 些作者试图证明 与 ％ 

的独立性-一种常见的1正明是这样的：从 L表述出 

发，首先提出啦 与如 相独立．然后利用 (2)式推 

出P 与铀相独立 l暑- ．我们认为这种证明不 
能成立．” 一 

‘

我们知道，自变量和函数之问的关系不是固定 

的．依赖于 2乱十自变量的任意 2n个函教，只要它 

们是相互独立的，根据隐函数定理，它们就可以成 

为独立的新自变量，而原来的自变量成为它们的函 

数．在文 【1,2．8—1 0】中是先引进 工表述．因此p是 

)文 【12I的批评内容与其引文并不完全相符，但其观点是明确的．故本文原封不动地沿用引文号码 (即 【1]-[1lI)将 

不破影响本文对文 【l 2】观点反驳的准确性- 

。)为确定起见，本文与文献 【I-II】 样．限于自然力学系统．因此总存在 表述．直接从 表述经勒让巷变换得 

刊的 H 表述 (q， ，以及由 H表述经正舜J变换得到的 表述 [q-P)．我们用 哈氏表述”泛指 且 和 表述- 
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(2)式决定的 (叮．寸)的函数，后来叉耍把 q P)当作 

自变量面剧进 口表述，当然必须证明如 P)是楣互 

独立的．文 『121对此特异议是没有道理的 至于文 

『l2】所提 出的三点理由实际上都不成立 ：a)文 [12】 

说 【在 ，』表述中铀 与 缸 互不独立” 这种说法，上 

文已予否定 b)文 『12】又说 “(2)式只是 L表述 

中广义动量的定义，它不是 日表述中的广义动量”． 

速句话对文 『1_2，8一圳 这些以 L表述为基础的著怍 

来说是不成立的；当然，对 H 表述来说， 往往 

不满足与 (2)形式相同的关系式 

：  f呈!垒!生 
2Q 

甚至 可能不存在，但这些著作对 (Q，p)的第一 

种独立性螅证明，用的是正则变换的非奇异性质， 

面表用到鸯来著不成立的(a)式 F)文 【1 2]说‘ 

与啦 相独立婚 表述的基本假设，而基本假设是 

无须证明的”诚然，在作为一个独立的形式体系的 

哈帝螵力学中确实如此 ，但是，同样清楚的是， 

文 l1,2，8-lO]，的有羔采旨在于向读者表明，对拉氏 

力学所描述的岛然力学系统，可以通过定义 (2)建 

立起以 P)为乌变量的漂亮的日表述，因此证明 

变量每 P) 中P由(2)式定义)确实具备充当 
新自变量的资格，这不仅不错．而且是必衡的!站在 

减立晦哈氏力学镳系的立场上来看，这种证明无异 

于验证 (2)所决定的(q．p)满足哈氏体系关于 (叮jP) 

独立性的基本假设或公理，而决不应误解为这些著 

作在试羁征明这_假设j整个建立，日表述的过程 

到相当于为己存在的哈密顿力学形式体系陈述了一 

十具体 模型■ 

j．实际上，有无穷多种不同的略密顿原理， 

每．=个哈密顿原理在不同表述变数中都有自已的表 

示形式，．井且允许独立变分的函数数目与所采用的 

表述变数无关．试举几例 

A一 第二型暗密颧原理有2n个变量可独立变 
分 其 黄述 5l为 ， 

溪6p1 2 ㈣ 晒和如独立，但 l rb、 如』t )=如 (亡2)=。(t )=如 (t2)：0 l ：，，⋯， ) J 

B 利用勒让德变换 

H(qm )= m口 一g(q，q0) (c) 

=  
， “ ，。 --，n (a) 

可将 (b)化为 L表述 

， ∑ )杀 ， ) 

} 独立变分为 
q， g ， l 

I 
但如。(t1)： 铀(t2)= q：(t·)= ( )=0 J 

、 (e) 

需要注意，这里 g 是可独立变分的广义速度，而 4 

则是变分需由曲 盖曲决定的广义速度-为什么 
在泛函中允许一部分广义速度变分独立，而另一部 

分不独立 ?对这个问题的回答是， (e)是从 (b)直 

接变来， (e)的这一规则来自 (b)中既要求广义动 

量的变分独立于如，又要求广义速度口的变分由 q 
的微商决定这一规则． 

C 第一型哈密顿原理 (约束哈密顿原理)只有 

n个变数可独立变分，其 ，』表述为 

， ，t，at=。 l 
独立变分为曲，但6 (t1)=如 (t2)=o J 

容易看出，对 (e)加上约束条件 

靠 =g： (g) 

同时抛弃 6 (t1)=6缸(t2)=0，即得 (f)(如果不放 

宽边界条件则是另一个哈密顿原理)． 

D．(f)化为 口 表述即为 

／【 a 一H(q，P，Oldt=0 I ^
1 

， I 

如( )：如。(t：) } (h) 

曲与 足限制条 = J 
从上面 4例可见，变分时允许独立变分的变量 

数目依赖于所用的是哪一个原理，而与所用表述无 

关．所以，文(121强调在 表述中只有广义坐标可 

独立变分，而广义速度和广义动量都不能独立变分 

(文 (121p54左边倒数第 8行 ‘ 广义动量和广义坐标 

是互不独立的”按其推导，实际指相应的变分不独 
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立)，在 日 表述中广义动量和广义坐标一定都能独 

立变分 (文 【12】在 p54右边 (3)式下批评了 如 不 

独立的魂点)，这些观点部是不对的 特别是文 [1 2) 

对文 【5～7】采用第一型哈密顿原理的 日 表述 (3)来 

导出正则方程的做法极力反对，说这是 “在 表述 

中否定 m 与 啦 的相互独立，也就否定了 P 是基 

本变量 假定没有 与 ‰ 的独立性 就没有正剐 

变量和正则方程，不可能产生求解正财方程的各种 

方法；相空间必将退化为位形空间，正则变换将退 

化为位形空间的坐标变换，于是，H 表述被彻底取 

消，变成了 ，』表述的简单重复． 这些批评都是由 

于文 f12】的作者混淆了变量的两种独立性概念，以 

及不了解实际存在多种不同的哈密顿原理之故．应 

该明确的是，采用第一型哈密顿原理的 表示， 

本身就是以承认 H 表述为前提的，也就谈不上什 

么否定 ，q)的独立性，否定正则变换等等 相反 

有些著作，如文 f10】等，只引进了第一型哈密顿原 

理，却不作任何声明地用 f 目，6p)独立来导出正则 

方程．这才是真正应该纠正的概念混乱 

需要说明我们为什么说哈密顿原理有无穷多 

个．例如】将 (h)式 中的 (啦 )改为某 H 表示 

下的变数 (Q ， )，找们称为 (h )式，它是另一个 

与 (h)不同的哈密顿原理在该 表述中的表示． 

由于边界条件和限制条件不是正则变换下的不变形 

式，正 』变换又构成无限群 因此同一形式 ( )可 

因所相对的正则变数 (Q，P)的不同而代表了无穷 

多个不同的哈密顿原理．此外．文 『16】还给出了自 

由边界哈密顿原理 

( 一一喜 
它在正则变换下形式不变，对它加上各种恰当的限 

制条件和边界条件便构成各种不同的哈密顿原理 

5．关于文 『12】对 ‘_两个阶段说法”的批评． 

文 [1 2]以 ‘．在 ，』表述中， 不是基本变量， 

它与 ‰互不独立1 的糊涂说法为总的根据，批评文 

f1，2l说： ‘唷些著作 l1 提出了两个阶段的说法： 

当考虑一切可能运动时， 独立于 ％；当涉及实 

际运动时， 乳 便不再独立于 q 

文 『1,2】的上述说法显然是正确的．我们知道， 

对拉氏方程的确定解 q( 来说，(q(t)，0(f))相互不 

独立，因为 ( 和口(z)受到附加条件，即拉氏方程 

和初始值的限制 (考察其独立性，最好选 为自变 

量，于是 )对 的雅可比矩阵的秩不可能超过 

1) 但在拉氏方程 作 ! 运算时又似乎认 
”  

为 (目．日)独立，文 tips1对这种独立性的含义进行 

说明时说 ： “原永，作为研究问题的出发点，我们 

并不局限于实际实现的运动情况，而是考虑约束螽 

件所允许的一切可能的运动情况 (虚位移概念就是 

这样引入的)．％ 并不是指某个时刻的实际的广义坐 

标，而是约束条件所允许的任意的广义坐标．罔}!以 

它不是时间 t的函数 ；缸 也并不是实际的广义速 

度，而是约束条件所允许的任意的广义速度，所以它 

也不是 q0的时间变化率，丽是独立于 ‰ 的 ⋯ - 

而对于实际运动而言， 铀 是 t的函数 ％( )．缸 是 

铀 的时间变化率 ”很清楚，文 f1】的观点是认为虽 

然实际的 q(t)遵从拉氏方犟，但在第 1阶段，即计 

算 时， ￡中的 (口， )应理解为无附加限制条 

件下具有第 1种独立性的状态 自变量，这样来求偏 

导数．这种看法对不对呢 ?我们知遭，在拉氏方程 

中，q(t)指实际运动，故 (q(t)， (t))之间无第1种 

独立牲，因此衣 丑 时．按定义鹏 I进具有 

第 1种独立性的变量 ( f)，先求 ，然 

后再代入 q(t)和 Y= ( )文 fl】用本来就具 

有第 1种独立性的状态自变量 ( )来代替 ，y)， 

这样理解当然也还是可以的 这里只涉及第 1种独 

立性概念，与第 2种独立性概念无关，文 fl】没有 

错误 ”． ’ ’ 

6．关于文 f1 2j对 “芷则方程只有一半是运 

微分方程”的批评． ‘一 
。  

文fl 2]批评文f4 6—8】说 ‘唷些作者认为，正 

则方程组I政有一半是运动微分方程，前另一半是广 

义动量的定义式 [4,6--Sl”．上史已指出，这些书都 

针对自然的完整系统．并采用丁以￡表述为基础的 

形式体系，而且都是在从L表述经勒让 变换变为 

日表述后，但尚未引入正则变换前，’说这番诺的． 

这并不错，从本文也可看到，正则方程的一半，即 

)应当指出，文 【1l虽然在独立性概念上完全正确一但文 【1】用无附加条件下 ( 劬具有第 1种独立性来说明偏导 

运算望 警 之能够进行一却不是最佳的，因为从实质上来说．上建偏导运算之可j进行与自 量 口)的第 
1种独立性井无关系，例如，即使对非完整系， ( )无第 1种独立性，上述偏导运算还是可 进行的 叉如，在公式 

， 
= 型 dx2中 与 虽菇没有第1种独上性，但仍然可 按法则捅 帕 导数． 
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(h)中第3式来自(g)，(c)和定义(d)，只是文 [4，6_8】 

突出了(d)而已．当然经过正则变换之后，在 H 表 

述中，对新的正剐方程就不能这么说了，然而这些 

书并没有对新正则方程来说这些话．所以文 【12】的 

批评不成立． 

7．此外，文 『12]取母函数 

U=∑啦 + ) 

得出的 
’

L = 一苦 
有推导错误或笔误，应改为 

= 一 ∑ 啦一H一苦 

并且还须要求 H为关于口的凸函数 (或对自然力学 

系统)才行． 
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撰 ／权善援 

从马格奴斯 《工程力学基础》想到的 

堂 缝 
(清华大学，北京 100080) 

如何解工程实际中的力学问题 ?凡是独立地 

解决过这类工程力学问题的人通过 自己的实践都清 

楚，概括地说，就是首先从工程实际中提炼出力学 

模型．在这一步，根据我们婴回答的问题，把与问题 

无关或次要的因素去掉．然后简化出适用于婴回答 

的问题的力学模型．建立了这十力学模型后，第二 

步才是特它转化为数学模型．第三步是求解数学模 

型．穰到数学解 (可以是解析解，也可以是数值解) 

后．再回到工程问题加以解释并检验是否合理． 

思路虽然清楚，但是在文献或书籍中看到用简 

明的语言．很少的篇幅将这种方法介绍给初学的或 

才开始做研究的人．因此，年青人往往要模索相当 
一 段时闻，才颁悟、总结出这一套方法．德国幕尼 

黑工业大学工程力学教授 Kttrt MAGNUS和他的 

此书印将由北京理工大学出版杜出版中译本 
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助手 Hans Heinrich Miiller在他们合著的 《工程力 

学基础》’一书中用短短 4页篇幅将这一解工程力 

学问题的思路和方法．用很明确的步骤．清晰的语 

言．讲解得一清二楚，井以汽车为例，对不同的问 

题，将运动的对象—— 汽车—— 简化成不同的力 

学模型．为了对青年力学工作者有所帮助，现将这 
一 段译出，介绍给读者． 

其实，这种解工程力学的方法对于其他由工程 

实践提炼出的各种物理分支的问题全适用．不过简 

化出的不是力学模型．而是热力学、电磁学或其他 

物理分支学科的模型而已． 

下面是马格努斯原文的一段引论 

“引论 

何为工程力学 ? 
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