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　　摘　要：使用传统有限元方法对裂纹扩展问题进行分析时，裂尖奇异性是首先必须要面

对的问题，其次裂纹扩展的方向、长度与模型的网格密切相关．本文通过建立一个不完全依

赖于网格的模型来分析裂纹扩展问题，利用相互作用积分方法来求解裂尖参数，积分方法可

以一定程度上消除奇异性影响，从而避免了裂纹尖端的奇异性对网格划分的苛刻要求．采用

相互作用积分法则求解裂纹尖端的应力强度因子，由最大周向拉应力理论来判断裂纹的扩

展方向．模拟裂纹扩展的过程中，只对涉及扩展区域的网格进行重新剖分来获得最终的扩展

路径以保证计算的精度．最后通过Ｉ型裂纹扩展、带孔板裂纹扩展及受压裂纹扩展等几个典

型算例与参考文献进行对比，证实了本文方法具有良好的可靠性，并展示了在多种破坏模式

下方法的适用性．
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　　关于裂纹扩展问题的研究，对于预防工程结构

的断裂失效、评价结构的完整性与安全性具有非常

重要的意义．在非常规油气资源的开采中，往往通过

水力压裂技术增大岩层中裂纹的表面积来实现提高

产量的目的，这也促进了众学者对裂纹扩展问题的

研究．裂纹扩展问题属于不定边界问题，具有高度的

非线性［１］．它是一个连续面与非连续面不断转换的

过程，而该问题的关键是如何实现对不连续面的准

确刻画．
通常用来分析裂纹扩展的方法主要有边界元方

法和有限单元方法．边界元法（ＢＥＭ）［２－３］在模拟复

杂的模型时，严重依赖于问题的基本解，大大降低了

处理非线性、非均质等问题时的优势．有限元方法中

的单元消除（杀死）技术也可以简单、有效地实现有

限单元法对于断裂破坏过程的模拟［４］．为了解决有

限元模型中重划分的问题［５］，学者们在传统有限元

基 础 上 引 入 了 结 点 释 放 技 术［６］以 及 扩 展 有 限 元

法［７－８］．结点释放技术需要预先知道裂纹潜在的扩

展方向，因此在模拟复杂情况下的裂纹扩展问题时

会比较麻烦．扩展有限元法将裂缝独立于计算网格

之外，利用扩充位移项来描述不连续的位移场从而

表征裂缝特征．该方法模拟精度高，裂缝处理方便，
但针对不同的裂纹问题需要选取不同的富集函数．
Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ和 Ｂｌａｃｋ［９］针 对 二 维 裂 纹 问 题 引 入

Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ函 数 作 为 富 集 函 数（Ｅｎｒｉｃｈｅｄ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎｓ）；Ｍｏｅｓ等［１０］则引入阶跃函数作为富集函数；

对于一些尚无解析解的问题，Ｗａｉｓｍａｎ和Ｂｅｌｙｔｓｃｈ－
ｋｏ［１１］还提出了一 种 带 未 知 参 数 的 富 集 函 数 方 法 来

提高计算精度．另外，裂缝条数过多时会引入附加自

由度，计算速度慢，收敛性较差．
本文采用有限元方法来进行裂纹扩展的数值模

拟，无论采用 何 种 模 式，对 于 裂 纹 扩 展 数 值 模 拟 问

题，裂尖应力场的分析均是关键问题．由于裂纹尖端

是奇异点，所以在利用有限元法求解裂尖应力场时，
其结果的准 确 性 与 单 元 类 型 和 网 格 尺 寸 都 密 切 相

关，最好在特定位置采用奇异单元与足够小的单元

尺寸．在模拟裂纹扩展的过程中完全满足此类要求

是非常困难的，因为计算时需要跟踪裂纹几何位置

的变化不断重构网格并变更单元类型．

本文不需要直接面对有限元算不准的裂尖奇异

应力场，而是通过裂纹尖端的应力强度因子衡量裂

纹的开裂特性，并且它还可以判断出裂纹的开裂方

向，避免了需要预先定义裂纹扩展路径的问题．应力

强度因子是采用相互作用积分方法计算得到，而积

分方法可以减轻计算结果对裂尖处单元类型与单元

尺寸的依赖．该方法只需要通过远离裂尖处某一积

分路径上的应力场解与位移场解，便可计算出裂尖

的应力强度因子．远场处的有限元结果往往具有很

高的精度，所以该方法能够获得较为满意的结果，这
样就给裂纹扩展的分析带来了极大的方便．本文给

出了进行裂纹扩展分析所需使用的策略，力求在计

算含奇异点的裂纹扩展问题时寻求一种较为可靠的

方法．为了提高可用与易用性，在通用有限元软件上

进行简单的改进，实现了ＡＮＳＹＳ软件的二次开发，
计算了几个比较有代表性的断裂力学问题，比较单

元杀死方法和扩展有限元的结果以及网格划分的影

响，验证了本文方法的正确性与有效性．

１　裂纹扩展的理论基础

１．１　应力强度因子的计算

应力强度因子常见的计算方法有相互作用积分

方法、结点位移外推法［１２］以及复变函数方法［１３］．本

文的应力强 度 因 子 是 通 过 相 互 作 用 积 分 方 法 得 到

的．然而，相互作用积分方法是基于准静态条件下的

计算方法，所以无法求解裂纹扩展速度等动态参数．
具体的基本理论如下［１４］．

如图１所示，相互作用积分是包含裂纹尖端回

路Ｇ的能量积分．它的定义如下［７］：

Ｉ＝

∫Γ Ｗ １，（ ）２δ１ｊ－σ（）１ｉｊ ｕ（）２（ ）ｉ

ｘ －σ（）２ｉｊ ｕ（）１（ ）ｉ

［ ］ｘ ｎｊｄΓ

（１）

式中考 虑 了 两 个 独 立 的 平 衡 状 态，状 态１（σ（）１ｉｊ ，

ε（）１ｉｊ ，ｕ（）１ｉ ）为 真 实 应 力 －变 形 场 的 变 量，状 态

２（σ（）２ｉｊ ，ε（）２ｉｊ ，ｕ（）２ｉ ）为附加 应 力 －变 形 场 的 变 量；

Ｗ １，（ ）２ ＝σ（）１ｉｊ ε（）２ｉｊ ＝σ（）２ｉｊ ε（）１ｉｊ 为相互作用应变能

密度；ｎｊ为积分回路上的外法线单位矢量．附加场可

５７
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以是任何满 足 变 形 方 程 和 本 构 方 程 的 应 力 －变 形

场，一般情况下取为裂尖渐近场的解析解［１５］．

图１　 相互作用积分示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

当回路Ｇ 接近裂纹尖端时，相互作用积分与真

实变形场和附加变形场的应力强度因子之间有如下

关系：

Ｉ＝ ２
Ｅ＊ Ｋ

（）１
Ｉ Ｋ（）２Ｉ ＋Ｋ（）１ＩＩ Ｋ（）２（ ）ＩＩ （２）

式中Ｅ＊ 为平面应变或平面应力下的弹性模量．
在实际应用中，为方便有限元的计算，通常把相

互作用积分转换成一个面积分，在回路Ｇ 的外面再

设置另外一个回路Ｃ，两个回路之间所围成的区域

为Ｓ，通 过 散 度 定 理 将 式（１）的 线 积 分 转 换 为 面 积

分，另外再考虑裂纹面上的面力作用，则相互作用积

分就可以写为［１６］

Ｉ＝

∫Ｓ
σ（）１ｉｊ ｕ（）２（ ）ｉ

ｘ ＋σ（）２ｉｊ ｕ（）１（ ）ｉ

ｘ －Ｗ １，（ ）２δ１［ ］ｊ ｑｘｄＳ－

∫Ｃ＋＋Ｃ－
σ（）１ｉ２ ｕ（）２（ ）ｉ

ｘ ＋σ（）２ｉ２ ｕ（）１（ ）ｉ

［ ］ｘ ｑｍｙｄＣ

（３）
式中：ｑ是平滑的权函数，在区域Ｓ内取值为１，其余

地方为０；ｍｙ 是裂纹面上的外法线．
通过以上分析可以知道，选取特定的辅助场就

可以得到真实状态下的应力强度因子．为了求解参

数Ｋ（）１Ｉ ，可以假设辅助场为纯Ｉ型的状态，并且满

足如下条件

Ｋ（）２Ｉ ＝１，　Ｋ（）２ＩＩ ＝０ （４）
由于纯Ｉ型状态下的应力场和位移场都有理论

解，因此很容易通过式（３）得到相互作用积分的值，
最后结合式（２）和式（４）就可以得到参数Ｋ（）１Ｉ 的表

达式

Ｋ（）１Ｉ ＝Ｅ
＊

２Ｉ
（５）

同理假设辅助场为纯ＩＩ型状态就可以得到参数

Ｋ（１）
ＩＩ 的结果．
１．２　 裂纹扩展准则

典型的断裂 准 则 包 括 能 量 释 放 率、Ｊ积 分 和 应

力强度因子等相关准则．本文采用应力强度因子准

则，在相互作用积分方法 所 求 得 裂 纹 尖 端ｉ应 力 强

度因子ＫｉＩ和 ＫｉＩＩ 的 基 础 上，定 义 等 效 应 力 强 度 因

子［１７］：

Ｋｉｅｑ＝ Ｋｉ（ ）Ｉ ２＋ Ｋｉ（ ）ＩＩ槡 ２ （６）

当裂尖的等效应力强度因子Ｋｉｅｑ 超过临界应力

强度因子时，裂尖就开始扩展．对于复合型的裂纹扩

展，应用最大周向拉应力强度因子理论来确定出裂

纹扩展的方向角［１８］：

θｉ ＝

２ａｒｃｔａｎ １
４
ＫＩ
ＫＩＩ－

ｓｉｇｎＫ（ ）ＩＩ
ＫＩ
Ｋ（ ）ＩＩ

２

＋槡（ ）［ ］８

（７）

１．３　 模拟裂纹扩展的过程

在裂纹开裂过程的计算中，主要是通过计算确

定出裂纹的起裂条件与裂纹的开裂角．另外一个问

题就是裂纹扩展时模型网格的重新划分，重新划分

的区域只需要选择所关心的扩展部分即可，因此只

是增加了部分的结点自由度，详细的划分尺寸可以

由下文的算例得到．由于利用相互作用积分方法求

解裂纹尖端的应力强度因子，所以在网格划分时不

需要采用特殊单元，这样就降低了网格重新划分的

难度．具体的计算流程如下：

１）通过相互作用积分方法计算出裂纹尖端ｉ处

的应力强度因子ＫｉＩ和ＫｉＩＩ，然后利用式（５）得到裂纹

开裂方向角θｉ，最后根据复合裂纹断裂准则确定开

裂点．
２）设置裂纹尖端的开裂步长为Δｌ，沿裂纹扩展

方向角劈裂 模 型．关 于 开 裂 步 长 的 设 置，参 考 文 献

［１９］中给出的建议增长步长为ｈ
２≤Δｌ＜２ｈ

，其中ｈ

为单元尺寸．
３）重新划分模型网格，需要特别注意裂纹尖端

附近的网格尺寸，并防止重新划分的网格出现畸变．
４）重复过程１）～３），进行下一个开裂点的操

作．如果开裂过程中不满足开裂准则那么裂纹扩展

过程中止．

２　 典型问题的分析与比较

在ＡＮＳＹＳ有限元程序中，模型均 采 用 八 结 点
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的ＰＬＡＮＥ１８３平面应变 单 元．分 析 接 触 问 题 时，接

触单元采用三结点ＣＯＮＴＡ１７２单元，目标单元选择

三结点ＴＡＲＧＥ１６９单 元．在 选 择 的 这 些 典 型 问 题

中，将单元杀死方法、相互作用积分方法和扩展有限

元方法进行了比较．首先比较了单元杀死方法和文

章中的相互作用积分方法，目的是说明本文方法要

比单元杀死方法计算更正确．其次比较了相互作用

积分方法与扩展有限元方法，进一步证明了本文方

法是有效可靠的．下面详细讨论这些算例．
２．１　 应力强度因子的计算

应力强度因子的计算是本文方法中判断裂纹开

裂的主要参数，其对模型网格的敏感性是首先必须

要说明的问题．只有部分裂纹的应力强度因子有封

闭解，所以本文选择有限宽中心裂纹板的解析解为

例来说明应力强度因子的敏感性计算问题．该计算

模型如图２所示，单向受均匀拉应力σ" 的有限尺寸

板，宽为２Ｗ，高为２　Ｈ，中心存在一条长为２ａ的裂

纹．假设板为各向均匀的线弹性材料，裂纹尖端的应

力强度因子表达式为［２０］：

ＫＩ＝Ｆσ∞ π槡ａ （８）

图２　 含中心裂纹的有限大板

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｆｉｎｉｔｅ　ｐｌａｔｅ　ｗｉｔｈ　ａ　ｃｅｎｔｒａｌ　ｃｒａｃｋ

其中Ｆ为有限宽度的修正系数，代表性系数包

括以下３种．

Ｉｓｉｄａ近 似 系 数：Ｆ＝ ｓｅｃ πａ／２（ ）槡 Ｗ ，对ａ／Ｗ

＜０．７时误差为０．３％．
修正的Ｋｏｉｔｅｒ公式：

Ｆ ＝
１－０．５ ａ（ ）Ｗ ＋０．３７ ａ（ ）Ｗ

２

－０．０４４ ａ（ ）Ｗ
３

１－ａ／槡 Ｗ
，误

差为０．３％．
修正的Ｆｅｄｄｅｒｓｅｎ公式：

Ｆ＝ １－０．０２５ ａ（ ）Ｗ
２

＋０．０６ ａ（ ）Ｗ［ ］４ ｓｅｃπａ２槡 Ｗ
，误

差为０．１％．
本算例中ａ／Ｗ 的取值为０．２．
对计算出来的应力强度因子进行无量纲化，记

为Ｋｎ，Ｋｎ＝ＫＩ／（σ"／ π槡ａ）．表１中列出了不同的应

力强度因子修正结果与本文计算得到的结果．从表

１中可以看出，计算得到的结果与手册中的解析 结

果非常接近．表明了本文求解应力强度因子的方法

是可靠的．
表１　 裂纹尖端的无量纲应力强度因子

Ｔａｂ．１　Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｆａｃｔｏｒｓ　ａｔ　ｔｈｅ　ｃｒａｃｋ　ｔｉｐ

求解方法 Ｋｎ 相对误差／％
Ｉｓｉｄａ方法 １．０２５　２　 ０．１８
Ｋｏｉｔｅｒ方法 １．０２２　４ －０．１０
Ｆｅｄｄｅｒｓｅｎ方法 １．０２４　４　 ０．１０

本文方法 １．０２３　４ —

通常在采用奇异单元求解应力强度因子的方案

时，其计算结果对网格的尺 寸 有 较 高 的 要 求［２１］，这

样在某些问 题 中 就 会 因 追 求 精 度 而 降 低 了 计 算 效

率，并且不利于对裂纹扩展的计算．因此表２针对不

同网格尺寸与类型所得到的结果进行了对比．结果

表明网格的改变对最终结果的影响不大，并且对计

算值的影响也很小，建议网格 尺 寸 的 取 值 为０．１ａ．
由此可见网格划分对该方法的影响相比加密网格的

传统有限元方法来说是不敏感的，并且不依赖于裂

纹尖端近场应力的数据，所以本文方法具有一定的

优越性．
２．２　Ｉ型单裂纹的扩展模拟

例证２为最简单的Ｉ型裂纹扩展问题．图３为该

问题的模型简图，板的边缘有一条长度为Ｉ的初始

裂纹，板的左右两侧承受σ" 的拉应力作用．最终的

计算结果还与利用单元杀死方法的结果进行了对比

并绘制出图４，试图通过这两种方法的对比说明 本

文方法预测裂纹扩展路径的可靠性．其中的实线为

使用本文方法所计算出来的结果，而带三角符号的

线（映射划分网格）、带四边形符号的线（自由划分网

格１）和带十字星符号的线（自由划分网格２）均为

单元杀死方法的结果．自由划分网格１与网格２的

７７
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区别是网格尺寸的不同，网格１的尺寸是网格２尺

寸的二倍．其余结果的网格尺寸与自由划分网格１

的尺寸相同．

表２　不同网格尺寸下裂纹尖端的无量纲应力强度因子

Ｔａｂ．２　Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｆａｃｔｏｒｓ　ａｔ　ｔｈｅ　ｃｒａｃｋ　ｔｉｐ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｅｓｈ　ｓｉｚｅ

网格类型 求解方法

应力强度因子

参考值
０．０２ａ ０．０５ａ ０．１０ａ ０．２０ａ

计算值 相对误差／％ 计算值 相对误差／％ 计算值 相对误差／％ 计算值 相对误差／％

三角形网格

Ｉｓｉｄａ方法 １．０２５　２　１．０２４　５　 ０．０７　 １．０２３　１　 ０．２０　 １．０２３　４　 ０．１８　 １．０２２　 ０．３１
Ｋｏｉｔｅｒ方法 １．０２２　４　１．０２４　５ －０．２１　 １．０２３　１ －０．０７　 １．０２３　４ －０．１０　 １．０２２　 ０．０４
Ｆｅｄｄｅｒｓｅｎ方法 １．０２４　４　１．０２４　５ －０．０１　 １．０２３　１　 ０．１３　 １．０２３　４　 ０．１０　 １．


０２２ ０．２３

四边形网格

Ｉｓｉｄａ方法 １．０２５　２　１．０２４　４　 ０．０８　 １．０２２　４　 ０．２７　 １．０２３　１　 ０．２０　 １．０２１　５　 ０．３６
Ｋｏｉｔｅｒ方法 １．０２２　４　１．０２４　４ －０．２０　 １．０２２　４　 ０　 １．０２３　１ －０．０７　 １．０２１　５　 ０．０９
Ｆｅｄｄｅｒｓｅｎ方法 １．０２４　４　１．０２４　４　 ０　 １．０２２　４　 ０．２０　 １．０２３　１　 ０．１３　 １．０２１　５



０．２８

　　注：ａ为裂纹半长．

图３　Ｉ型裂纹拉伸的模型示意图

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｍｏｄｅ－Ｉ　ｃｒａｃｋ　ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ　ｔｏ　ｔｅｎｓｉｏｎ

图４　Ｉ型裂纹拉伸的扩展结果图

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｍｏｄｅ－Ｉ　ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ　ｔｏ　ｔｅｎｓｉｏｎ

从图４中可以看出虽然各条曲线的趋势都是向

前扩展，但是具体细节上还是存在差异．裂纹扩展过

程中带四边形的线与带十字星的线都出现了偏折，

这是因为单元杀死方法只能按照预先设定好的单元

分布情况进行扩展，在自由划分的网格中往往不能

保证网格线平直．然而带四边形的线与带十字星的

线的扩展路径并不重合，这说明单元杀死方法在网

格尺寸不同的情况下计算结果出现了差异．图中带

三角形的线与实线基本重合，在映射网格下单元杀

死方法可以捕捉到简单的裂纹开裂规律．虽然单元

杀死方法可以预测出裂纹扩展的总体趋势，但是它

严重依赖于网格划分的方式，并且由于网格划分的

问题会使裂纹扩展路径不同，不利于后续问题的研

究，因此不是一种稳定可靠的计算方法．利用本文方

法计算出来的虚线不受网格划分的影响，才最接近

真实的裂纹扩展结果．
２．３　带孔板边缘多裂纹扩展模拟

在验证完简单的裂纹扩展模型后，通过较复杂

的例证对本文方法进行深度的校验．用来验证的模

型示意图如图５所示，旨在研究受圆孔缺陷的影响

下裂纹的扩展规律．具体描述为含两个中心对称圆

孔的矩形平板，底部固定，顶端承受预先给定的位移

加载，使它们只能在竖直方向上有移动．两条长度均

为１ｍｍ的预制裂纹在孔洞离边界的 较 远 一 侧，并

且呈中心对称分布．模型的材料参数如下：弹性模量

Ｅ＝２００ＧＰａ，泊松比ν＝０．３，材料的临界应力强度

因子ＫＩＣ＝１　５００Ｎ／ｍｍ３／２．

图５　带孔板边缘多裂纹扩展的模型示意图（单位：ｍｍ）

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｅｄｇｅ　ｃｒａｃｋｓ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｈｏｌｅ　ｐｌａｔｅ

为了验证本文方法的可靠性，本文将通过改变
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单元类型的相互作用积分方法计算得到的裂纹扩展

路径与文献中Ｋｈｏｅｉ等人［２２］的路径进行对比．裂纹

的扩展均需要预先假定一个阈值，但是由于裂纹尖

端具有奇异性，因此一般方法在处理裂纹尖端问题

时对裂尖网格的划分要求比较高，即使单元类型相

同，而尺寸的差异也会导致裂纹扩展路径的变化．
依据之前介绍的计算步骤，本文方法所计算出

来的裂纹扩 展 径 图 如 图６中 带 四 边 形 实 线 与 带 三

角形实线所示，而 Ｋｈｏｅｉ等人的计算结果则用实线

标识．从图６中 可 以 看 出 本 文 的 计 算 结 果 与 Ｋｈｏｅｉ
的结果［２２］都显示出相似的裂纹扩展路径．裂纹均因

圆孔的影响而在开裂初期朝圆孔的方向扩展，在后

期由于两条裂纹之间的相互作用而互相靠拢．由此

可知本文的计算结果与文献的计算结果吻合较好，
并且不同的网格划分方式对于路径的影响小．裂纹

扩展不同阶段的网格划分图如图７所示，裂纹每次

向前扩展一定距离，在裂纹附近区域的网格都会进

行重构，并且裂纹附近的网格尺寸比其他区域的尺

寸更小，原因除了保证一定的精度外还因为能较好

地保证网格的划分质量．

图６　裂纹扩展路径对比图

Ｆｉｇ．６　Ｇｒａｐｈ　ｏｆ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄｓ

综上所述，本文利用的相互作用积分方法，对网

格的划分方式并没有特别严格的要求，既适用于三

角形网格又适用于四边形网格，而且扩展路径也与

文献中的结果相差不大，因此是一种更可靠的方法．
２．４　受压裂纹扩展的模拟

在地层中有很多岩层都处于受压状态，然而其

中的裂纹依然会产生错动而发生开裂．例如在水力

压裂工程中，由于其具有围压的特殊性，天然裂纹会

受水压裂纹以及地应力的影响而扩展，若在进行数

值模拟时不考虑天然裂纹的压裂纹情况则会造成偏

差．本文从这一角度出发，探讨利用同样的方法是否

可以解决裂纹在受压条件下的扩展问题．

图７　裂纹扩展不同阶段的单元划分图

Ｆｉｇ．７　Ｅｌｅｍｅｎｔ　ｐａｒｔｉｔｉｏｎ　ｐｌｏｔ　ｏｆ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ

ｐａｔｈ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｔａｇｅ

裂纹面在受压时会相互接触并且产生摩擦力作

用，因此必须考虑接触力作用，而且为了防止裂纹面

之间发生相互渗透，模拟时需要在裂纹面之间设置

接触分析，一般来说就是用接触单元来模拟接触面

的作用．其中较为常见的分析方法有罚函数法和增

广型拉格朗日乘子法等．但是罚函数法存在收敛性

差的问题［２３］，因此本文采用的是增广型拉格朗日乘

子法，通过判断双面约束来进行计算．计算过程中实

时监测了接触面上的接触压力，保证接触面上不会

产生破坏．模型采用与岩层类似的材料参数，具体数

据为：弹 性 模 量Ｅ ＝０．３３ＧＰａ，泊 松 比ν＝０．１９，

Ｋｅｑ＝１．４Ｎ／ｍｍ３／２．模 型 的 几 何 尺 寸 如 图８所 示，

模型长６０ｍｍ，高１２０ｍｍ，裂纹长为ａ＝１２ｍｍ，裂
纹之间 的 竖 向 距 离 为ｂ＝２０ｍｍ，裂 纹 的 倾 斜 角 均

为４５°，在模型的底部和顶端均有压应力的作用．为

了验证本文方法的正确性，将计算结果与石路杨等

人［１７］利用扩展有限元方法所得到的结果进行对比．
图９（ａ）中 的 黑 折 线 为 本 文 方 法 计 算 出 来 的 裂

纹扩展路径，而图９（ｂ）中的白折线为文献中的计算

结果，可以看出两种方法所得到的结果基本一致．从
图９中的计算路径可以得出，模型在受压状态下，裂
纹的扩展过 程 始 终 是 沿 着 模 型 的 最 大 主 应 力 进 行

的，这与初始 裂 纹 考 虑 了 摩 擦 力 有 关［１８］．除 了 初 始

裂纹面处于受压力作用外，扩展生成的新裂纹面是

处于受拉作用的，因此这种破坏形式属于劈裂破坏．

９７
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图８　受压裂纹扩展的模型示意图

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｃｒａｃｋ　ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ　ｔｏ　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

（ａ）本文计算结果　　　　（ｂ）文献计算结果

图９　裂纹扩展路径图

Ｆｉｇ．９　Ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｐａｔｈ

如果受压的裂纹面之间没有摩擦，则裂纹的开

裂路径则与带摩擦的情形有显著区别，角度大小与

摩擦系数有关．裂纹的起裂方向不会沿着模型的最

大主应 力 方 向，在 本 例 中 与 竖 直 方 向 有 一 个 大 约

３５°的夹角．在扩 展 一 段 时 间 后，裂 纹 才 会 逐 渐 转 向

并沿着最大主应力方向继续扩展．裂纹扩展路径图

可详见图１０，其中虚线代表无摩擦条件下的扩展路

径，而实线则表示有摩擦的情况．
该方法 可 以 嵌 入 通 用 的 有 限 元 软 件 中，例 如

ＡＮＳＹＳ，ＡＢＡＱＵＳ等．由于ＡＮＳＹＳ擅长进行多物

理场的分析，而水力压裂工程的模拟就是流固耦合

的计算，因此基于本文所述的方法结合通用有限元

平台进行流固耦合分析就较容易实现水力压裂中的

裂纹扩展．这也是笔者今后要进一步深入研究的方

向，因为依托大型通用有限元软件，所以计算方法也

很容易推广．

图１０　无摩擦与有摩擦下的裂纹扩展路径图

Ｆｉｇ．１０　Ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｐａｔｈｓ　ｕｎｄｅｒ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ａｎｄ

ｆｒｉｃｔｉｏｎｌｅｓｓ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

３　结　论

本文提供了一种模拟裂纹扩展的计算方法．按

照本文提出的计算流程与策略，便可以较正确地得

到裂纹的扩展路径．利用相互作用积分方法来求解

裂尖参数可以一定程度上消除奇异性影响，从而避

免了裂纹尖端的奇异性对网格划分的苛刻要求．在

传统有限元方法的基础上，通过相互作用积分法则

求解裂纹尖端的应力强度因子，由最大周向拉应力

理论来判断裂纹的扩展方向．模拟裂纹扩展的过程

中，对涉及扩展区域的网格进行重新剖分并获得了

较正确的扩展路径与较高的计算精度．
应用该方法在模拟裂纹扩展的过程中，兼顾计

算精度与效率的情况下建议网格尺寸取０．１倍的裂

纹半长．该方法既能模拟裂纹拉伸时的情况也可以

模拟受压时的扩展．相比裂纹受拉伸情况下的扩展，
裂纹受压时的扩展需要设置接触，因此在计算时间

上相对较长，但在网格尺寸方面并没有差别．
在分析岩石破坏的过程中，由于材料存在较大

的分散性，因此一般只关心岩层中裂纹的开裂方向，
而对精度往往没有过高的要求．今后希望可以应用

这种可靠性的方法来做进一步的研究．

０８



第４期 陈旻炜等：基于相互作用积分方法的裂纹扩展分析

参考文献

［１］　陶伟明，班勇婷，王慰军，等．一 种 裂 纹 扩 展 的 有 限 元 仿 真 分

析方法及其实现［Ｊ］．力学季刊，２００９，３０（４）：６１２－６１７．
ＴＡＯ　Ｗｅｉｍｉｎｇ，ＢＡＮ　Ｙｏｎｇｔｉｎｇ，ＷＡＮＧ　Ｗｅｉｊｕｎ，ｅｔ　ａｌ．Ａ　ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｃｒａｃｋ
ｇｒｏｗｔｈ［Ｊ］．Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００９，３０（４）：６１２
－６１７．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２］　ＰＯＲＴＥＬＡ　Ａ，ＡＬＩＡＢＡＤＩ　Ｍ　Ｈ，ＲＯＯＫＥ　Ｄ　Ｐ．Ｔｈｅ　ｄｕａｌ
ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ：ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ　ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｃｒａｃｋ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９２，３３（６）：１２６９－１２８７．

［３］　雷钧，黄祎丰，杨庆生．裂纹动态扩展的边界元模 拟［Ｊ］．北

京工业大学学报，２０１３，３９（６）：８０６－８１０．
ＬＥＩ　Ｊｕｎ，ＨＵＡＮＧ　Ｙｉｆｅｎｇ，ＹＡＮＧ　Ｑｉｎｇｓｈｅｎｇ．Ｄｙｎａｍｉｃ　ｃｒａｃｋ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｂｙ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｂｅｉｊｉｎｇ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１３，３９（６）：８０６－８１０．（Ｉｎ　Ｃｈｉ－
ｎｅｓｅ）

［４］　王强，宋雪迪，郝中华，等．基于ＡＢＡＱＵＳ纤维梁单元的钢筋

混凝土柱受力破坏全过程数值模拟［Ｊ］．土木工程学报，２０１４，

４７（１２）：１６－２６．
ＷＡＮＧ　Ｑｉａｎｇ，ＳＯＮＧ　Ｘｕｅｄｉ，ＨＡＯ　Ｚｈｏｎｇｈｕａ，ｅｔ　ａｌ．Ｎｕｍｅｒｉ－
ｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｆａｉｌｕｒｅ　ｐｒｏｃｅｓｓ　ｏｆ　ＲＣ　ｃｏｌｕｍｎｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｆｉｂｅｒ
ｂｅａｍ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｉｎ　ＡＢＡＱＵＳ［Ｊ］．Ｃｈｉｎａ　Ｃｉｖｉｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｊｏｕｒ－
ｎａｌ，２０１４，４７（１２）：１６－２６．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［５］　ＢＡＯ　Ｊ　Ｑ，ＦＡＴＨＩ　Ｅ，ＡＭＥＲＩ　Ｓ．Ａ　ｃｏｕｐｌｅｄ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｈｙｄｒａｕｌｉｃ　ｆｒａｃｔｕｒｉｎｇ
ｗｉｔｈ　ａ　ｃｏｎｄｅｎｓａｔｉｏｎ　ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］．Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｆｒａｃｔｕｒｅ　Ｍｅ－
ｃｈａｎｉｃｓ，２０１４，１３１：２６９－２８１．

［６］　ＦＵ　Ｐ，ＪＯＨＮＳＯＮ　Ｓ　Ｍ，ＣＡＲＲＩＧＡＮ　Ｃ　Ｒ．Ａｎ　ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ　ｃｏｕ－
ｐｌｅｄ　ｈｙｄｒｏ－ｇｅｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｆｏｒ　ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ　ｈｙｄｒａｕｌｉｃ　ｆｒａｃ－
ｔｕｒｉｎｇ　ｉｎ　ａｒｂｉｔｒａｒｙ　ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｆｒａｃｔｕｒｅ　ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ａｎｄ　Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｇｅｏｍｅｃｈａｎ－
ｉｃｓ，２０１２，３７：２７８－３００．

［７］　ＤＯＬＢＯＷ　Ｊ，ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ　Ｔ．Ａ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ
ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｒｅｍｅｓｈｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９９，４６：１３１－１５０．

［８］　曾青冬，姚军．水平井多裂 缝 同 步 扩 展 数 值 模 拟［Ｊ］．石 油 学

报，２０１５，３６（１２）：１５７１－１５７９．
ＺＥＮＧ　Ｑｉｎｇｄｏｎｇ，ＹＡＯ　Ｊｕｎ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｆｒａｃｔｕｒｅｓ　ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｗｅｌｌ［Ｊ］．Ａｃｔａ
Ｐｅｔｒｏｌｅｉ　Ｓｉｎｉｃａ，２０１５，３６（１２）：１５７１－１５７９．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［９］　ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ　Ｔ，ＢＬＡＣＫ　Ｔ．Ｅｌａｓｔｉｃ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｉｎ　ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｗｉｔｈ　ｍｉｎｉｍａｌ　ｒｅｍｅｓｈｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９９，４５：６０１－６２０．

［１０］ＭＯＥＳ　Ｎ，ＤＯＬＢＯＷ　Ｊ，ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ　Ｔ．Ａ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｒｅｍｅｓｈｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９９，４６：１３１
－１５０．

［１１］ ＷＡＩＳＭＡＮ　Ｈ，ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ　Ｔ．Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ　ｅｎｒｉｃｈｍｅｎｔ
ａｄａｐｔｉｖｉｔｙ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａ－
ｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｆｏｒ　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００８，

７３：１６７１－１６９２．
［１２］肖汉宁，彭苏华，高朋召．支柱瓷绝缘子表面裂纹应力强度因

子的有限元分析［Ｊ］．湖 南 大 学 学 报（自 然 科 学 版），２０１４，４１
（１２）：５３－５８．
ＸＩＡＯ　Ｈａｎｎｉｎｇ，ＰＥＮＧ　Ｓｕｈｕａ，ＧＡＯ　Ｐｅｎｇｚｈａｏ．Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎｔｅｎ－
ｓｉｔｙ　ｆａｃｔｏｒ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｃｒａｃｋ　ｏｎ　ｒｏｄ　ｐｏｒｃｅｌａｉｎ　ｉｎｓｕｌａｔｏｒ

ｔｈｒｏｕｇｈ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｈｕｎａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉ－
ｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ），２０１４，４１（１２）：５３－５８．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１３］肖万伸，欧阳成，张春雨．一维六方准晶中界面裂纹与位错的

交互作用［Ｊ］．湖南大学学报（自然科学版），２０１６，４３（１２）：７１
－７５．
ＸＩＡＯ　Ｗａｎｓｈｅｎ，ＯＵＹＡＮＧ　Ｃｈｅｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｃｈｕｎｙｕ．Ｉｎｔｅｒ－
ａｃｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｃｉｒｃｕｌａｒ　ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ　ｃｒａｃｋ　ａｎｄ　ｓｃｒｅｗ　ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ
ｉｎ　１ｄｈｅｘａｇｏｎａｌ　ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｈｕｎａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ），２０１６，４３（１２）：７１－７５．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１４］庄茁，柳占立，成斌斌，等．扩展有限单元法［Ｍ］．北京：清华大

学出版社，２０１２：２０－２１．
ＺＨＵＡＮＧ　Ｚｈｕｏ，ＬＩＵ　Ｚｈａｎｌｉ，ＣＨＥＮＧ　Ｂｉｎｂｉｎ，ｅｔ　ａｌ．Ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｔｓｉｎｇｈｕａ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　Ｐｒｅｓｓ，

２０１２：２０－２１．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）
［１５］ＹＡＵ　Ｊ　Ｆ，ＷＡＮＧ　Ｓ　Ｓ，ＣＯＲＴＥＮ　Ｈ　Ｔ．Ａ　ｍｉｘｅｄ－ｍｏｄｅ　ｃｒａｃｋ

ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ　ｓｏｌｉｄｓ　ｕｓｉｎｇ　ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ　ｌａｗｓ　ｏｆ　ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９８０，４７（２）：３３５．

［１６］ＤＯＬＢＯＷ　Ｊ，ＭＯ̈ＥＳ　Ｎ，ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ　Ｔ．Ａｎ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｆｉ－
ｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｗｉｔｈ　ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ
ｃｏｎｔａｃｔ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｉｎ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　＆Ｅｎｇｉ－
ｎｅｅｒｉｎｇ，２００１，１９０（５１／５２）：６８２５－６８４６．

［１７］石路杨，余天堂．多裂纹扩展的扩展有限元法分析［Ｊ］．岩土力

学，２０１４，３５（１）：２６３－２７２．
ＳＨＩ　Ｌｕｙａｎｇ，ＹＵ　Ｔｉａｎｔａｎｇ．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ
ｕｓｉｎｇ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｒｏｃｋ　ａｎｄ　Ｓｏｉｌ　Ｍｅ－
ｃｈａｎｉｃｓ，２０１４，３５（１）：２６３－２７２．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１８］常鑫，程远方．一种模拟岩体裂纹扩展的三角单元网格开裂技

术［Ｊ］．中国石油大学学报（自然科学版），２０１５，３９（３）：２１５－
２２４．
ＣＨＡＮＧ　Ｘｉｎ，ＣＨＥＮＧ　Ｙｕａｎｆａｎｇ．Ａ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ　ｓｐｌｉｔ
ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｒｏｃｋ　ｍａｔｒｉｘ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ，Ｅｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｎａｔｕｒｅａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０１５，３９（３）：２１５－２２４．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１９］ＢＡＳＩＳＴＡ　Ｍ，ＧＲＯＳＳ　Ｄ．Ａ　ｎｏｔｅ　ｏｎ　ｃｒａｃｋ　ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ　ｕｎｄｅｒ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｆｒａｃｔｕｒｅ，２０００，１０２
（３）：６７－７２．

［２０］中国航空研 究 院．应 力 强 度 因 子 手 册［Ｍ］．北 京：科 学 出 版

社，１９９３：１２８－１２９．
Ｃｈｉｎｅｓｅ　ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａｌ　ｅｓｔａｂｌｉｓｈｍｅｎｔ．ｈａｎｄｂｏｏｋ　ｏｆ　ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎｔｅｎｓｉ－
ｔｙ　ｆａｃｔｏｒｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｐｒｅｓｓ，１９９３：１２８－１２９．（Ｉｎ　Ｃｈｉ－
ｎｅｓｅ）

［２１］盖秉政，王立清．考虑裂纹面接触及摩擦的应力强度因子研究

［Ｊ］．黑龙江大学自然科学学报，２００８，２５（６）：７３１－７４９．
ＧＡＩ　Ｂｉｎｇｚｈｅｎｇ，ＷＡＮＧ　Ｌｉｑｉｎｇ．Ｔｈｅ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｔｒｅｓｓ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ｆａｃｔｏｒ　ｔａｋｉｎｇ　ｃｒａｃｋ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｗｉｔｈ　ｃｏｎｔａｃｔ　ａｎｄ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ
ｉｎｔｏ　ａｃｃｏｕｎｔ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｈｅｉｌｏｎｇｊｉａｎｇ　Ｕ－
ｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００８，２５（６）：７３１－７４９．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２２］ＫＨＯＥＩ　Ａ　Ｒ，ＡＺＡＤＩ　Ｈ，ＭＯＳＬＥＭＩ　Ｈ．Ｍｏｄｅｌｉｎｇ　ｏｆ　ｃｒａｃｋ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｖｉａ　ａｎ　ａｕｔｏｍａｔｉｃ　ａｄａｐｔｉｖｅ　ｍｅｓｈ　ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ　ｂａｓｅｄ
ｏｎ　ｍｏｄｉｆｉｅｄ　ｓｕｐｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ　ｐａｔｃｈ　ｒｅｃｏｖｅｒｙ　ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］．Ｅｎ－
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｆｒａｃｔｕｒｅ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００８，７５（１０）：２９２１－２９４０．

［２３］周小平，杨海清，董 捷．压 应 力 状 态 下 多 裂 纹 扩 展 过 程 数 值

模拟［Ｊ］．岩土工程学报，２０１０，３２（２）：１９２－１９７．
ＺＨＯＵ　Ｘｉａｏｐｉｎｇ，ＹＡＮＧ　Ｈａｉｑｉｎｇ，ＤＯＮＧ　Ｊｉｅ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍ－
ｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｍｕｌｔｉｐｌｅ－ｃｒａｃｋ　ｇｒｏｗｔｈ　ｕｎｄｅｒ　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ　ｌｏａｄｓ［Ｊ］．
Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１０，３２（２）：

１９２－１９７．（Ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）

１８


