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摘要：本文旨在建立有限颗粒雷诺数下球形颗粒靠近壁面运动的受力和力矩模型。传统的润滑力模型是基于斯托

克斯流动理论发展得到的，只适用于低颗粒雷诺数情况。为了研究有限颗粒雷诺数对颗粒靠近壁面运动的受力和

力矩模型的影响，本文采用格子 Boltzmann 方法对颗粒靠近壁面的四种基本运动情况进行数值模拟，在分别确定

合适的计算区域尺寸并进行网格无关性检验后，设置不同的颗粒与壁面间距和颗粒雷诺数，解析颗粒与流场的相

互作用，从而得到颗粒的受力和力矩的无量纲系数。将获得的数值结果与传统的低雷诺数润滑力模型进行定量比

较，提出了有限颗粒雷诺数下颗粒靠近壁面运动的受力和力矩模型。随后模拟了颗粒的一般运动情况，获得的结

果与提出的受力和力矩模型符合得很好。此外，将提出的颗粒受力和力矩模型与其它文献的相应结果进行对比，

验证了模型的正确性与适用性。在解析颗粒的直接数值模拟中，当颗粒与壁面的间隙中的流体运动无法求解时，

本文提出的颗粒受力和力矩模型可作为亚格子尺度模型被采用；在使用点颗粒模型时，本文提出的模型则可以作

为颗粒靠近壁面的运动方程中的受力模型。 
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引  言 

颗粒流体二相流在工业和环境流动中普遍存在，如工业气力输送中的固体颗粒流动 [1]、流化床中的流动[2]、河流中的泥沙沉积与

输运[3]等，在这些流动中颗粒与颗粒或颗粒与壁面的相互作用是一种极为重要的机理。 

本文中我们主要关注的是壁面受限的颗粒流体二相流中的一个基本过程，即有限颗粒雷诺数下靠近固体壁面的单个球形颗粒在

流体中的运动。在颗粒流体二相流中，颗粒解析的直接数值模拟（PR-DNS）已经成为一种强有力的手段，我们可以用它来追踪颗粒

的运动、解析颗粒周围的流体运动并计算作用于颗粒上的水动力与力矩[4-6]。对壁面受限的颗粒流体二相流进行数值模拟需要将计算区

域划分为有限尺寸的网格，但网格分辨率是有限的，当颗粒与壁面的间距小于网格尺寸时，流体运动与颗粒所受的力与力矩都无法准

确求解。在这种情况下，流体从两个相隔很近的固体壁面的间隙中被挤压出来会产生较大的水动压力，此时颗粒所受的阻力需要通过

建立合适的亚格子尺度模型来解析。常用的亚格子尺度模型有两种，其一是有势力方法[7-8]，即简单地采用颗粒与壁面的距离的函数来

表示颗粒所受阻力；其二是润滑力方法[9-10]，即采用润滑力和力矩的渐近表达式来解析颗粒与壁面的相互作用，根据颗粒的运动方向

的变化选取表达式，此种方法更为精确。 

靠近固体壁面的单个球形颗粒在流体中运动所受润滑力和力矩的渐近表达式起始于两个颗粒的相对运动研究。两个颗粒的相对

运动由四种基本运动组成，分别是颗粒沿着颗粒中心线方向相对运动、沿着垂直于中心线的某一方向运动、绕着中心线旋转、绕着垂

直于中心线的某一方向旋转。对于第一种运动情况，Jeffrey[11]将 Cooley 和 O’Neill[12]的结果与数值模拟相结合得出了一个正比于 1ε − 的

公式来表示颗粒的受力， s Rε = 表示无量纲长度，其中 s 表示两个颗粒的间距， R 表示受力颗粒的半径。对于其他三种情况，Jeffrey

和 Onishi[13]将 O’Neill 和 Majumdar[14]的工作进行延伸，获得了作用于颗粒的力和力矩的渐近公式。前述的渐近公式对于不同半径的两

个颗粒都是适用的，当其中一个颗粒的半径趋于无穷大时，此颗粒可被看作平直壁面，渐近公式则变成靠近壁面运动的单个颗粒所受

润滑力与力矩的表达式。 

目前的润滑力模型都是基于 Stokes 流动假设得到的，并不适用于有限颗粒雷诺数情况。颗粒雷诺数定义为 pRe f pudρ µ= ，其

中 fρ 和 µ 分别为流体密度与动力粘度， pd 和 u 分别为颗粒直径与速度。而实际研究中颗粒在流体中的运动涉及到许多有限颗粒雷诺

数的情况，因此我们的研究目标是对已有的低颗粒雷诺数润滑力模型进行修正，得到有限颗粒雷诺数下颗粒靠近壁面运动的受力和力

矩的渐近表达式。 

近年来，越来越多的研究工作涉及到壁面效应对在流体中运动的单个颗粒的作用。Cox 和 Brenner[15]采用匹配渐近展开法求解壁

面效应对有限颗粒雷诺数下的颗粒受力的影响，颗粒所受润滑力被表示为 Stokes 阻力乘以无量纲因子 ( )zzf ε ， 
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其中 ε  ≪ 1， pReε ≪ 1，，颗粒匀速靠近壁面。Liu 和 Prosperetti[16]考虑在 Re 200Ω ≤ 时靠近一个或两个壁面的单个球形颗粒绕平行或

垂直于壁面的方向旋转的情况，并研究离心、惯性和粘性效应对颗粒受力和力矩的影响。 Re = f pRdρ µΩ Ω 表征颗粒旋转雷诺数，Ω

为颗粒的旋转角速度。Lin[17]等人采用浸没边界方法计算了 pRe 50≤ 时颗粒朝向壁面运动所受的润滑力并获得了修正公式。在本文中，

我们对上述的润滑力修正公式进行延伸，构造颗粒靠近壁面运动的四种基本运动模型，采用格子 Boltzmann 方法完全解析不同颗粒雷

诺数的流动并计算颗粒受力和力矩，然后进行数据拟合获得颗粒受力和力矩的无量纲系数随着颗粒雷诺数以及颗粒与壁面的间距变化

的渐近表达式。 

本文接下来的内容分别如下：第 2 部分我们介绍颗粒的四种基本运动模型和模拟颗粒运动诱导的流动的方法，并进行模型参数

设置；第 3 部分我们详细介绍获得的计算结果，分析有限颗粒雷诺数对颗粒受力和力矩的系数的影响；第 4 部分对本文的内容进行总

结，描述我们得到的结论。 

1 模型与方法 

1.1 颗粒运动模型 

对于一个靠近壁面在 Stokes 流动中运动的颗粒，其所受的水动力和力矩与平移速度以及角速度的线性

关系可以简化表示为[10] 
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其中三维方向分别表示为1 ( ), 2 ( ),3 ( )y x z↔ − ↔ + ↔ + 。未知的系数只有5个，分别为 11A , 22A , 23B , 33D 和 11D 。

Dance 和 Maxey[10]总结了在低颗粒雷诺数下这 5 个系数的理论表达式，如表 1 所示，其中对于系数 11D 我们

采用 Jeffery[18]的结果进行数据拟合作为理论表达式。本文中以表 1 中的 5 个理论表达式为基础，改变颗粒

与壁面的间距以及颗粒雷诺数条件，利用颗粒靠近固体壁面运动的四种基本运动模型来计算颗粒受力和力

矩的无量纲系数，最后进行数据拟合得到 pRe 与ε 表示的颗粒受力和力矩系数的模型公式。 

表 1 低颗粒雷诺数下颗粒靠近壁面运动的受力与力矩的无量纲系数表达式 

  理论表达式  ( )O 1    

11A  = 
1 1 1

ln ln
5 21

ε ε ε
ε

− + +  + 0.848−  + ( )O ε  

22A  = 
8 64

ln ln
15 375

ε ε ε+  + 0.952−  + ( )O ε  

23B  = 
2 86

ln ln
15 375

ε ε ε− −  + 0.257−  + ( )O ε  

33D  = 
2 66

ln ln
5 125

ε ε ε+  + 0.371−  + ( )O ε  

11D  = 0.251.277 0.285 ε− + ⋅      
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颗粒靠近固体壁面的四种基本运动分别为：（1）颗粒沿垂直于壁面的 y 轴运动；（2）颗粒沿平行于壁

面的 x 轴运动；（3）颗粒绕平行于壁面的 z 轴旋转；（4）颗粒绕 y 轴旋转。如图 1 所示，四种基本运动模

型对应的计算颗粒受力与力矩系数的公式如下所示： 
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图 1 单个颗粒（a）沿垂直于壁面的 y 轴运动；（b）沿平行于壁面的 x 轴运动；（c）平行于壁面的 z 轴旋转；

（d）垂直于壁面的 y 轴旋转 

 对于图 1 中的四种颗粒基本运动情况，先设置颗粒与壁面的距离与颗粒雷诺数，令颗粒先进行短暂的

匀加速运动至速度设定值，随后保持匀速运动，在流场达到稳定后，我们即可得到稳定的颗粒受力和力矩，

并利用式(3)计算无量纲系数。 

1.2 数值方法 

本文中采用格子 Boltzmann 方法的多松弛模型（MRT-LBM）来解析一个有限尺寸颗粒靠近壁面运动时

所引起的流体运动，并计算颗粒的受力和力矩。在格点 x 与时间 t ，格子 Boltzmann 方法的多松弛模型的演

化方程为[19] 

( ) ( ) ( )1, , eq
i t tt tδ δ −  + + = − ⋅ ⋅ − f x e f x M S m m ,                        (4) 

其中 ( ), tf x 表示格点处的离散速度分布函数矢量。在本文采用的 D3Q19 离散速度模型中，M 是一个19 19×

的正交变换矩阵， ( )eqm 是矩空间m 的平衡态函数，S表示松弛时间的对角矩阵， tδ 为时间步长。分布函数

空间与矩空间的转换可表示为 

( ) ( )1, , ,eq eq−= ⋅ = ⋅ = ⋅m M f f M m m M f                       (5) 

相关的宏观物理量可由离散速度分布函数计算得到： 

2
0 01, , ,,f f i f i i f s

i i
f f p cρ ρ ρ ρ= = = =∑ ∑u e                        (6) 

其中u为流体速度， 0fρ 为流体平均密度， p为流体压力， 1 3sc = 为模型声速，D3Q19 模型中的离散速

度 ie 如图 2 所示，表示为 
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图 2 D3Q19 模型中流体格点的 19 个离散速度的示意图 

 矩空间m 的 19 个元素表示为[19] 

2
1 2{ , , , , , , , , ,3 ,3 , , , , , , , , }T

f x x y y z z xx xx ww ww xy yz xz x y zk k u q u q u q p p p p p m m mρ π π=m ,          (8) 

其中元素 ( )0,1, 2, ,18im i =  分别表示流体密度 fρ 、独立于密度的动能部分 1k 、独立于密度和动能的动能平

方 2
2k 、动量 0 0 0, ,f x f f zyu u uρ ρ ρ 、能量通量 , ,x y zq q q 、应力张量 , ,xx ww xyp p p 以及三阶矩 , ,x y zm m m 。守恒的

水动力矩为密度和动量 ( )
0
eq

fm ρ= 、 ( )
03

eq
f xm uρ= 、 ( )

05
eq

f ym uρ= 与 ( )
07

eq
f zm uρ= ，其它非守恒动力矩为守

恒矩的函数。对角矩阵S指定非守恒矩在碰撞中的松弛速率，可表示为 
 0 1 2 3 4 3 4 3 4 9 10 9 10 13 13 13 16 16 16( , , , , , , , , , , , , , , , , , , )diag s s s s s s s s s s s s s s s s s s s≡S                 (9) 

其中对于守恒矩有 0 3 0s s= = ，对于非守恒矩有 1 1.19s = 、 2 10 1.4s s= = 、 4 1.2s = 、 16 1.98s = 、

9 13 1/ (3 0.5)s s ν= = + ，ν 为流体的运动粘度。非守恒矩的平衡态函数为 ( ) 2 2 2
1 11 19( )eq

f x y zm u u uρ= − + + + 、

( ) 2 2 2
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4 2 / 3eq
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( ) ( ) ( )
16 17 18 0eq eq eqm m m= = = ,其中 wε 、 jwε 和 xxw 是自由参数。为了最优化的稳定性计算，可令 0wε = 、

475 / 63jwε = − 、 0xxw = 。 

以下的平衡分布函数可用来初始化分布函数： 

( )2 2
( )

0 0 02 4 22 2
ieq i

i i f f f f
s s s

uf W
c c c

ρ ρ ρ ρ
 
 = + + −


⋅

 

⋅


e ue u
                    (10) 

其中权重因子 1 3iW = （ 0i = ）， 1 18iW = （ 1, ,6i =  ）， 1 36iW = （ 7, ,18i =  ）。 

 为了便于计算，容器的底部壁面和侧壁都设定位于网格的格线中心处，采用经典的中点反弹格式实现

无滑移边界条件；顶部自由表面也位于格线中心处，采用镜面反射格式实现自由边界条件。运动颗粒与流

体的接触面采用二次插值格式施加无滑移边界条件[20-21]。当颗粒靠近壁面且其间隙中只有两个网格时，可

采用线性插值格式[20]。内插值反弹格式可产生相对光滑的球体表面，而非像中点反弹格式产生阶梯形状的

表面，同时它还可减小由于颗粒相对固定格点运动而在颗粒表面产生的非物理振荡。当颗粒与壁面的间隙

小至一个网格时，采用标准反弹格式来计算未知的分布函数。在本文的模拟中，流体格点在空间中固定，

固态球形颗粒相对于格点运动。前一时间步处于颗粒内部的固体格点可能由于颗粒运动而变成流体格点，

这些新的流体格点的分布函数必须重新构造。在 D3Q19 模型中，新的流体格点的分布函数的 19 个分量可
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通过平衡态分布函数加上非平衡部分修正[22]重构，平衡态分布函数基于颗粒边界的运动速度 wu 和附近所有

流体点的平均密度 fρ 并采用方程(10)计算得到，非平衡部分可从附近的拥有使得 ˆi ⋅e n 最大的离散速度 ie 的

流体格点处得到，其中 n̂是运动边界中固体格点变成流体格点所穿过的点处的外法线矢量。 

 在本文研究中，设定了颗粒运动的平移速度与角速度之后，流体作用于颗粒的力和力矩可采用冲量定

理计算。在传统计算流体力学（CFD）方法中，流体速度的空间差分计算得到局部应力，再对颗粒表面的

局部应力积分得到颗粒所受水动力。格子 Boltzmann 方法的优点是颗粒所受力和力矩基于作用于流体格点

的冲量和牛顿第三定律直接计算得到。作用于固体颗粒的力 hyF 是从 t 到 tt δ+ 时刻流体与颗粒表面边界所有

节点作用所损失的动量总和；力矩 hyT 则是颗粒表面边界各节点相对于颗粒中心的局部位置矢量与损失的流

体动量的点乘的总和， 

( ) ( ) ( ) ( )0.5

bn bn

ˆ ˆ, , , , ,tt
t i i t i t ii i ihy f t f t f t f tδ δ δ δ+    = − + = + +   ∑ ∑F x e x e x x e               (11) 

( ) ( )0.5

bn

ˆˆ , , ,tt
t i i t iihy f t f tδ δ δ+  = × + + ∑T n x x e                          (12) 

其中“ bn ”表示所有边界节点的总和， ii = −e e ， ( ) ( ) ( )-1ˆ , , [ ]eqt t= − ⋅ ⋅ −f x f x M S m m 表示碰撞后的分布函数，

( ), tif t δ+x 表示时间 tt δ+ 、位置 x 的流体与颗粒表面发生反弹碰撞后的分布函数， ˆ in 表示颗粒中心与位置

x 的流体点的连线与颗粒表面的交叉点处的外法线矢量。 

 在获得作用于颗粒上的力和力矩后，我们即可分别更新颗粒的平移速度 tt
p
δ+V 、角速度 tt

p
δ+Ω 、位移 tt

p
δ+Y

以及角位移 tt
p
δ+Θ ， 

02 21
+ 1 ,

2
t tt ft t

hy hy
p

t t
p p t

p
tM

δ δδ ρ
δ δ

ρ
+ + −  

 = + + −    
 

V V F F g                      (13) 

2 21
+ ,

2
t tt t t

hy hy
t

p

t
p p tI

δ δδ δ++ − = + Ω Ω T T                             (14) 

0.5( ) ,t tt tt t
p p p p t
δ δ δ+ += + +V VY Y                                (15) 

0.5( ) ,t tt tt t
p p p p t
δ δ δ+ += + +Θ Θ Ω Ω                               (16) 

其中 pM 表示颗粒质量， pI 表示颗粒的惯性矩， g 为重力加速度， 0fρ 与 pρ 分别为流体和颗粒的密度。对

于本文中颗粒的四种基本运动， t
pV 、 ,+tt t

p p p t t
δ δ+ =V V a 、 t

pΩ 、 ,
tt t

p p p r t
δ δ+ = +Ω Ω a 分别为 t 和 tt δ+ 时刻颗粒

的平移速度和角速度， ,p ta 和 ,p ra 为设定的颗粒平移加速度与角加速度。加速至设定速度值后，颗粒将会匀

速平移或旋转以获得统计稳定的受力和力矩。 

1.3 参数设置 

 为了保证数值稳定性，我们需要估计流体速度的最大值以使得马赫数 { } / 0.15B smax u c ≤ ，这里 Bu 表示

格子 Boltzmann 空间的颗粒设定速度。 

在 Stokes 流动中颗粒所受阻力的表达式为 6F Ruπµ= − ，但当颗粒雷诺数变得足够大时，阻力公式变成

( )p6 ReF Rufπµ= − ， ( ) 0.687
p pRe 1 0.15Ref = + [23]，其中 u 为颗粒与流体的相对速度，由于模型中流场的平均

速度趋于零，则u 即为颗粒速度。令颗粒所受阻力、重力与浮力满足平衡方程 
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( ) ( )3
p

4
6 Re ,

3 p fRuf R gπµ π ρ ρ= −                             (17) 

其中颗粒密度 3=1500kg/mpρ ，颗粒速度u 可以通过牛顿迭代法求得。 

 根据量纲分析，物理空间与格子 Boltzmann 空间的参数的变换公式为 

= , = ,p p p p pB

B B p B B B

T d d uu
T d u d u

ν
ν

⋅ ⋅                             (18) 

其中下标“ p”和“ B ”分别表示物理尺度与 Boltzmann 尺度， 6mmpd = ， p fν µ ρ= ， pu 是方程(17)中

的速度， Bu 和 2 =50B Bd r= ⋅ 分别是 Boltzmann 空间的颗粒设定速度与直径。另外颗粒旋转速度为 =u RΩ ，

其中 u 是旋转颗粒表面的最大线速度。改变流体的粘度与密度，我们可以得到多组物理参数与对应的颗粒

雷诺数，如表 2 所示。将这些参数分别代入程序中进行数值模拟，将计算出不同颗粒雷诺数对应的颗粒受

力与力矩的系数，然后即可对数值结果进行处理和分析。 

表 2 不同的颗粒雷诺数与对应的物理尺度以及 Boltzmann 尺度的参数 

Case 3(kg/m )fρ  -3 2( 10 N s/m )µ × ⋅  Bν   (m/s)pu  Br  Bu  St  pRe  

Case 1 967 290 0.38551480 0.032413 25 0.005 0.112 0.6485 

Case 2 965 212 0.21577852 0.042422 25 0.005 0.200 1.159 

Case 3 962 113 0.14221879 0.068828 25 0.01 0.609 3.516 

Case 4 960 58 0.09645247 0.104398 25 0.02 1.8 10.368 

Case 5 950 28 0.03278679 0.149825 25 0.02 5.351 30.500 

Case 6 930 15 0.02077498 0.194092 25 0.03 12.939 72.202 

Case 7 925 9 0.01421272 0.228193 25 0.04 25.355 140.719 

Case 8 915 6 0.00846908 0.258091 25 0.04 43.015 236.153 

Case 9 910 5 0.00841330 0.272114 25 0.05 54.423 297.148 

Case10 900 4.2 0.00675197 0.287982 25 0.05 68.567 370.263 

 

2 结果与分析 

 在计算颗粒受力和力矩之前，首先需要确定合适的计算区域尺寸，既要节省计算资源，又要保证计算

区域尺寸对数值结果的准确性几乎不产生影响。因此我们保持其他参数不变而只改变计算区域尺寸 xL 、 yL

和 zL ，将颗粒受力和力矩系数的数值结果进行比较，以确定颗粒的四种基本运动模型各自所需的计算区域

尺寸。随后需要检验网格的无关性，为了得到独立于网格尺寸的数值结果，我们将直径 6mmpd = 的颗粒分

别划分为 40、50、70 和 100 个网格，比较不同网格分辨率下的结果，确定合适的网格分辨率。随后，我们

改变颗粒与壁面的无量纲间距 ε 与颗粒雷诺数 pRe ，开始计算有限颗粒雷诺数下颗粒靠近壁面运动的受力

和力矩系数。 

2.1 颗粒沿 y 轴朝向壁面运动 

 首先模拟的是球形颗粒在静止流体中沿 y 轴朝着底部壁面运动，如图 1(a)所示。对于这种运动情况，

我们可计算出不同的 ε 和 pRe 对应的颗粒受力系数，记为 11
NA 。通过数据拟合，得出了 ε 和 pRe 表示的系数 11

NA

的模型公式(19)，式(20)由式(19)简单推导得到，其中上标“T ”表示表格 1 中的理论表达式。图 3(a)展示了不
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同颗粒雷诺数下系数 11A 随 ε 变化的曲线，对于每一条曲线，系数 11A 的绝对值都随着 ε 的增大而减小。当

pRe 0→ 时，修正公式与表1中的理论表达式的曲线保持一致。对于一个固定的 ε ，系数 11A 的绝对值随着 pRe

单调递增。图 3(b)则展示了采用无量纲距离项进行归一化的系数 *
11A 与 pRe 的关系，不同 pRe 对应的 *

11A 结果

都落在斜率为 1 的直线上，验证了数据拟合的准确性。 

( )4
11 11 p p6.07 10 0.0351 ln Re , Re 370,TA A ε−= + × + ⋅ ⋅ ≤                      (19) 

* 11 11
11 p4

=Re .
6.07 10 0.0351 ln

TA AA
ε−

−
=

× + ⋅
                             (20) 

  

图 3 (a)不同颗粒雷诺数下系数 11A 随 ε 变化的曲线，其中实线表示低颗粒雷诺数的理论表达式曲线，虚线与

符号分别表示不同颗粒雷诺数下的修正公式(19)的结果与数值结果。(b)采用无量纲距离进行归一化的系数
*
11A 的结果，实线的斜率为 1，符号表示(a)中的数值结果。 

  

图 4 (a)不同颗粒雷诺数下系数 22A 随 ε 变化的曲线，其中实线表示低颗粒雷诺数的理论表达式曲线，虚线与

符号分别表示不同颗粒雷诺数下的修正公式(21)的结果与数值结果。(b)采用无量纲距离进行归一化的系数
*
22A 的结果，实线表示 *

22A 与 pRe 的函数关系，符号表示(a)中的数值结果。 
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2.2 颗粒沿 x 轴平行于壁面运动 

 对于颗粒的其他三种基本运动模型， 我们需要事先设定颗粒与壁面的不同间距。系数的数值结果分别

记作 22
NA 、 23

NB 、 33
ND 和 11

ND 。对于不同的颗粒雷诺数和无量纲间距，我们可以得到稳定状态下颗粒的受力

和力矩模型。当颗粒沿 x 轴平行于壁面运动时，我们得到了 ε 和 pRe 表示的系数 22A 的修正公式(21)，式(22)

由式(21)变换得到，其结果如图 4 所示。在图 4(a)中，颗粒雷诺数极小时 22A 的修正公式曲线与表 1 中的理

论表达式的曲线一致。对于一个固定的 ε ，系数 22A 的绝对值随着 pRe 单调递增。与图 3(b)类似，图 4(b)中

不同 pRe 对应的 *
22A 数值结果都落在实线附近，验证了公式(21)能够准确捕捉颗粒受力的雷诺数效应。 

( ) 0.83
22 22 p p0.0861 0.0118 Re , Re 370,TA A ε= + − + ⋅ ⋅ ≤                       (21) 

* 0.8322 22
22 pRe .

0.0861 0.0118

TA AA
ε

−
= =
− + ⋅

                              (22) 

2.3 颗粒绕 z 轴旋转 

对于颗粒绕平行于壁面的 z 轴旋转，我们同时得到系数 23B 和 33D 的修正公式(23)和(25)。由图 5(a)和

6(a)可见，当 pRe 0→ 时修正公式曲线与表 1 中的理论表达式曲线趋向重合。ε 的值固定时，图 6(a)中系数 33D

的绝对值随颗粒雷诺数单调递增，而图 5(a)中系数 23B 随雷诺数增大由正变负，即作用于颗粒的 x 方向上的

力发生了变向，原因是当 pRe 与 ε 较小时粘性效应较强，壁面的存在阻碍颗粒旋转产生了 x 轴负方向的力，

而随着 ε 增大粘性效应变弱，另外 pRe 增大时颗粒与壁面的间隙中的流体压力主导了颗粒表面所受的粘性

应力，从而使得颗粒受力发生变向。图 5(b)和 6(b)中不同 pRe 对应的归一化系数数值结果都落在实线附近，

验证了数据拟合的准确性。 

( )4 1 2 0.83
23 23 + 0.00246 3.69 10 Re , Re 236,TB B ε− −

Ω Ω= − − × ⋅ ⋅ ≤                    (23) 

* 0.8323 23
23 4 1 2

Re .
0.00246 3.69 10

TB B
B

ε Ω− −

−
= =
− − × ⋅

                          (24) 

  

图 5  (a)不同旋转颗粒雷诺数下系数 23B 随 ε 变化的曲线，其中实线表示低颗粒雷诺数的理论表达式曲线，

虚线与符号分别表示不同颗粒雷诺数下的修正公式(23)的结果与数值结果。(b)采用无量纲距离进行归一化

的系数 *
23B 的结果，实线表示 *

23B 与ReΩ 的函数关系，符号表示(a)中的数值结果。 
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( )0.00924
33 33 0.02195 +0.00254+0.00423 Re , Re 370,TD D e ε ε−

Ω Ω= − ⋅ ⋅ ⋅ ≤               (25) 

( )
* 33 33
33 0.00924

Re .
0.02195 +0.00254+0.00423

TD D
D

e ε ε
Ω−

−
= =
− ⋅ ⋅

                    (26) 

  

图 6 (a)不同旋转颗粒雷诺数下系数 33D 随 ε 变化的曲线，其中实线表示低颗粒雷诺数的理论表达式曲线，

虚线与符号分别表示不同颗粒雷诺数下的修正公式(25)的结果与数值结果。(b)采用无量纲距离进行归一化

的系数 *
33D 的结果，实线表示 *

33D 与ReΩ 的函数关系，斜率为 1，符号表示(a)中的数值结果。 

2.4 颗粒绕 y 轴旋转 

 对于颗粒绕垂直于壁面的 y 轴旋转，首先需要将本文采用格子 Boltzmann 方法计算得到的低颗粒旋转

雷诺数下 11D 的结果与 Jeffery[18]的相应理论结果进行比较。图 7 展示了Re =0.6485Ω 时系数 11D 的数值结果与

Jeffery[18]的理论结果的比较，二者基本一致，我们采用格子 Boltzmann 方法验证了 Jeffery 的结果。对 Jeffery

的结果进行数据拟合，作为系数 11D 的理论表达式： 

0.25
11 1.277 0.285TD ε= − + ⋅                                 (27) 

 
图 7 Re =0.6485Ω 时系数 11D 的数值结果与 Jeffery[18]获得的理论结果的比较 
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对于不同的 ReΩ 和 ε ，我们计算得到对应的系数 11D ，然后拟合得到其修正公式(28)，式(29)由式(28)

变换得到。图 8(a)展示了不同颗粒雷诺数下系数 11D 随 ε 变化的曲线，平缓的 11D ε− 曲线说明颗粒与壁面的

间距对颗粒所受力矩影响较小，而当ε 固定时系数 11D 的绝对值随颗粒旋转雷诺数单调递增。图 8(b)则展示

了采用无量纲距离项进行归一化的系数 *
11D 与ReΩ 的关系，不同ReΩ 对应的 *

11D 值都落在斜率为 1 的直线上，

验证了数据拟合的准确性。 

( )11 11 0.00329 0.00141 Re , Re 370,TD D ε Ω Ω= + − − ⋅ ⋅ ≤                      (28) 

* 11 11
11 Re .

0.00329 0.00141

TD DD
ε Ω

−
= =
− − ⋅

                             (29) 

  

图 8 (a)不同颗粒雷诺数下系数 11D 随 ε 变化的曲线，其中实线表示 Jeffery[18]获得的理论表达式曲线，虚线

与符号分别表示不同颗粒雷诺数下的修正公式(28)的结果与数值结果。(b)采用无量纲距离进行归一化的系

数 *
11D 的结果，实线的斜率为 1，符号表示(a)中的数值结果。 

 本文通过对颗粒靠近壁面的四种基本运动情况进行数值模拟，得到了有限颗粒雷诺数下颗粒的受力和

力矩模型。随后，我们将颗粒的几种单向基本运动组合成一般运动情况，计算此时颗粒的受力和力矩的无

量纲系数，其结果与模型公式算出的结果基本保持一致，验证了颗粒的受力和力矩模型在颗粒的一般运动

中的适用性。 

3 结论与展望 

本文提出了有限颗粒雷诺数下在静止流体中靠近壁面运动的颗粒的受力和力矩模型。传统的润滑力模

型是基于低颗粒雷诺数 Stokes 假设发展出的，不适用于有限颗粒雷诺数的情况，需要进行修正。我们采用

格子 Boltzmann 方法的多松弛模型来模拟有限尺寸的球形颗粒靠近壁面运动引发的流动，颗粒直径被划分

为 50 个网格，设定不同的颗粒雷诺数以及颗粒与壁面的间距，可以计算出颗粒的四种基本运动模型对应的

颗粒受力与力矩。 

 根据公式(3)将颗粒的受力与力矩无量纲化后进行数据拟合，我们得到了 5 个系数 11A 、 22A 、 23B 、 33D

和 11D 的修正公式，并画出了它们随ε 和 pRe 或ReΩ 变化的图像。当颗粒雷诺数趋近于零时，所有系数的修

正公式与理论表达式的曲线都保持一致，从而验证了理论表达式的正确性。颗粒雷诺数对颗粒受力与力矩
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的变化有重要影响，当ε 给定时，系数 11A 、 22A 、 33D 和 11D 的绝对值随颗粒雷诺数单调递增，系数 23B 的

值随颗粒雷诺数单调递减且存在由正到负的变化，变化的原因是颗粒与壁面的间隙里的流体压力对颗粒受

力的贡献随着颗粒雷诺数增大而增大，从而导致颗粒受力的变向。 

 进一步地，我们将颗粒的四种基本运动组合成一般运动，计算颗粒受力与力矩的系数并与提出的模型

进行比较，说明了模型在颗粒的一般运动中的适用性。另外我们还将颗粒的受力和力矩模型与参考文献的

相关结果进行了对比，保持一致的比较结果验证了模型的正确性。当颗粒与壁面的距离极小以至于间隙中

的流体无法解析时，我们提出的颗粒受力和力矩模型可以被用作颗粒与壁面相互作用的亚格子模型。在未

来的工作中，我们可以进一步研究两个距离很小的球形颗粒相对运动时有限颗粒雷诺数对颗粒受力和力矩

的影响，并对传统的润滑力模型进行修正。 
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