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基于 FEM 研究含孔隙介质中裂纹
矩张量反演精度

孔岳1，李敏1，* ，陈伟民2

( 1． 北京航空航天大学 航空科学与工程学院，北京 100083; 2． 中国科学院力学研究所，北京 100190)

摘 要: 基于矩张量理论的动态裂纹扩展监测方法，利用裂纹开裂产生的声发射信

号获取裂纹开裂信息，而介质中的孔隙结构会影响监测结果的准确性。使用二维平面应变有

限单元方法( FEM) 建立孔隙分布数值模型，给出特定裂纹在不同孔隙率介质下的反演结果，

并分析其成因。数值结果表明，双力偶成分对孔隙率的敏感度最高。对于纯剪切裂纹，反演结

果中双力偶成分的占比随孔隙率的增大而减小; 对于面内各向同性和拉伸裂纹，双力偶成分的

占比随孔隙率的增大而增大。原因是孔隙结构对弹性波的散射导致弹性波幅值的空间分布发

生变化，效果体现在两方面: 一方面，能量转移作用导致不同传播方向弹性波的幅值趋于接近;

另一方面，孔隙分布的差异导致临近传播方向的弹性波幅值差异增大。两种影响因素的权重

差异导致不同裂纹的反演结果受孔隙的影响不同。
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基于矩张量理论的裂纹反演方法是一种性能

优异的裂纹动态扩展监测方法，其通过接收、处理

裂纹开裂产生的弹性波信号求解矩张量，再利用

相应的矩张量分解方法获取丰富的裂纹信息。当

前，该方法已被广泛应用于多种裂纹监测领域。
矩张量反演方法产生于地球物理学领域，最

初被用来监测地震裂缝的开裂过程。Burridge 和

Knopoff［1］首先提出了使用等效体力表征裂纹的

概念，并给出了裂纹等效体力的表达式。基于裂

纹等效力概念，Aki 和 Ｒichards［2］详细推导了裂纹

的矩张量表达式，并借助格林函数给出了裂纹开

裂的弹性波位移场表达式。考虑到普通地震的震

源深度较深，Ohtsu［3］依据位移场表达式中的远场

P 波成分，提出了一种简化的矩张量反演方法，并

验证了其可靠性。在矩张量反演方法的早期应用

中，由于岩石介质的复杂性和技术水平落后等原

因，矩张量反演结果存在不稳定和多解的问题，考

虑到地震裂缝多属于剪切位错，因此常采用强制

矩张量迹为零的方法来稳定反演结果。然而，进

一步的研究表明，非剪切类型的裂纹是真实存在

的［4-6］，强制矩张量迹为零将引入不可预料的反

演误差。随着探测设备和计算能力的发展，反演

过程已不再强制矩张量迹为零。通过对裂纹类型

的研究，很多学者提出通过计算裂纹矩张量中

3 种基本成分的占比来判断裂纹的类型，并发展

出了相应的矩张量可视化方法［7-8］。当前，很多

学者使用矩张量反演方法开展了多样的、包含裂

纹开裂问题的研究［9-11］。然而，为了简化反演过
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程，传统的矩张量反演方法多基于均匀各向同性

的材料假定。考虑到真实地质条件的复杂性，弹

性波的动力学特征相比理想情况会出现很大的不

同，进而影响矩张量的反演精度。很多学者也研

究了诸如各向异性、黏弹性等因素对矩张量反演

的影响［12-14］。
随着页岩气开采技术的发展，矩张量反演方

法被引入到岩石压裂监测当中［15-16］。通过实时

监测岩石的开裂状态，不断调整水力压裂方案，优

化裂纹扩展水平，提高页岩气产量。然而，页岩气

富集区丰富的孔隙结构会对弹性波的传播产生影

响。一方面，孔隙结构会对弹性波造成明显的衰

减作用［17-19］，该影响可以在均匀各向同性材料假

设下，通过在矩张量反演公式中引入弹性波吸收

系数来抵消。另一方面，孔隙结构会对弹性波产

生明显的散射作用［20-21］。目前，工程应用中尚未

考虑散射对裂纹矩张量反演结果的影响，相关研

究的数量也较少。针对该问题的研究具有很高的

工 程 和 学 术 价 值。本 文 借 助 有 限 单 元 方 法

( FEM) 建立孔隙分布数值模型，进而求解特定裂

纹的声发射信号在孔隙介质中的传播特性，计算

不同孔隙状态对裂纹矩张量反演精度的影响，为

工程应用中矩张量反演结果的判读提供合理的建

议和说明。与此同时，根据弹性波场特征，分析孔

隙结构对裂纹矩张量反演结果的影响机理，明确

矩张量反演误差的来源和成因。

1 理论分析及数值模拟

1． 1 理论分析

通过动力学等效原理，裂纹可以等效成一组

载荷的形式，表述形式为［2］

mpq = λlknkδpq + μlpnq + μlqnp ( 1)

式中: mpq为矩张量元素; λ 和 μ 为拉梅常数; δpq为
克罗内克符号，当 p = q 时，符号等于 1，否则为 0;

l 为裂纹面位移向量; n 为裂纹面法向向量。
由矩张量表述的裂纹弹性波位移场可以借助

第二类格林函数给出，具体形式为

Ai ( x，t) = Gip，q ( x，y，t) mpq* S( )t ( 2)

式中: Ai ( x，t) 为 x 处 t 时刻位移沿 i( i = 1，2，3) 方

向的分量; Gip，q ( x，y，t) 为第二类格林函数，表示 y
处的力矩载荷在 x 处产生的位移; S( t) 为震源函

数;“* ”代表卷积运算。
结合 Aki 和 Ｒichards［2］给出的第二类格林函

数表达 式 及 远 场 假 设，矩 张 量 反 演 公 式 可 表

示为［22］

Ai ( x) = Cs
Ｒef( t，r)

Ｒ ·

( r1 r2 r3 )
m11 m12 m13

m12 m22 m23

m13 m23 m









33
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3

( 3)

式中: Ai ( x) 为传感器记录的弹性波信号的初至

波幅值，i 表示坐标分量; Cs 为传感器灵敏系数，

工程中通过断铅试验测定; Ｒef ( t，r) 为传感器位

置处的反射修正系数，用于修正地面反射作用造

成的弹性波能量损失，r 为由震源指向传感器的

方向余弦向量，r1、r2、r3 为向量的分量; Ｒ 为弹性

波传播距离。
数值模拟使用平面应变有限元模型，弹性波

的空间弥散形式为柱面波形式，并且面内矩张量

只包含 4 个元素( 3 个独立元素) 。因此，矩张量

反演公式相应地修改为

Ai ( x) = Cs
Ｒef( t，r)

槡Ｒ
( r1 r2 )

m11 m12

m12 m[ ]
22

r1
r[ ]
2

( 4)

由于矩张量计算直接取结点位移且没有反射

波产生，为简化计算过程，2 个参数分别取 Cs =1 和

Ｒef( t，r) = ri。根据多个传感器接收到的弹性波信

号，可以得到多个如式( 4) 所示形式的线性代数方

程，方程联立组成方程组进而求解得到矩张量。
根据平面应变问题的本构方程，除面内元素

以外的其他矩张量元素可由以下方法计算得到:

与剪切有关的矩张量元素为 0，面外方向对角线

元素的取值为 m33 = ν ( m11 + m22 ) ，ν 为泊松比。
进而得到平面应变问题的矩张量反演结果为

m11 m12 0

m12 m22 0

0 0 ν( m11 + m22









)

( 5)

虽然不同的矩张量分解方法能够给出裂纹的

各种信息，但由于多数场景更关注裂纹的类型，因

此常用的矩张量分解方法是将矩张量分解为 3 种

基本成分，通过比较 3 种成分的占比判断裂纹的

类型［8］。先将矩张量对角化，求解 3 个特征值，将

3 个特征值从大到小依次摆放在矩阵的对角线位

置上，进而将矩张量表示成 3 种基本形式的线性

表达。3 种基本形式包括: 各向同性 ( Isotropic，

ISO) 成分、双力偶( Double-Couple，DC) 成分和补

充线性向量偶极子( Compensated Linear Vector Di-
pole，CLVD) 成分，如下:

M = MISOEISO + MDCEDC + MCLVDECLVD ( 6)

式中: EISO、EDC 和 ECLVD 分别为 ISO、DC 和 CLVD
三种成分的矩张量表达式; MISO、MDC和 MCLVD分别

为三种 基 本 成 分 的 系 数，具 体 形 式 可 参 照 文
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献［8］。进而可以定义 3 种基本成分的占比大小

CISO、CDC和 CCLVD，定义为

CISO

CDC

C











CLVD

= 1
M

MISO

MDC

M











CLVD

( 7)

式中: M = MISO + MDC + MCLVD 。实际上，由

式( 7) 计算得到的 ISO 成分和 CLVD 成分的占比

可能是负数( DC 成分的占比始终是正数) 。考虑

到 3 种成分的占比满足:

CISO + CDC + CCLVD = 100% ( 8)

为了方便画图和结果分析，本文中分解结果

取 3 种成分占比的绝对值。
1． 2 数值模拟

数值模拟使用有限单元方法，相比于其他数

值模拟方法，有限单元方法能够更好地模拟复杂

地质特征，方便开展相关研究。
为了简化模型，避免边界对弹性波的反射作

用，选定模型为圆形。综合考虑数值计算精度和

反演精度要求，圆形模型半径取 400 m，震源位于

圆心处。使用瞬态等效力载荷代替裂纹动态开裂

过程［22］。取半径 100 ～ 250 m 的环形范围为孔隙

分布区域，在半径为 300 m 的圆环上布置传感器。
模型示意图如图 1 所示。

为模拟孔隙结构，根据蒙特卡罗方法在孔隙

分布区域随机选取一定数量的单元作为孔隙，并

修改相应单元的材料参数。考虑到有限元计算的

限制，孔隙单元的弹性模量和密度取 1，泊松比取

0． 01。材料参数取值见表 1。基体介质的材料参

数取几种常见岩石的平均值［23］。

图 1 孔隙分布模型

Fig． 1 Pore distribution model

表 1 材料参数取值

Table 1 Values of material parameters

参数 基体 孔隙

弹性模量 E /Pa 5． 4 × 1010 1

泊松比 ν 0． 2 0． 01

密度 ρ / ( kg·m －3 ) 2 300 1

裂纹的动态开裂过程由震源函数表征。参考

文献［24］，震源函数取如下形式:

S( t) =
t
Tr

－ 2
3π

sin 2πt
T( )
r

+ 1
12π

sin 4πt
T( )
r

t ＜ Tr

2Tr － t
Tr

－ 2
3π

sin
2π( 2Tr － t)

T( )
r

+

1
12π

sin
4π( 2Tr － t)

T( )
r

Tr≤t ＜ 2Tr

0 t≥2T















r

( 9)

式中: Tr 为启裂时间。考虑到结构离散化给有限

元计算造成的数值频散问题，选择 Tr = 0． 005 s，
此时弹性波波长约为 50 m，单元最大尺寸不超过

2 m。在以上计算条件下，数值频散现象引起的误

差可以忽略［25］。计算采用直接积分方法，时间步

增量取 1 × 10 －4 s，时间步数取 1000。矩张量反演

使用的传感器位于半径为 300 m 的圆环上，方位

随机选取，反演结果取多次反演的平均值。为避

免其他因素的影响，研究不考虑震源定位问题。

2 数值结果

工程应用多通过矩张量中 3 种基本成分的占

比来判断裂纹的类型。因此，数值结果的展示直

接给出矩张量的分解结果，即 3 种基本成分的占

比随孔隙率的变化情况。参考各类岩石的孔隙率

取值，数值计算中孔隙率取值范围为 0 ～ 50%。
为确保算例的代表性，数值计算包括了 3 种基本

类型的裂纹: 各向同性裂纹 ( 面内) 、剪切裂纹和

拉伸裂纹。
2． 1 各向同性裂纹

各向同性裂纹沿各个方向的裂纹面位移成中

心对称特性。不同于三维问题中的周向对称特

征，二维问题中的各向同性裂纹是一种面内形式。
当 ν = 0． 2 时，裂纹真实矩张量形式为

M =
1 0 0
0 1 0
0 0 0．







4

( 10)

相应理论分解结果为: CISO = 66． 7%，CDC =
0，CCLVD = 33． 3%。当孔隙率变化时，反演结果中

3 种成分的占比也发生变化。图 2 为相应的变化

情况。
由图 2 可知，对于各向同性裂纹，在真实震源

形式不变( 即真实矩张量形式不变) 的情况下，根

据数值弹性波场反演得到的矩张量中，3 种基本
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图 2 各向同性裂纹 3 种成分占比随孔隙率的变化

Fig． 2 Change of proportion of three components in
isotropic crack with poriness

成分的占比随孔隙率变化明显。当孔隙率为 0
时，3 种基本成分的占比与理论分解结果相同，证

明计算模型和数值计算结果的可靠性。当孔隙率

由 0 提高到 50% 时，ISO 成分的占比下降，降幅约

为 16% ; DC 成 分 的 占 比 提 高，增 幅 约 为 20% ;

CLVD 成分的占比小幅下降。
2． 2 剪切裂纹

剪切裂纹是一种常见的裂纹形态，地震裂纹

多属于剪切裂纹类型。假设裂纹的剪切错动方向

位于面内，取裂纹面法向向量 n = ( 1，0 ) ，裂纹面

位移向量 l = ( 0，1) ，相应的真实矩张量为

M =
0 1 0
1 0 0







0 0 0

对应的 理 论 矩 张 量 分 解 结 果 为: CISO = 0，

CDC = 100%，CCLVD = 0。随着介质孔隙率的变化，

数值反演结果中 3 种基本成分占比的变化情况如

图 3 所示。
对于剪切裂纹，随着孔隙率的增大，DC成分

图 3 剪切裂纹 3 种成分占比随孔隙率的变化

Fig． 3 Change of proportions of three components in
shear crack with poriness

的占 比 持 续 减 小，降 幅 超 过 20% ; ISO 成 分 和

CLVD 成分的占比提高，增幅超过 10%。由此可

见，DC 成分对孔隙率的敏感度最高。
2． 3 拉伸裂纹

拉伸裂纹也是一种基本裂纹类型，常见于水

力压裂和人为活动产生的 ( 微) 地震事件当中。
取裂纹面法向向量 n = ( 1，0 ) ，裂纹面位移向量

l = ( 1，0) ，当 ν = 0． 2 时，拉伸裂纹的真实矩张量

取值为

M =
1 0 0
0 0． 25 0
0 0 0．







25

( 11)

对应的理论矩张量分解结果为: CISO = 50%，

CDC = 0，CCLVD = 50%。图 4 为数值反演计算中，

矩张量分解结果随介质孔隙率的变化情况。

图 4 拉伸裂纹 3 种成分占比随孔隙率的变化

Fig． 4 Change of proportions of three components in
tensile crack with poriness

由图 4 可知，在拉伸裂纹的矩张量分解结果

中，随着孔隙率的提高，DC 成分的占比不断上

升，最大增幅超过 20%。其他 2 种成分的占比则

不断下降。

3 成因分析

数值结果表明，当介质孔隙率变化时，由弹性

波场反演得到的矩张量，其中 3 种成分的占比会

发生明显的变化。但是，对于不同的裂纹类型，变

化规律不同。为进一步研究孔隙结构对矩张量反

演的影响机理，设置如下数值计算模型( 见图 5) :

取所有孔隙集中分布，并排列成一条连续的裂纹，

震源取面内各向同性裂纹源形式，此时裂纹延伸

方向与波传播方向相同。
数值计算结果显示，弹性波在通过裂纹时会

产生散射波。图 6 为含裂纹模型( 图 5 虚线框内

部分) 在 0． 4 s 时的波动位移场，不同亮度代表不

同的位移幅值。
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图 5 集中孔隙( 裂纹) 模型

Fig． 5 Pore-central-distribution ( crack) model

图 6 弹性波散射示意图

Fig． 6 Scattering schematic diagram of elastic wave

由图 6 可知，弹性波通过裂纹区域时，会向周

围产生一列散射波，散射波传播方向约与弹性波

原传播方向成 45°夹角。散射波将原传播方向弹

性波中的部分能量转移到其他区域，导致原传播

方向上的弹性波幅值减小，而临近传播方向上的

弹性波幅值增大。对于裂纹开裂发出的弹性波，

当沿各个方向传播的初始弹性波幅值( 即还未受

到孔隙结构作用的弹性波的幅值) 不同时，这种

能量转移作用会导致沿不同方向传播的弹性波的

幅值趋于接近。另外，当各个传播方向上初始弹

性波幅值相同时，由于孔隙结构分布的局部差异

性，沿不同方向传播的、初始幅值相同的弹性波受

到的散射作用存在差异，造成局部小范围内的、沿
不同方向传播的弹性波幅值差别增大。

综合来看，孔隙结构对裂纹弹性波幅值存在

两方面的影响:①当沿不同方向传播的初始弹性

波幅值不同时，孔隙结构的存在会导致沿不同方

向传播的弹性波幅值趋于接近; ②当沿不同方向

传播的初始弹性波幅值相同时，孔隙结构的存在

会造成临近小范围内、不同传播方向的弹性波幅

值的差异增大。
关于以上 2 种影响导致 3 种基本成分占比变

化的原因，先来看面内 ISO 成分 ( 见图 7 ) 和 DC
成分( 见图 8) 的辐射模式。需要说明的是，辐射

模式是指弹性波幅值随相应的传播方位的分布情

况。辐射模式是在三维空间中的分布，为了方便

展示和对比，下文中的辐射模式取完整辐射模式

中的面内部分，平面指裂纹面位移向量 l 和法向

向量 n 决定的平面。图中，角度代表方位，半径

代表相应的位移幅值。为方便对照，对幅值进行

了归一化处理。
关于孔隙结构对裂纹弹性波的第 1 种影响，

对于裂纹产生的弹性波，在其经过孔隙结构散射

后，沿各个方向上的弹性波幅值趋于接近，辐射模

式会趋于如图 7 所示的形状。图 9 为孔隙率取

30%时剪切裂纹的弹性波辐射模式。图中，星号

代表有限元计算得到的、经孔隙散射后的裂纹弹

性波辐射模式，实线代表不考虑孔隙散射的理论

弹性波辐射模式。对比可知，经过孔隙散射后，剪

切裂纹辐射模式中的最大位移普遍减小，且与其

他方向上弹性波的幅值趋于接 近。此 时 ，使 用

图 7 各向同性成分理论辐射模式

Fig． 7 Theoretical radiation pattern of isotropic
component

图 8 双力偶成分理论辐射模式

Fig． 8 Theoretical radiation pattern of double-
couple component
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散射后的弹性波反演得到的矩张量，其中 ISO 成

分的占比会增大，DC 成分的占比会减小。这一

现象符合图 3 中表现出的规律。
对于孔隙结构对弹性波的第 2 种影响，孔隙

分布在局部范围内的差异性导致弹性波受到的散

射效果也存在差异。图 10 为孔隙率取 30% 时面

内 ISO 裂纹的辐射模式。
由图 10 可以看出，当初始弹性波的幅值在各

个方向上均相同时，由于孔隙分布的差异，经孔隙

散射后，在小范围内、临近传播方向上的弹性波的

幅值出现了明显的差别。体现在辐射模式中，即

辐射模式随方位角出现明显的波动，而这种波动

形态与 DC 成分的辐射模式类似。此时，利用散

射后的弹性波反演得到的矩张量，其中 DC 成分

的占比会增大。这一现象符合图 2 中表现出的

规律。
对于拉伸裂纹，其理论辐射模式介于剪切裂

纹和面内各向同性裂纹之间，即沿各个方向上

图 9 孔隙率为 30%时剪切裂纹的弹性波辐射模式

Fig． 9 Elastic wave radiation pattern of shear
crack with poriness of 30%

图 10 孔隙率为 30%时面内各向同性裂纹的

弹性波辐射模式

Fig． 10 Elastic wave radiation pattern of in-plane
isotropic crack with poriness of 30%

的弹性波幅值既不相同，差异也小于剪切裂纹的

情况。因此，散射作用对辐射模式的 2 种影响都

存在。图 11 为孔隙率为 30% 时拉伸裂纹的辐射

模式。
由图 11 可以看出，经散射后，裂纹弹性波辐

射模式既出现了整体上位移趋于接近的现象，也

出现了局部位移波动的现象。由于 2 种现象对矩

张量反演结果的影响完全相反，因此通过辐射模

式无法判断 3 种基本成分占比的变化情况。参考

图 4，DC 成分的占比随孔隙率的提高而增大，ISO
成分的占比则减小。由此可知，孔隙散射对弹性

波幅值的第 2 种影响，即辐射模式的局部波动加

剧这一现象的影响权重更大。

图 11 孔隙率为 30%时拉伸裂纹的弹性波辐射模式

Fig． 11 Elastic wave radiation pattern of tensile crack with
poriness of 30%

4 结 论

本文使用有限单元方法建立了孔隙分布数值

模型，并考虑了 3 种基本裂纹类型。针对每一种

裂纹类型，在保持震源形式即理论矩张量不变的

情况下，求解了不同孔隙率条件下的裂纹弹性波

场。利用弹性波信号反演矩张量，将其分解为

3 种基本成分。研究考察了 3 种基本成分的占比

随孔隙率的变化情况，并分析了相关结果的成因，

得到了以下结论:

1) 矩张量分解涉及的 3 种基本成分中，DC
成分对孔隙率最为敏感，随着孔隙率的变化，DC
成分的占比会发生明显的改变。

2) 不同类型裂纹的矩张量反演结果中，3 种

基本成分的占比随孔隙率的变化情况不同。在剪

切裂纹中，DC 成分的占比随着孔隙率的提高而

减小，ISO 成分和 CLVD 成分的占比则增大; 在面

内各向同性和纯拉伸裂纹中，DC 成分的占比随

孔隙率的提高而增大。
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3) 矩张量分解结果随孔隙率变化的原因是

孔隙对裂纹弹性波的散射作用，包括两方面的影

响: 一方面，当沿不同方位传播的初始弹性波( 即

还未受到散射作用影响的弹性波) 的幅值不同

时，经孔隙散射后，弹性波幅值趋于接近，进而导

致分解结果中 ISO 成分占比上升，DC 成分占比下

降; 另一方面，当沿不同方位传播的初始弹性波的

幅值相同时，局部孔隙分布的差异引起散射作用

的差异，导致局部范围内、临近传播方向上的弹性

波幅值差异增大，裂纹弹性波辐射模式出现波动，

最终导致矩张量分解结果中 ISO 成分占比下降，

DC 成分占比上升。2 种影响因素同时存在，对于

不同类型的裂纹，2 种影响因素的权重不同，导致

矩张量分解结果随孔隙率的变化情况不同。
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Precision of crack moment-tensor inversion in porous media
using finite element method
KONG Yue1，LI Min1，* ，CHEN Weimin2

( 1． School of Aeronautic Science and Engineering，Beihang University，Beijing 100083，China;

2． Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China)

Abstract: The monitoring method for the dynamic growth of cracks，which is based on the moment-tensor
theory，utilizes the acoustic-emission signal of crack opening to obtain the information of cracks． The pore in
media has an effect on the accuracy of monitoring results． The two-dimensional plane strain finite element
method ( FEM) was applied to build the numerical model with pore involved． The inversion results for specific
cracks in media with different poriness were provided and the mechanism was analyzed． The numerical results
show that the double-couple component is more sensitive to poriness than the other two components． For pure
shear cracks，the proportion of double-couple component decreases with the increase of the poriness． For iso-
tropic and pure tensile cracks，the proportion of double-couple component increases with the increase of the
poriness． The reason is the wave scattering of pore changes the spatial distribution of elastic-wave amplitude
and the effect contains the two aspects． The energy transfer results in the fact that the wave amplitudes of dif-
ferent directions become closer to each other． Meanwhile，the difference of pore distribution increases the
difference between the wave amplitudes of different directions． The effect of pore on inversion results varies for
different cracks，because the weight of the two aspects is different．
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