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阶梯微悬臂提高原子力显微镜多谐波信号 
高斐斐*,+)，张吟*，+) 

*（中国科学院力学研究所，北京 100190）  +（中国科学院大学，北京 100049） 

摘要: 在原子力显微镜 (AFM) 中, 探针样品间相互作用力产生的多谐波的高阶模态具有高灵敏度的特性。当

某一高阶谐波频率与微悬臂某一自然频率相接近时，由于共振，该阶谐波信号被显著增强。基于此，设计一种阶

梯微悬臂，通过改进微悬臂几何形状，调整其自然频率，提高高阶谐波信号。通过合理地设计微悬臂尺寸，同时

激发微悬臂前三阶模态。随后提出一个用于指导阶梯微悬臂设计尺寸选择的图，优化微悬臂几何形状，以显著提

高包含丰富样品材料性质信息的高阶谐波信号。 

关键词: 高阶谐波，共振，同时激发前三阶模态，指导图 

 

 

引言 

原子力显微镜 (AFM) 被广泛应用于纳米尺度下的材料性能探测。
1
 轻敲模态 AFM 的振动频谱峰值

出现在频率为激励频率整数倍的高阶谐波处。
2
 探针-样品间相互作用力产生的高阶谐波含有丰富的材料

性质信息。
3-10

 高阶谐波具有较高的分辨率、
6,9
 灵敏度

7
 和较好的对比度

10,11
。比如，García 等人

9
 证明

双模态 AFM 能够在空气和流体中的多种材料上实现快速、准确以及埃尺度杨氏模量的映射。三模态 AFM 

可作为独立的控制旋钮，可同时分别用于形貌、图像对比以及调节探针-样品冲击时的样品压痕。
10
 然而，

由于均匀微悬臂的频响曲线快速衰减，高阶谐波信号被抑制，
12
 致使信号输出弱，甚至低于有效噪声水

平。高阶谐波振动幅值与基频相比要小几个量级。
13
 因此，高阶谐波信号不可避免被丢失。 

探针-样品间相互作用力 (
ts

F ) 展开为如下傅里叶级数
4
: 

0

cos( ) sin( )
ts n n

n

F n t n t   


=

= + 。其中   

是驱动频率，sin( )n t 、 cos( )n t  是谐波，n  是   的整数倍。当以基频驱动时，微悬臂在第 n 次谐

波的响应将由自然频率为基频整数倍的模态的共振所主导。
5
 不幸的是，对于均匀微悬臂，高阶模态的自

然频率并非基频的整数倍。目前已有很多研究提出各种用于提高高阶谐波信号的方法。比如通过同时激发

微悬臂前两阶模态来提高高阶谐波，
14
 或者微悬臂激励频率在基频子倍数附近，

8,15
 或者在扭转谐波微悬

臂中激发扭转模态。
16
 除改变激励方式外，优化微悬臂的几何形状也可以提高高阶谐波信号。这些优化方

法包括在第三模态的反结点处加工凹槽，
12
 引入一个类桨结构，

17-19
 在特定位置钻特定尺寸的孔，

20-23
 在

特定位置加一集中质量，
24
 变宽度 

25-29
 以及阶梯截面结构。

30-32
 然而，这些方法仍存在一些不足。例如，

由 δ 函数描述的集中质量实际中会占据一定体积。
24
 孔的位置是通过有限元模拟得到的，在实际应用中

精确加工并非易事。
20,22,23

 

本文提出一个阶梯微悬臂的设计用于提高高阶谐波信号。通过同时改变长、宽、高，调整某一模态的

自然频率，使其与特定谐波一致。恰当的阶梯微悬臂尺寸设计可以同时激发前三阶模态。此外，提出一个

用于指导阶梯微悬臂尺寸选择的图和表，实现对高阶模态自然频率的调整。 



中国力学大会-2019 

模型建立 

 

图 1 坐标系示意图以及 AFM 微悬臂尺寸 

FIG.1 Schematic diagram of the coordinate system and AFM cantilever dimensions. 

 

在图 1 中，阶梯微悬臂包含两部分: 
i

L 、
i

b   和 
i

h   ( 1,2i =  ) 分别指长、宽、高。总长 
1 2

L L L= + 。

下标 1 表示与固定端相连部分的参数，下标 2 表示与自由端相连部分的参数。 

阶梯微悬臂自由振动可由下述方程组描述 33-35 

 

2 4

1 1 1

1 1 1 1 12 4

2 4

2 2 2

2 2 2 2 12 4

( , ) ( , ) ( , ) 0, 0 ,

( , ) ( , ) ( , ) 0, .

w w w
m x t c x t E I x t x L

t t x

w w w
m x t c x t E I x t L x L

t t x

  
+ + =     


   + + =  

   

                 (1) 

由于是阶梯微悬臂，可分为两部分: 
i

w 、
i

m 、
i

c  和 
i i

E I  ( 1,2i = ) 分别表示微悬臂两部分的偏转、

单位长度质量、阻尼系数以及弯曲刚度。 

在图 1 0,x L=  处的边界条件为 

 
1 1, 2, 2,
(0, ) 0, (0, ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0

x xx xxx
w t w t w L t w L t= = = =                   (2) 

除边界条件，在 
1

x L=  处满足如下方程 

 
1 1 2 1 1, 1 2, 1

1 1 1, 1 2 2 2, 1 1 1 1, 1 2 2 2, 1

( , ) ( , ), ( , ) ( , ),

( , ) ( , ), ( , ) ( , ) 0.

x x

xx xx xxx xxx

w L t w L t w L t w L t

E I w L t E I w L t E I w L t E I w L t

= =

= = =
              (3) 

物理上，上述方程满足位移、斜率、弯矩和剪力的连续性。引入下述量 
x

L
 = ， i

i

w
W

L
=  ( 1,2i = ) 和 

4

1 1 1
/E I m L t = ，得到如下无量纲方程组: 

 

2 4

1 1 1

12 4

2 4

2 2 2

22 4

0, 0 ,

0, 1.

o

o

W W W

W W W

  
  

    
  

  
+ + =  

  


   + + =  
   

                         (4) 

其中 
1

/
o

L L =  是微悬臂第一部分长度与总长的比值，也是图 1 所示的阶梯位置。其中，
2 1

/m m = 、

2 2 1 1
/E I E I =  分别为微悬臂两部分的质量比和弯曲刚度比。 4

1 1 1
/

i i
c L m E I =  ( 1,2i = ) 指无量纲阻尼。

对于无阻尼悬臂梁 
1 2

0 = = ，令 ( , ) ( )exp( )
i i

W Y i t   =  (i = 1,2 并且 ω 是自然频率), 求解得到下述
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阶梯微悬臂的模态: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( ) cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( ), 0 ,

( ) cos( ) sin( ) cosh( ) sinh( ), 1.

o

o

Y A B C D

Y A B C D

      

      

= + + +  


= + + +  
          (5) 

其中， = ， 4 /  = ，以及 
i

A 、
i

B 、
i

C 、
i

D  ( 1,2i = ) 是待定常数，相应的无量纲边界条件

为 

 
1 1 2 2
(0) 0, (0) 0, (1) 0, (1) 0.Y Y Y Y  = = = =                          (6) 

式 (3) 被无量纲化为如下形式 

 
1 2 1 2 1 2 1 2
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ).

o o o o o o o o
Y Y Y Y Y Y Y Y              = = = =             (7) 

将式 (6)、(7) 代入式 (5) 中，得到八个方程。这八个方程可以写为 =AV 0  的形式。 阶梯微悬臂

的自然频率 ( 2 = ) 可以通过求解矩阵 A  的行列式为零得到，即 0=A 。一旦   确定，阶梯微悬

臂的模态即可得到。为了简化，假设 
1 2
 = ，

1 2
E E= ，因此 

2 1
/A A = ，

2 1
/I I = 。从而得到是 

o
 ，

  和   函数的
2 1

/   与 
3 1

/   的比值。 

对于含阻尼模型，可用 Galerkin 方法求解 (4) 式，并令 ( , )
i

W    (i = 1, 2) 有如下形式 

 
1

( , ) ( ) ( ).
N

i ik ik
k

W a    
=

=                                 (8) 

其中 ( )
ik

a   是待定幅值，N 是模态数， ( )
ik
   是前面计算得到的阶梯微悬臂的模态。将 (8) 式代入 

(4) 式中，乘 ( )
ij
   并从 0~1 积分，得到如下控制方程 

 + + =Mx Cx Kx 0                                  (9) 

其中，  1 2
( ) ( ) ( )

T

N
a a a  =x 。通过模态的正交性得到如下矩阵 M ，C  和 K  

 

12 2

1 20
( ) ( ) ,

0,

o

ok k

ij
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k j




       + = 
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M                         (10) 
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1 20
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K                       (12) 

将式 (9) 写为如下形式求解自然频率 

 ( ) ( ) . + =* *
M Z K Z 0                              (13) 

含阻尼系统矩阵 *
M 、 *

K  以及向量 ( )Z  定义为 36 

 
( )

, , ( ) .
( )

T

T






    
= = =     
     

* *
M 0 C K x

M K Z
0 -K K 0 x

                    (14) 
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由式 (13) 的本征值即可得到含阻尼阶梯微悬臂的自然频率。AFM 在空气中振动的品质因子高，或

者说阻尼小，38 因此 
1
   和 

2
 值小。宽度较大部分的品质因子 Q 较小。25 故分别取值 

1
0.5 =   和 

2
0.4 = 。33 

分析与讨论 

 

图 2 0.5
o
 = 时，(a) 

2 1
/  , (b) 

2 1
/   (c) 

3 1
/   与  、   的关系。其中 (b) 图是 (a) 图红框区域

的放大图。 

FIG. 2. The ratios of (a) 
2 1

/  , (b) 
2 1

/  and (c) 
3 1

/   as the functions of   and   with 0.5
o
 = . 

Here (b) is the zoomed-in view of the boxed area in (a) 

 

随 
o
 ，  和   变化，阶梯微悬臂的自然频率及其比值随之变化。图 2(a) 是 0.5

o
 = 时，

2 1
/   

比值与  、 的关系曲线。其中图 2(b) 是图 2(a) 中红框区域的放大图。图 2(c) 是 0.5
o
 =  时，

3 1
/   

比值与  、  的关系曲线。如图 2 所示，随  、  增加，
2 1

/   和 
3 1

/   比值增加 (除 
2 1

/ 3  =  

附近)。在图 2(b) 中，
2 1

/   比值的变化曲线在   小于 0.3 时是非单调的。随   从 0 到 0.5 变化，

2 1
/   的比值有着先减小后增加的趋势。当   与   恒定时，

2 1
/   的比值在 0.5

o
 =  处取得最小

值。25 对于一个微悬臂，在模态的高应力区域移除一个质量，该模态的弹性能和自然频率减小。12 0.5
o
 =  

的位置靠近第二模态的最大弯曲区域但远远偏离第一模态的最大弯曲区域。因此在 0.5
o
 =  处取得最小

的 
2 1

/   比值。当 
o
  从 0.5 增加到 1 时，

2 1
/   的最小整数倍比值增加。如图 3 所示，随着 

o


增加，
2 1

/   的最小整数倍比值从 2 增加至 5。当   恒定且   从 0 到 0.5 变化时，微悬臂的弯曲

刚度增加，进而自然频率增加。然而 
2 1

/   的比值变化趋势存在三种可能：增加、减小或保持不变。当

较宽的部分为固定端时，
2 1

/ 6.27 ＜  (均匀微悬臂的比值)。相反，当较窄的部分为固定端时，
2 1

/ 6.27 ＞ 。

这个结果与 Sadewasser 等人的结果一致。28 
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图 3 
2 1

/   为整数时的  、   值。整数标于相应的曲线中。 (a) 0.5
o
 =  (b) 0.6

o
 =  (c) 0.7

o
 =  

以及 (d) 0.8
o
 = . 实线表示无阻尼微悬臂，虚线代表含阻尼微悬臂。 

FIG. 3. Values of   and   which ensure an integer value of the 
2 1

/   ratio. The integers are labeled on the 

corresponding curves. (a) 0.5
o
 = , (b) 0.6

o
 = , (c) 0.7

o
 = and (d) 0.8

o
 = . The solid line (—) and dashed 

line (---) are the corresponding curve of the undamped cantilever and damped cantilever, respectively. 

 

 

图 4 
3 1

/   为整数时的  、   值。整数标于相应的曲线中。 (a) 0.5
o
 =  (b) 0.6

o
 =  (c) 0.7

o
 =  

以及 (d) 0.8
o
 = . 

FIG. 4. Values of   and   which ensure an integer value of the 
3 1

/   ratio. The integers are labeled on the 

corresponding curves. (a) 0.5
o
 = , (b) 0.6

o
 = , (c) 0.7

o
 = and (d) 0.8

o
 = . 

 

曲线上标注的 n 表示第二模态 (图 3)、第三模态 (图 4) 的自然频率与第 n 次谐波频率相等。由于
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长度比为 
o
  的曲线与长度比为 1

o
−  的曲线关于直线  =  对称，交换   和   的值，长度比 

o
  

的图像即为长度比为 1
o
−  的图像，故在图 3、图 4 中略去了 0.2 ~ 0.5

o
 =  的情况。当两部分的厚度

有显著的区别时，较薄部分的弯曲起主导作用。28 当 
o
  很小时，

2 1
/   的比值接近 6.27。如图 3 所

示，对于给定的    和  ，当 
o
   从 0.5 到 0.8 变化时，

2 1
/    的比值增加。图 4 中有相同的趋势。

随着 
o
  的增加，   和   的影响变弱，因此此时阶梯微悬臂的频率与均匀微悬臂相接近。 

图 3 和图 4 中相同长度比 
o
   下的图像相互叠加，产生的每一个交点定义一个多谐波微悬臂。比

如，将图 4(a) 叠加在图 3(a) 上。同时激发多谐波微悬臂的前三阶模态可以显著增强高阶谐波信号。三

模态 AFM 就是应用之一，它为材料表面下结构的定位和表征提供了一种方式。 10 所有交点相应的 

( , ,
o
   ) 值列于表 Ⅰ 中。Sahin 等人 5 证明，当在第三模态对应的谐波处监测微悬臂的偏转时，对于较

硬的样品第 24 阶谐波更敏感，对于较软的样品第 8 次谐波更加敏感。因此，恰当的高阶谐波的选择与材

料性质有关。 

表 Ⅰ 
2 1

/   与 
3 1

/   均为整数时对应的 ( , ,
o
   ) 值 

TABLE Ⅰ. Values of ( , ,
o
   ) which yield integer numbers for both 

2 1
/   and 

3 1
/   

2 1
/   

3 1
/   

o
      

2 1
/   

3 1
/   

o
      

2 1
/   

3 1
/   

o
      

3 8 0.50 0.22 0.04 5 11 0.30 0.28 0.14 7 21 0.60 1.24 1.87 

3 8 0.70 0.22 0.04 5 12 0.30 0.41 0.22 7 21 0.70 1.38 2.62 

3 9 0.50 0.28 0.08 5 12 0.70 0.58 0.23 8 23 0.30 1.66 2.28 

4 9 0.40 0.26 0.07 5 14 0.40 0.74 0.44 8 24 0.40 1.96 2.04 

4 9 0.70 0.26 0.08 5 14 0.50 0.72 0.46 8 24 0.70 2.16 2.82 

4 10 0.40 0.35 0.13 7 20 0.30 1.34 1.46 8 25 0.50 1.54 2.72 

4 11 0.60 0.45 0.20 7 20 0.40 1.30 1.39 8 25 0.60 1.85 2.75 

 

常规模型通过有效刚度、自然频率和品质因子来表征。37 阻尼的存在会使自然频率减小。与基本模态

相比，高阶模态的力常数 
2

n n
k m=  更大。因此阻尼对高阶模态的影响小。与基频相比，高阶模态自然频

率的下降幅值小。因此如图 3 所示，对于给定尺寸参数 
o
 ，  和   的阶梯微悬臂，

2 1
/   和 

3 1
/   

比值大于无阻尼阶梯微悬臂。事实上，AFM 在空气中振动的阻尼很小。38 在空气或真空中由于阻尼引起

的频率偏移可忽略不计。39 对于
3 1

/   的情况，频率变化也很小。 
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结论 

总之，本文提出一个阶梯微悬臂使得第二或第三模态自然频率是基频的整数倍，进而提高高阶谐波信

号。此外，同时激发前三阶模态自然频率可通过恰当的阶梯微悬臂尺寸设计实现。因此，可以在高阶模态

中提取更多材料性质的信息。通过这种方式，随着时空分辨力的提高，阶梯微悬臂可以同时感应形貌和材

料性质信息。在阶梯微悬臂中，两部分长度相等时
2 1

/   比值最小，两部分的长度差别很大时，弯曲受

较薄部分主导，并且自然频率接近与均匀微悬臂。 
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Abstract: In atomic force microscopy (AFM), the higher modes are highly sensitive to the tip-sample interactions which generate 

many harmonics. When a higher harmonic is close to the natural frequency of a mode, the harmonic signal will be significantly 

enhanced due to a resonance. The step-like micro-cantilever is proposed as an effective design to enhance the higher harmonic signals. 

The natural frequencies are changed with the variations of the step-like cantilever sizes. By carefully designing the step-like cantilever, 

the first three modes can be simultaneously excited. A comprehensive map is provided as a guidance of selecting the appropriate 

geometric parameters. Therefore, more information on the medical properties can be extracted. 

Key words: higher harmonic, resonance, the first three modes can be simultaneously excited, a map as a guidance 


