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摘　要：为对可压缩流动进行高精度高分辨率的数值模拟，基于模板的光滑度量函数，构造了新型的加权因子，在

此基础上将７阶精度的 ＷＥＮＯ格式与８阶中心格式进行加权组合，构造了一种自适应低耗散的中心－ＷＥＮＯ混合

格式（Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８），并采用Ｆｏｕｒｉｅｒ方法对离散格式数学特性进行了理论分析。该自适应的高精度中心－
ＷＥＮＯ混合格式相比于七阶的 ＷＥＮＯ格式具有更小的耗散误差。通过对激波－密度干扰问题、Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｔａｙｌｏｒ不

稳定性问题和双 Ｍａｃｈ反射问题的数值模拟，并与 ＷＥＮＯ－ＪＳ格式的计算结果对比，结果表明：该格式结合了

ＷＥＮＯ格式和中心格式的特点，能更好地捕捉激波，对物理脉动也具有较高的分辨率，适合于复杂流体流动的数

值模拟。
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０　引　言
　　在数值模拟复杂流体流动问题中，特别是在研究
非定常多尺度流动的细微结构及其机理时，高精度格
式比低精度格式更能准确地捕捉各种小尺度量，特别
像湍流、旋涡、气动声学等流动问题。因而，近年来高
精度低耗散数值方法的研究越来越受到重视。对于
可压缩复杂流动的精细模拟，除了需要高精度、低耗
散地分辨小尺度流动细节，还需要对激波进行捕捉，
并尽量避免数值振荡。１９９４年，Ｌｉｕ等对ＥＮＯ格式进
行了改进［１］，提出了 ＷＥＮＯ（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ　Ｅｓｓｅｎｔｉａｌ　Ｎｏｎ－
Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）格式，ＷＥＮＯ格式成为目前应用最广泛
的激波捕捉格式。随即，Ｊｉａｎｇ和Ｓｈｕ对该方法进一
步改进［２］，提出了新的光滑度量因子，使得 ＷＥＮＯ
格式的精度进一步得到提高。数值试验表明，Ｊｉａｎｇ
和Ｓｈｕ的 ＷＥＮＯ格式具有较强的鲁棒性，因而被广
泛地使用。此后，人们对 ＷＥＮＯ格式进行着一系列
测试、评估和改进［３－７］。在国内，高精度激波捕捉格式
的构造也得到了广泛的重视。邓小刚等［８－９］构造了高
精度加权紧致格式 ＷＣＮＳ和高精度耗散加权紧致格
式ＤＷＣＮＳ。张涵信等［１０］基于三阶ＥＮＮ格式，引入
加权函数，构造了一种具有四阶或五阶精度的

ＷＥＮＮ高阶格式。傅德薰、马延文先后提出了耗散
比拟法［１１］和群速度控制方法［１２］，以及三阶和五阶精
度的迎风紧致格式以及超紧致格式［１３］。任玉新
等［１４］提出了色散最优耗散可调的高分辨率线性格

式。李新亮、何志伟等［１５－１６］提出非线性谱分析优化的
保单调格式和群速度控制方法。

　　一般而言，低耗散特性及强激波捕捉能力不容易
兼顾。因而近年来发展出了混合格式 （Ｈｙｂｒｉｄ
ｓｃｈｅｍｅｓ），即将两种格式混合使用，在间断或大梯度
区采用强鲁棒的激波捕捉格式，而在相对光滑区采取
无耗 散 的 中 心 格 式 或 低 耗 散 的 线 性 格 式。

Ｐｉｒｏｚｚｏｌｉ［１７］运用光滑识别器作为判据，在光滑区使用
紧致格式而在非光滑区使用 ＷＥＮＯ格式，从而较好
实现了分辨小尺度波与捕捉激波的效果。Ｒｅｎ等使
用了加权思想［５］，将 ＷＥＮＯ格式与紧致格式混合使
用，避免了两种格式之间的“硬切换”，从而起到了更
好的效果。

　　本文的主要工作就是基于 ＷＥＮＯ格式中的光
滑因子，构建一种新型的加权函数，并在此基础上将
经典的７阶 ＷＥＮＯ格式和８阶中心格式组合成混合
格式，实现数值耗散的自适应控制，构造出一种自适
应低耗散的数值格式。通过对格式进行非线性色散、

耗散特性分析，对比研究格式在不同波数下的色散和
耗散特性，并经若干一维和二维算例数值验证新格式
对流场间断及小尺度波的捕捉能力，以期为可压缩湍
流的数值模拟提供一种新的方法。

１　数值方法

１．１　数值格式构造方法

　　使用Ｊｉａｎｇ等提出的 ＷＥＮＯ７格式［２］为通量插
值形式，本文使用原始变量重构形式。ＷＥＮＯ７格
式［１８］为：

　　Ｈｊ＋１／２＝∑
３

ｋ＝０
ωｋＨ（ｋ）

ｊ＋１／２ （１）

　　Ｈ
（ｋ）
ｊ＋１／２＝∑

３

ｋ＝０
ａ（ｋ）
ｌ ｆｊ＋ｋ－３＋ｌ （２）

其中：Ｈ
（ｋ）
ｊ＋１／２为模板各给出的通量，ωｋ 为各个模板对

应的非线性权值，相应的表达式为：

　　ωｋ ＝
αｋ

α０＋α１＋α２＋α３
（３）

　　αｋ ＝
Ｃｋ

（ε＋βｋ）ｐ
，ｐ＝２，ε＝１０－５ ～１０－７

根据Ｔａｙｌｏｒ级数展开式容易给出光滑区域的理想加
权因子：

　　Ｃ０＝
１
３５
，Ｃ１＝

１２
３５
，Ｃ２＝

１８
３５
，Ｃ３＝

４
３５

（４）

光滑度量因子βｋ 的表达式为：

　　βｋ ＝ｆ′
２
ｋ ＋

１３
１２ｆ″

２
ｋ ＋

１０４３
９６０ｆ

２
ｋ ＋

１
１２ｆ′ｋｆｋ

（５）

其中：ｋ＝０，１，２，３；ｆ′ｋ ＝∑
３

ｌ＝０
ｂ（ｋ）ｌ ｆｊ＋ｋ＋ｌ－３ ，

　　ｆ″ｋ ＝∑
３

ｌ＝０
ｃ（ｋ）ｌ ｆｊ＋ｋ＋ｌ－３，ｆｋ ＝∑

３

ｌ＝０
ｄ（ｋ）
ｌ ｆｊ＋ｋ＋ｌ－３ ，式中

各系数数值见文献［１８］。在光滑区时βｋ 很小，而在
间断区该量相对较大。

　　八阶中心格式的数值通量表达式为：

　　Ｆｊ＝
１
８４０
［６７２（ｆｊ＋１－ｆｊ－１）－１６８（ｆｊ＋２－ｆｊ－２）＋

　　　　３２（ｆｊ＋３－ｆｊ－３）－３（ｆｊ＋４－ｆｊ－４）］ （６）
半点格式的表达式为：

　　Ｆｊ＋１／２＝
１
８４０
［５３３（ｆｊ＋ｆｊ＋１）－１３９（ｆｊ－１＋ｆｊ＋２）＋

　　　　２９（ｆｊ－２＋ｆｊ＋３）－３（ｆｊ－３＋ｆｊ＋４）］ （７）

　　由于 ＷＥＮＯ格式的耗散相对较大，而中心格式
无耗散，因此本文的目的是将两种格式进行混合，从
而构造出一种低耗散的数值格式。基于这一思想，在
此引入加权函数σ，格式变为：
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　　Ｆｊ＋１／２＝σＨｊ＋１／２＋（１－σ）ＦＣＤ８ｊ＋１／２ （８）

　　为实现对该混合格式数值耗散的自适应控制，本
文建立起加权因子σ与光滑度量因子βｋ 的关系。根
据βｋ 在光滑区时很小，而在间断区相对较大这一特
点，本文在此构造σ与βｋ 的关系式为：

　　σ＝ａｒｃｔａｎ（ｎ·β
２）／（π

２
） （９）

　　这里β＝ｍｉｎ βｋ｛ ｝，ｎ根据不同的算例取相应
的值。一般对于马赫数较高或者振荡比较剧烈的问
题，需要格式有足够的耗散来抑制振荡，此时ｎ的取
值将会有所增加，以此来保证赋予 ＷＥＮＯ格式一个
较大的权重，这样混合格式也将会有足够的耗散来抑
制非物理振荡，从而能达到更好的计算效果。例如在

ＲＴ不稳定性计算中取ｎ＝１０３，而在马赫数相对较高
的激波－密度波干扰问题中取ｎ＝５×１０３。

　　在流场光滑区域βｋ 很小，当βｋ 趋于０时，σ也趋
于０，此时格式为近似八阶中心格式，将具有很低的
耗散；在流场非光滑区域βｋ 值相对较大，此时σ趋于

１，因此格式将会保留足够的耗散来抑制非物理振荡。
这样，该格式将会具有中心格式与 ＷＥＮＯ格式共同
的特点。

１．２　数值格式误差分析

　　采用Ｆｏｕｒｉｅｒ精度分析法［１９］分析该空间离散格
式，所得到的修正波数的虚部Ｋｉ和实部Ｋｒ分别表示
数值格式的色散和耗散效应，α为波数。从图１中可
以看出，本文Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８格式的色散误差要比经
典的 ＷＥＮＯ７更小，而 ＷＥＮＯ格式在高波数区存在较
大的耗散误差，其耗散也在高波数区也比 ＷＥＮＯ７要
小，原 因 是 Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８ 格 式 是 通 过 经 典 的

ＷＥＮＯ７格式与中心格式加权组合而成，而中心格式
无耗散。这就在一定程度上降低了新格式的耗散。

２　数值算例

２．１　激波－密度波干扰问题

　　该问题为一个马赫数为３的运动激波和正弦密
度波相互干扰，使用各空间离散格式模拟一维激波－
密度脉动干涉算例［２０］，以测试数值方法对小尺度结
构的分辨能力。该控制方程为一维的Ｅｕｌｅｒ方程组，
初始条件为：

　　
ρ
ｕ
ｐ

熿

燀

燄

燅Ｌ
＝
３．８５７　１４３
２．６２９　３６９
１０．３３３　３３３

熿

燀

燄

燅

（１０）

　　
ρ
ｕ
ｐ

熿

燀

燄

燅Ｒ
＝
１＋０．２ｓｉｎ（５ｘ）

０
１

熿

燀

燄

燅

（１１）

（ａ）色散特性

（ｂ）耗散特性

图１　两种不同格式的色散（ａ）和耗散（ｂ）特性
Ｆｉｇ．１　Ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｃｈｅｍｅｓ

以ｘ＝１处为左右侧分界点，最终结果在区间ｘ＝
０，１０［ ］上进行计算，结束时间为ｔ＝１．８。网格点数
为Ｎ，由于该问题不存在解析解，因此选用Ｎ＝４００１
时的结果作为参考的精确解（Ｅｘａｃｔ），采用 Ｒｕｎｇｅ－
Ｋｕｔｔａ方法进行时间推进，通量分裂使用 Ｓｔｅｇｅｒ－
Ｗａｒｍｉｎｇ分裂，使用局部特征分解。

　　图２给出了 ＷＥＮＯ７格式和 Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８
格式的计算结果。可以看出，ＷＥＮＯ格式和新格式
均能较好地捕捉ｘ＝７．４处的间断以及ｘ＝５．５左侧
的密度波动，但在该网格数下 ＷＥＮＯ７得到的幅值
明显偏小；而 Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８格式不但能得到与精
确解符合更好的波形，而且幅值也更接近精确解，因
此新格式比 ＷＥＮＯ７对流场间断及脉动具有更强的
分辨率。
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图２　Ｓｈｕ－Ｏｓｈｅｒ问题，ｔ＝１．８时刻的密度分布，Ｎ＝２０１
Ｆｉｇ．２　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　１Ｄｓｈｏｃｋ／ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ

ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ　ａｔ　ｔ＝１．８，Ｎ＝２０１

２．２　瑞利－泰勒不稳定问题

　　Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｔａｙｌｏｒ（ＲＴ）不稳定性问题［１９］是当两
种密度不同的流体界面有微小的扰动，且由于某种原
因从重流体到轻流体的方向产生加速度时，在这两
种流体的界面上就会出现不稳定性。ＲＴ不稳定性
包含很多细致结构，以此用来测试数值格式分辨率。

其计算条件设置如下［１９］：计算域为 ０，０．２５［ ］×
０，１［ ］；初始时刻，轻重流体的交界面位于ｙ＝０．５
处，密度ρ＝２的流体位于界面之下，密度ρ＝１的流
体位于界面之上。初始场为：

　　

ρ＝２
ｕ＝０
ｖ＝－０．０２５ｃ·ｃｏｓ（８πｘ）

ｐ＝２ｙ＋１，　　　　０≤ｙ≤０．５

烅

烄

烆

（１２）

　　

ρ＝１
ｕ＝０
ｖ＝－０．０２５ｃ·ｃｏｓ（８πｘ）

ｐ＝ｙ＋１．５，　　　　０．５≤ｙ≤１

烅

烄

烆

（１３）

其中：声速ｃ＝ γｐ
ρ槡 ，γ＝

５
３
。控制方程为添加了源

项的二维Ｅｕｌｅｒ方程组。

　　
Ｕ
ｔ＋

Ｆ１（Ｕ）
ｘ ＋

Ｆ２（Ｕ）
ｘ ＝Ｓ （１４）

　　源项的表达式为Ｓ＝（０，ρ，０，ρｖ）
Ｔ。计算最终时

间ｔ＝１．９５。

　　图３分别给出了 ＷＥＮＯ７和 Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８
两种不同格式在网格６０×２４０和２４０×９６０上计算得
到的数值结果。从图３中可以看出，在网格６０×２４０
上不同的格式捕捉到的流动结构和相关文献基本保

持一致，密度大的流体沿中轴线流入密度小的流体，
中轴线两侧形成了若干小尺度的涡结构，两种格式均
能保证质量守恒，而新格式在此粗网格上能分辨出更
多的小尺度结构。网格加密到２４０×９６０之后，新格

式捕捉到的小尺度涡结构仍然要比 ＷＥＮＯ７要多，
这就表明了在复杂结构的数值计算中，Ｈ－ＷＥＮＯ７－
ＣＤ８格式拥有更高的数值结构分辨率。

图３　ＲＴ不稳定性密度分布
Ｆｉｇ．３　Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｔａｙｌｏｒ　ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ：ｄｅｎｓｉｔｙ　ｐｒｏｆｉｌｅ

２．３　双马赫反射问题

　　这是一个入射角为６０°的马赫数为１０的激波的
双马赫反射问题［２１］。具体求解设置为：计算区域

０，０［ ］× ４，１［ ］，下边界ｙ＝０，平板前缘位于ｘ＝
０．１６６７处，一直延伸到ｘ＝４前，从ｘ＝０到ｘ＝
０．１６６７给定波后条件；平板处采用波后壁面条件；上
边界各点的值由马赫数为１０的激波的精确运动来确
定。计算最终时间为ｔ＝０．２。

　　由于中心格式无耗散，而在双马赫反射的计算中
需要数值格式有足够的耗散，因此需要设定一个开关
函数，在间断区时，要给予 ＷＥＮＯ格式足够的权重，
在此９６１×２４１的密网格的计算中，限制式（９）中的

σ≥０．９４，这样就可以有效的防止发散。

　　图４给出了在网格数相同情况下，采用不同格式
所计算得到的密度等值线及其在接触间断和马赫杆

附近的放大图（ａ：ＷＥＮＯ７；ｂ：Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８），可
以看出，两种格式均能很好的捕捉到该问题基本的流
动特征，如马赫杆、激波和滑移线。另外通过比较两
幅局部放大图可以清楚地看到，Ｈ－ＷＥＮＯ７－ＣＤ８格
式能分辨出更多的近壁面结构，更清晰的捕捉到了滑
移线的卷曲现象和小尺度的涡，表明新格式对于小尺
度结构具有良好的分辨能力，具有较高的分辨率。
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图４　密度分布，网格点数９６１×２４１，３０条等值线，
从ρ＝１．７３１到ρ＝２０．９２

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｎｓｉｔｙ　ｃｏｎｔｏｕｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｄｏｕｂｌｅ　Ｍａｃｈ
Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ，９６１×２４１ｇｒｉｄ

３　结　论

　　本文通过新型加权函数将经典的 ＷＥＮＯ格式
和中心格式结合起来，利用光滑度量因子设定中心格
式和 ＷＥＮＯ格式上的混合权重，实现了对格式数值
耗散的自适应控制，构造出一种自适应低耗散的数值
格式。通过对一维激波密度脉动干涉问题和二维的
瑞利－泰勒不稳定性问题和双马赫问题进行数值模
拟，结果表明新的格式在继承了原 ＷＥＮＯ格式良好
的激波捕捉特性的同时，具有更低的耗散，对小尺度
结构更高的分辨率，并且有较好的稳定性，这也为可
压缩湍流的高分辨率数值模拟提供了一种新的备选

方法。此外，本文构造格式是在均匀网格上推导的，
这也是目前大多数高精度差分格式的做法。在实际
应用中，对于曲面非光滑网格，格式会产生几何诱导

误差，几何守恒问题对计算格式的精度和稳定性都有
较大的影响，将在今后的工作中考虑格式的几何守恒
律问题。
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